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VORWORT 


In den Vorreden zu den drei ersten Auflagen (1863, 
1871, 1879 —1880) und in den Göttingischen gelehrten 
Anzeigen vom 27. Januar 1864 und 20. September 
1871 habe ich über die erste Entstehung und die all- 
mälige Ausdehnung dieses Werkes die erforderlichen 
Mittheilungen gemacht, auf welche ich hiermit ver- 
weise. Auch jetzt, bei der Herausgabe der vierten Auf- 
lage, ist der erste Theil, welcher im Wesentlichen eine 
im Winter 1856 bis 1857 von Dirichlet zu Göttingen 
gehaltene Vorlesung wiedergiebt und bis 8. 120 reicht, 
fast ungeändert geblieben, und ich habe mich begnügt, 
meinen früheren Anmerkungen einige neue hinzuzu- 
fügen, um gelegentlich auf eine andere Beweisart oder 
auch auf neuere Erscheinungen der Literatur aufmerk- 
sam zu machen. Das Gleiche gilt auch von meinen Zu- 
sätzen, welche theils nach Abhandlungen von Dirichlet 
ausgearbeitet, theils aus eigenen Untersuchungen hervor- 
gegangen sind. Nur das letzte Supplement, welches 
die allgemeine Theorie der ganzen algebraischen Zahlen 
behandelt, hat eine vollständige Umarbeitung erfahren; 


vI Vorwort. 


sowohl die algebraischen als auch die eigentlich zahlen- 
theoretischen Grundlagen sind in grösserer Ausführ- 
lichkeit und in derjenigen Auffassung dargestellt, welche 
ich nach langjähriger Ueberzeugung für die einfachste 
halte, weil sie hauptsächlich nur einen deutlichen 
Ueberblick über das Reich der Zahlen und die Kennt- 
niss der rationalen Grundoperationen voraussetzt. Die- 
selbe Auffassung liegt auch einigen Arbeiten über die 
Idealtheorie zu Grunde, welche ich demnächst zu ver- 
öffentlichen hoffe, und so mag es Entschuldigung finden, 
wenn ich Manches eingehender behandelt habe, als es 
die unmittelbaren Ziele des vorliegenden Werkes zu 
erfordern scheinen. 

In der grossen Festschrift, Grundzüge einer arith- 
metlischen Theorie der algebraischen Grössen, durch welche 
Kronecker dem so bald nach ihm dahin geschiedenen 
Lehrer und Freunde Kummer im Voraus ein schönes 
Denkmal gesetzt hat, sind die umfassenden Gedanken 
niedergelegt, auf welchen sich eine andere Theorie der 
Ideale erhebt. Durch die Veröffentlichung derselben 
(1882 in Crelle's Journal, Bd. 92) hat Kronecker einen 
Wunsch erfüllt, den ich schon öfter, zuletzt im Juni 
1880 bei Gelegenheit der Enthüllung unseres Braun- 
schweiger Standbildes von Gauss ausgesprochen hatte, 
wo zugleich verabredet wurde, dass diese Abhandlung 
vor der von H. Weber und mir ausgearbeiteten Theorie 
der algebraischen Functionen einer Veränderlichen in Orelle’s 
Journal erscheinen sollte. Ihr Inhalt war auch für mich 
vollständig neu, da ich nach einer alten brieflichen 
Mittheilung aus dem Jahre 1857 geglaubt hatte, die 
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Theorie Kronecker's auf ganz anderen Wegen suchen 
zu müssen, die ich in &. 10 meiner Schrift Sur la 
theorie des nombres entiers algebriques (1877) angedeutet 
habe. Ein sicheres Urtheil über die Vorzüge und 
Nachtheile dieser Theorie auszusprechen, deren hohe 
Bedeutung unzweifelhaft ist, halte ich jetzt noch nicht 
für möglich, da in der Abhandlung nur die Grund- 
gedanken in grossen Zügen vorgezeichnet sind; ich 
möchte daher den Wunsch aussprechen, dass einer der 
zahlreichen Schüler Kronecker's es unternähme, eine 
vollständige, systematische Darstellung dieser Theorie 
auszuarbeiten; einen kleinen Beitrag dazu habe ich vor 
Kurzem in den Mittheilungen der Deutschen mathe- 
matischen Gesellschaft in Prag (1892) zu geben ver- 
sucht. Bedenkt man, welche Umgestaltungen andere 
Theile der Mathematik, z. B. die Theorie der ellip- 
tischen Functionen, seit ihren ersten Anfängen im 
Laufe der Zeit erlitten haben, so wird man es für sehr 
wahrscheinlich halten, dass auch für die Idealtheorie 
noch einfachere Grundlagen, als die bisher bekannten, 
aufgefunden werden. Als eine solche Grundlage kann 
z. B. der von mir aus der Idealtheorie abgeleitete Satz 
(S. 465, 541, 577 der zweiten, dritten, vierten Auflage 
dieses Werkes) über den grössten gemeinsamen Theiler 
von zwei beliebigen ganzen algebraischen Zahlen an- 
gesehen werden, und ich habe schon vor vielen Jahren 
versucht, diesen Weg einzuschlagen; hierbei ist es mir 
zwar nicht gelungen, eine wesentliche Vereinfachung 
zu erzielen, weil ich den unmittelbaren Beweis dieses 


Satzes doch nur mit denseiben Hülfsmitteln führen 
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konnte, welche im Wesentlichen auch meiner Theorie 
der Ideale zu Grunde liegen; immerhin möchte ich 
diesen Weg jüngeren Mathematikern zur Beachtung 
empfehlen, welche unbefangen dieses Feld der Forschung 
betreten, und denen deshalb ein solcher Beweis wohl 
leichter gelingen mag als mir. 


Bad Harzburg, 30. September 1893. 


R. Dedekind. 
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Erster Abschnitt. 


Von der Theilbarkeit der Zahlen. 


& 1. 


Wir behandeln in diesem Abschnitte einige arithmetische 
Sätze, welche man zwar in den meisten Lehrbüchern vorfindet, die 
‚aber für unsere Wissenschaft von so fundamentaler Bedeutung 
sind, dass eine strenge Begründung derselben hier durchaus noth-ı 
wendig erscheint. Dahin gehört zuerst der Satz, dass das Product 
einer Reihe von ganzen positiven Zahlen unabhängig von der An- 
ordnung ist, in welcher man die Multiplication ausführt. Indem 
wir uns zunächst auf den Fall beschränken, in welchem es sich 


um drei Zahlen a, b. € handelt, bilden wir das folgende Schema 


PCC LEN. C 
CEs@eL € 
Re C 


DREH 
welches aus 5 Horızontalreihen besteht, deren jede die Zahl e 
gleich oft, nämlich a mal enthält, und stellen uns die Aufgabe, 
die Summe aller aufgeschriebenen Zahlen zu bestimmen. Zunächst 
können wir sagen: da die Zahl ce in jeder Horizontalreihe a mal 
vorkommt, so ist nach dem Grundbegriff der Multiplication die 
Summe aller in einer solchen Reihe befindlichen Zahlen gleich ca, 
indem wir den Multiplicand c durch die Stellung von dem Mult- 


Dirichlet, Zahlentheorie, 1 
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»licator a unterscheiden, da ferner b solche Horizontalreihen vor- 
handen sind. so ist die Summe sämmtlicher Zahlen gleich (ca)b, 
wo jetzt ca der Multiplicand, 5 der Multiplicator ist. Nun können 
wir aber dieselbe Summe auch auf anderem Wege durch die Be- 
inerkung bestimmen, dass das obige Schema aus a Verticalreihen 
besteht, deren jede bmal die Zahl e enthält; es ist also die Summe 
aller in einer Verticalreihe befindlichen Zahlen gleich -b, und 
folglich die Totalsumme gleich (ed)a. Wir erhalten mitlun das 
erste Resultat 

(ca)b = (cb)a, 
aus welchem wir, indem wir die bisher ganz willkürliche Zahl 
e =: I setzen, die Folgerung ziehen, dass 

al — ba 

ist, d.h.: in einem Product aus zwei ganzen positiven Zahlen dürfen 
Multiplicand und Multiplicator mit einander vertauscht werden. 
Man lässt deshalb auch in der Benennung den Unterschied zwischen 
Multiplicand und Multiplicator ganz fallen, indem man beide unter 
dem gemeinschaftlichen Namen Factoren zusammenfasst. 

Wir können nun dieselbe Totalsumme sämmtlicher in dem 
obigen Schema befindlichen Zahlen noch auf eine dritte Art be- 
stimmen, indem wir abzählen, wie oft der Summand e im Ganzen 
vorkommt. Zunächst ist « die Anzahl der in einer jeden Hori- 
zontalreihe befindlichen Zahlen ce, und folglich ist, da 5 solche 
Horizontalreihen vorhanden sind, die Anzahl aller aufgeschriebenen 
Jahlen gleich «5. Hieraus folgt, dass die Totalsumme den Werth 
e(ab) hat, dass also 

(ca)b = (eb)a = c(ab) 
ist. Verbindet man hiermit den schon oben betrachteten speciellen 
Fall ab = ba, so kann man das Bisherige in folgendem Satze 
zusammenfassen: 

Wenn man von drei positiven ganzen Zahlen zwei nach Be- 
leben auswählt und als Factoren zu ihrem Produete vereinigt, so- 
dann dieses Producl und die dritte jener drei Zahlen mit einander 
mulkiplieirt, so hat das so entstehende Product stets denselben. Werth, 
wir man auch die ersten beiden Zahlen ausgewählt haben mag. 

Da also dieses Produet von der Anordnung der beiden suc- 
cessiven Multiplicationen ganz unabhängig ist, so bezeichnet man 
dasselbe kurz als das Product aus jenen drei Zahlen und nennt 
diese letzteren ohne Unterschied die Factoren des Productes. 
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Es ist nun leicht zu zeigen. ohne ein neues Princip anzuwen- 
den, dass ein ganz ähnlicher allgemeinerer Satz für jedes System 
5 von beliebig vielen positiven ganzen Zahlen 

Re ER 

gilt. Die allgemeinste Art, diese Zahlen durch wiederholte An- 
wendung einfacher, d. h. auf nur zwei Zahlen bezüglicher Multi- 
plicationen zu einem Producte zu vereinigen, ist folgende. Man 
greife nach Belieben zwei Zahlen aus dem System $ heraus und 
bilde ihr Product; der aus den übrigen Zahlen des Systems S und 
aus diesem Product bestehende Zahlencomplex $’ enthält dann 
eine Zahl weniger als S; indem man wieder ganz nach Belieben 
zwei Zahlen aus S’ zu ihrem Producte vereinigt und die anderen 
unverändert lässt, erhält man ein System $” von Zahlen, deren 
Anzahl um zwei kleiner ist, als die der ursprünglich gegebenen 
Zahlen. Fährt man so fort, so wird man zuletzt zu einer ein- 
zigen Zalıl gelangen, und der zu beweisende Satz besteht darin, 
dass diese am Ende des Processes resultirende Zahl immer die- 
selbe sein wird, auf welche Art man auch die einzelnen einfachen 
Muitiplicationen anordnen mag. 

Um dies zu zeigen, wenden wir die vollständige Induction an, 
d.h. wir nehmen an, der Satz sei richtig, wenn die Anzahl der 
ursprünglich gegebenen Zahlen oder Factoren = n ist, und be- 
weisen, dass er dann auch für die nächst grössere Anzahl » +1 
von Factoren ebenfalls gültig sein muss. Es sei also ein System 
S von n + 1 Zahlen 

I 
gegeben, so wähle man irgend zwei derselben, z. B. a und b, und 
bilde ihr Product ad; der nun entstehende Zahlencomplex ent- 
hält nur noch die n Zahlen 

RE 
und folglich ist nach unserer Annahme das Endresultat von ‚der 
weiteren Anordnung des Processes ganz unabhängig. Bei einer 
anderen Anordnung der ganzen Operation kann daher höchstens 
dann ein anderes Endresultat zum Vorschein kommen, wenn das 
bei dem ersten Schritte ausgewählte Zahlenpaar von a, b ver- 
schieden ist, und zwar sind zwei Fälle zu unterscheiden. 

1* 
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Erstens kann es sein, dass bei der zweiten Anordnung zu- 
erst eine der beiden Zahlen a, db, z.B. a, mit einer der übrigen 
c,d,e..., z.B. mit e, zu dem Producte ac vereinigt wird, so 
dass der nächste Complex aus den n Zahlen 

RR On 
besteht; da nun sowohl bei der ersteren wie bei der en An- 
ordnung die auf den ersten Schritt folgenden Operationen keinen 
Einfluss auf das Endresultat ausüben können, so setze man die 
erste Anordnung so fort, dass zunächst die beiden Zahlen ab und 
c, die zweite so, dass zunächst die beiden Zahlen «c und 5 ver- 
einigt werden. Auf diese Weise entsteht bei der ersten Anordnung 
zunächst der Complex 

(ab)o,d,e.. 
bei der zweiten der Complex 

Koma 
Da nun zufolge des vorhergehenden Paragraphen die beiden Pro- 
ducte (ab)c und (ac)b, und folglich auch die beiden vorstehenden 
Complexe identisch sind, so wird. da jeder derselben nur noch 
rn — 1 Zahlen enthält, bei der ersten wie bei der zweiten An- 
ordnung dasselbe Endresultat auftreten. 

Zweitens kann es aber auch sein, dass bei dem ersten Schritt 
der zweiten Anordnung keine der beiden Zahlen a, 5b, sondern 
zwei von den übrigen, z. B. ce, d, herausgegriffen werden, so dass 
zunächst der Complex 

@b,cd, e. 
entsteht. Auch jetzt kann man wieder die auf den ersten Schritt 
folgenden Operationen bei beiden Anordnungen nach Belieben 
ausführen; man vereinige daher zunächst bei der ersten Anord- 
nung die Zahlen c, d, und bei der zweiten Anordnung die Zahlen 
a, db; dann besteht bei beiden Anordnungen der nächstfolgende 
Complex aus denselben a — 1 Zahlen 

ab, cd, e. 
und folglich wird abermals das Endresultat bei beiden dasselbe 
sein. 

Hiermit ist die Allgemeingültigkeit des Satzes bewiesen; denn 
da er nach dem vorhergehenden Paragraphen für n — 3 gilt, so 
gilt er nach dem Vorstehenden auch für alle Systeme von Zahlen, 
deren Anzahl =4,5,6u.s.w. ist. Das Endresultat heisst auch 
jetzt wieder das Product aus den gegebenen Zahlen, diese letzteren 
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heissen die Factoren des Productes, und man bezeichnet das 
Product durch das Nebeneinanderschreiben sämmtlicher in be- 
liebiger Ordnung folgenden Factoren. 

Ein besonderer Fall dieses Satzes ist der, dass man bei der 
Bildung des Productes aus beliebig vielen Zahlen oder Factoren 
dieselben nach Belieben in Gruppen vertheilen und alle in einer 
Gruppe enthaltenen Factoren zu ihrem Product vereinigen darf; 
das Product aus diesen den einzelnen Gruppen entsprechenden 
Producten wird immer mit dem Producte aller gegebenen Zahlen 
übereinstimmen; denn offenbar ist diese Bildung selbst eine der 
verschiedenen möglichen Anordnungen des Processes. So ist z. B. 

abcede — (ab)e(de) = (abced)e — (abe) (cd). 

Es ist nicht schwierig, dieselben Sätze auch für den Fall zu 
beweisen, dass unter den Factoren eines Productes beliebig viele 
negative sind; das Vorzeichen des Productes wird das positive 
oder negative sein, je nachdem die Anzahl der negativen Factoren 
gerade oder ungerade ist. Endlich mag noch daran erinnert 
werden, dass auch die ganze Zahl Null als Factor auftreten kann, 
in welchem Falle das Product stets —= 0 sein wird. 


8.28, 


Wenn die Zahl*) a das Product aus der Zahl d und einer 
zweiten ganzen Zahl m, also a — mb ist, so nennt man a ein 
Vielfaches oder Multiplum von b; statt dessen sagt man auch: 
a ist theilbar durch b, oder: b ist ein T’heiler oder Divisor von a, 
oder endlich: b geht in a auf. Alle diese Benennungen sind gleich 
gebräuchlich, und da es in der Zahlentheorie ausserordentlich oft 
vorkommt, diese Beziehung zwischen zwei Zahlen auszudrücken, 
so ist es angenehm, dafür eine Reihe verschiedener Ausdrücke zu 
besitzen. Aus der Definition des Vielfachen leuchten nun sogleich 
folgende Sätze ein, von denen später sehr häufig Gebrauch gemacht 
werden wird. 

1. Ist « Multiplum von 5, b wieder Multiplum von c, so ist 
auch a Multiplum von c. Denn der Annahme nach ist a = mb, 


*) Unter Zahlen schlechthin sınd hier und im Folgenden immer ganze 
Zahlen zu verstehen. 
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b’== nc, wo m und n irgend zwei ganze Zahlen bedeuten; hier- 
aus folgt a = m(ne) = (mn)e, also ist a theilbar durch ce. 

Allgemein: hat man eine Reihe von Zahlen, in welcher jede 
ein Vielfaches der nächstfolgenden ist, so ist auch jede frühere 
Zahl ein Vielfaches von jeder späteren. 

2. Ist. die Zahl @ sowohl als auch 5 ein Multiplum einer 
dritten Zahl c, so ist auch die Summe und die Ditierenz der beiden 
ersteren ein Multiplum der dritten. Deun au a ms, b= ne 
fflgtt a5 = (mH#n)e. 


BA 


Von der grössten Wichtigkeit für die Lehre von der Theil- 
barkeit der Zahlen ist folgende Aufgabe*): Wenn irgend zwei 
ganze positive Zahlen u, b gegeben sınd, so sollen die gemeinschaft- 
lichen Theiler derselben, d. h. diejentgen Zahlen d gefunden werden, 
welche gleichzeitig in a und in b uufgehen, 

Wır können annehmen, es sei a grösser oder wenigstens nicht 
kleiner als 5; dann wird die Division von a durch 5 einen Quotien- 
ten m und einen Rest c geben, welcher letztere jedenfalls kleiner 
als b ist. Betrachten wır nun die aus dieser Division resultirende 
Gleichung 

| w=mb + c 
und nehmen wir an, es sei ö irgend eine sowohl in « als in 5 auf- 
gehende Zahl, so ist ö jedenfalls auch ein Divisor des Kestes c; 
denn da «a und b Multipla von 8 sind, so ist (nach $. 3) md, und 
folglich auch: die Difierenz «a — mb — ce ein Multiplum von 6. 
Wir können daher sagen: jeder gemeinschaftliche Theiler der 
beiden Zahlen a, 5 ist auch eın gemeinschaftlicher Theiler der 
beiden Zahlen b, c. Umgekehrt, ist ö ein gemeinschattlicher Di- 
visor der beiden Zahlen 5, e, so ist, da d dann auch ın mb auf- 
gebt, die Summe md + c==a der beiden Multipla md und e 
von ö ebenfalls ein Multiplum von ö; also ist jeder gemeinschaft- 
liche Divisor der Zahlen d, ce auch gemeinschaftlicher Divisor der 
Zahlen a, db. Mithin stimmen die gemeinschaftlichen Divisoren der 
beiden Zahlen a, 5 vollständig mit denen der beiden Zahlen b, c 
überein; unsere Untersuchung ist daher von dem Paare «a, b auf 


”) Huchd’s Elemente, Buch VII, Satz 2. 
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das Paar b,e reducirt, und da d nicht grösser als «, c aber 
jedenfalls kleiner als 5 ist, so können wir mit Recht sagen, dass 
das Problem auf ein einfacheres zurückgeführt sei. ’ 

Wenn nun ce von Null verschieden ist, die erste Division also 
nicht aufgeht, so können wir, indem wir 5 durch die kleinere Zahl 
e dividiren, wieder eine Gleichung von der Form 


— ei 


bilden, in welcher der Divisionsrest d kleiner als der vorhergehende 
e ist. Durch eine der obigen ganz ähnliche Betrachtung ergiebt 
sich dann, dass die gemeinschaftlichen Divisoren der beiden Zahlen 
e,d vollständig mit denen der Zahlen 5, c und also auch mit denen 
der Zahlen a, b übereinstimmen. 

So kann man fortfahren, bis einmal die Division aufgeht, was 
nach einer endlichen Anzahl von Operationen durchaus eintreten 
muss; denn die Zahlen d, c, d... bilden eine Reihe von beständig 
abnehmenden Zahlen, und da es nur eine endliche Anzahl von 
Zahlen giebt, welche kleiner sind als d, so muss unter ihnen end- 
lich auch die Null erscheinen. Wir haben dann eine Kette von 
Gleichungen von der Form 


a=mb +c 
b=nc+d 
e=pd+te 
eg 
Dan: 


Jeder gemeinschaftliche Divisor ö von a, b ist auch Divisor der fol- 
genden Zahlen c, d..., endlich auch von h; umgekehrt, ist ö ein 
Divisor von h, so lehrt die letzte Gleichung, dass ö auch Divisor 
von g, also gemeinschaftlicher Divisor von g und h ist; folglich ist 
ö auch Divisor von f und ebenso von den vorhergehenden Zahlen, 
endlich auch von 5b und von a. Wir haben daher das Resultat: 
Die gemeinschaftlichen Divisoren zweier Zahlen a und b stim- 
men überein mit den sämmtlichen Divisoren Einer bestimmten Zahl 
h, welche man durch den obigen Algorithmus stets finden kann. 
Da nun Ah selbst zu diesen Divisoren gehört und unter ihnen 
dem Werth nach der grösste ist, so nennt man diese Zahl h den 
grössten yemeinschaftlichen Divisor der beiden Zahlen a und b. 
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Hiermit ist nun zwar unser Problem nicht vollständig gelöst, 
sondern nur auf das andere zurückgeführt, sämmtliche Divisoren 
einer gegebenen Zahl h zu finden, für welches wir noch keine di- 
recte Lösung haben; allein es wird sich im Folgenden hinreichend 
zeigen, dass der obige Algorithmus ein Fundament bildet, auf 
welchem sich die Grundprincipien der Zahlentheorie mit ebenso 
grosser Strenge wie Leichtigkeit aufbauen lassen. Nur einige Be- 
merkungen noch, um auch nicht den geringsten Zweifel gegen die 
Allgemeinheit der folgenden Sätze aufkommen zu lassen: wir 
haben die obige Kette von Gleichungen gebildet unter der Voraus- 
setzung, dass a nicht kleiner als 5 sei; allein für den Fall, dass 
a<b sein sollte, braucht man nur m —= 0, also c=a zu nehmen, 
um dieselbe Form auch dann zu wahren. Ebenso leicht erkennt 
man, dass das Vorzeichen der Zahlen a, 5 ganz unwesentlich ist; 
ja, es darf sogar eine von ihnen — 0 sein; nur, wenn beide = 0 
sind, kann von einem grössten gemeinschaftlichen Divisor derselben 
keine Rede sein. 


5 


Besonders interessant ist der specielle Fall, in welchem der 
grösste gemeinschaftliche Divisor zweier Zahlen a, 5 die Einheit 
ist; man nennt zwei solche Zahlen relative Primzahlen, auch wohl 
Zahlen ohne gemeinschaftlichen Divisor, indem man absieht von 
dem allen Zahlen gemeinschaftlichen Divisor 1; oder man sagt 
auch: a ist relative Primzahl gegen oder zu b. Dieser Definition 
zufolge erkennt man also zwei Zahlen alsrelative Primzahlen daran, 
dass bei dem Algorithmus des grössten gemeinschaftlichen Divisors 
einmal der Rest  —= 1 auftritt. (Wenn eine der beiden Zahlen 
a, b gleich Null ist, so muss die andere offenbar — + 1 sein.) 
Für solche Zahlen er nun der folgende 

Hauptsatz: Sind a, b relative Primzahlen, und ist k eine be- 
liebige dritie Zahl, so ist jeder gemerinschaftliche Theiler der beiden 
Zahlen ak,b auch gemeinschaftlicher Theiler der beiden Zahlen k,b. 

Um sich hiervon zu überzeugen, braucht man nur sämmtliche 
Gleichungen, die bei dem Algorithmus des grössten gemeinschaft- 
lichen Divisors der Zahlen a, 5 gebildet werden, und deren vor- 
letzte, da } = 1 ist, in unserem Falle /—= sg + 1 lautet, mit k 
zu multipliciren; man erhält dann 
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ak=mbk + ck 

bk =nek + dk 

ck =pdk + ek 

fk=sgok + k. 
Ist nun ö irgend ein gemeinschaftlicher Divisor von ak und b, so: 
geht d auch in bi, mbk. also auch in ak —mbk—=ck auf; es geht 
daher Ö auch in nck und folglich auch in dk — nck—= dk auf. 
Und indem man diese Schlussweise fortsetzt, gelangt man zu dem 
Resultat, dass ö auch in /k, in g%, folglich auch in FR —sgk—=k 
aufgehen muss, was zu beweisen war. 

Im Folgenden werden wir vorzüglich zwei specielle Fälle 
dieses Satzes gebrauchen, nämlich: 

1. Das Product zweier Zahlen a und k, deren jede relative 
Primzahl gegen eine dritte b ist, ist gleichfalls ee Primzahl zu b; 
denn unserem Satze nach haben ak und D dieselben nat 
lichen Divisoren, wie & und d; da aber k und 5 relative Primzahlen 
sind, so haben sie nur den einzigen gemeinschaftlichen Divisor 1; 
dasselbe gilt daher von ak und db, also sind diese Zahlen relative 
Primzahlen. 

2, Sind a und b relative Primzahlen, und ist ak durch b theil- 
bar, so ist auch k durch b theilbar; denn da der Annahme zufolge 
ak und 5 den gemeinschaftlichen Divisor 5b haben, so muss dem 
Hauptsatze nach b auch gemeinschaftlicher Divisor von k und b, 
also jedenfalls Divisor von %k sein. 

3. Den ersten dieser beiden Sätze kann man leicht verall- 
gemeinern. Ist jede der Zahlen a,b, c,d... relative Primzahl 
gegen eine Zahl «, so ist auch ab, folglich auch das Product abc 
aus ab und e, folglich auch das Product abed aus abe und d u.s.f., 
kurz das Product abed... aller jener Zahlen ebenfalls relative 
Primzahl gegen «. Allgemeiner, hat man zwei Reihen von Zahlen 

rend 


op, Y 
von der Beschaffenheit, dass jede Zahl der einen Reihe relative 
Primzahl gegen jede Zahl der anderen Reihe ist, so ist auch das 
Produet abed... aller Zahlen der einen Reihe relative Primzahl 
gegen das Prodict aßy... aller Zahlen der anderen Reihe. Denn 
soeben ist bewiesen, dass “de der Zahlen «, ß, » ... relative Prim- 


und 
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zahl gegen das Product abed... ist, woraus durch nochmalige 
Anwendung desselben Satzes auch folgt, dass ihr Product «ßy ... 


ebenfalls relative Primzahl gegen abed... ist. 
4. Hieraus können wir wieder einen speciellen Fall ableiten, 
indem wir annehmen, dass die Zahlen db, ce, d... identisch mit a, 


ferner dieZahlen ß,y .... identisch mit « sind; wir erhalten dann 
das Resultat: ist a relative Primzahl gegen «, so ist auch jede 
Potenz der Zahl a relative Primzahl gegen jede Potenz der Zahl «. 

Fine Anwendung Liervon macht mau bei dem Beweise des 
Satzes, dass die mte Wurzel aus einer ganzen Zahl A entweder 
irrational oder selbst eine gauze Zahl ıst; denn wenn jene Wurzel 
rational, d. h. von der Form r:s ist, wo r und s ganze Zahlen be- 
deuten, die man ohne gemeinschattlichen Divisor annehmen kann, 
so ergiebt sich aus r*— As”, dass r”" durch s” theilbar ist; da 
nun r und s, folglich auch #”* und s” relative Primzahlen sind, so 
muss s” — 1, also auch s = 1 sein; mithin ist jene Wurzel eine 
ganze Zahl r. 


un 
[er) 


Die Aufgabe des $. 4 in der Weise verallgemeinert, dass für 
eine ganze Reihe gegebener Zahlen a, b, c, d... alle gemeinschaft- 
lichen Divisoren gesucht werden, führt zu einem ganz ähnlichen 
Resultate. Es sei A der grösste gemeinschaftliche Divisor von a 
und 5, so ist, wie wir früher fanden, jeder gemeinschaftliche 
Divisor von a und 5 auch Divisor von A und umgekehrt; jeder 
gemeinschaftliche Divisor der drei Zahlen a, b, c ist daher auch 
gemeinschaftlicher Divisor von h, c und umgekehrt; bezeichnet man 
daher ınit % den grössten gemeinschaftlichen Divisor von A und z, 
so ist jede gleichzeitig in a, db, c aufgehende Zahl Divisor von k, 
und umgekehrt wird jeder Divisor von k auch Divisor der drei 
Zahlen a, b, c sein. Bildet man ferner den grössten gemeinschaft- 
lichen Divisor ! der beiden Zahlen k und d, so stimmen die ge- 
meinschaftlichen Divisoren der vier Zahlen a, b, c, d vollständig 
überein mit den sämmtlichen Divisoren der Zahl I u. s. f. : Wir 
haben daher das Resultat: ist irgend eine Reihe von Zahlen a, b, 
c,d... gegeben, so giebt es stets eine — -und natürlich auch nur 
eine — Zahl m von der Beschaffenheit, dass jede gleichzeitig in a, 
in b, in ce, in d u.s.w. aufgehende Zahl auch in m aufgeht, und 
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umgekehrt jeder Divisor von m auch Divisor Jeder einzelnen der 
‚Zahlen a, b, c,d...ist. Diese vollkommen bestimmte Zahl m 
heisst EN wieder der yrösste gemeinschaftliche Divisor der ge- 
gebenen Zahlen. (Eine Ausnahme hiervon tritt nur dann ein, 
wenn die gegebenen Zahlen alle — 0 sind.) Setzt man San 
a=ma,b=mdb, c=mc, d=md .... so sind a,b, cd,d... 
ganze Zahlen, deren grösster an ikeren Theiler = 1 ist, 
oder, wie man kurz sagt, Zahlen ohme gemeinschaftlichen Theiler. 
Umgekehrt, wenn a’, b’, c', d'... Zahlen ohne gemeinschaftlichen 
Theiler sind, so leuchtet ein, dass m der grösste gemeinschaftliche 
Theiler der Zahlen ma’, mb’, me’! md’... ist, 

Dagegen bemerken wir an dieser Stelle ein- für allemal, dass, 
wenn Zahlen a, b, c,d... relative Primzahlen genannt werden, 
darunter stets zu verstehen ist, dass je zwei von ihnen relative 
Primzahlen sind; solche Zahlen sind daher stets zugleich Zahlen 
ohne gemeinschaftlichen Theiler; aber Zahlen ohne gemeinschatt- 
lichen Theiler sind nicht nothwendig relative Primzahlen. 


8. T. 


Gewissermaassen das Umgekehrte der vorhergehenden ist die 
folgende Aufgabe: Wenn eine Reihe von Zahlen a,b, c,d... ge- 
geben ist, so sollen alle gemeinschaftlichen Multipla derselben, d. h. 
alle Zahlen gefunden werden, welche durch jede einzelne der ge- 
gebenen Zahlen theilbar sind. Da von den gesuchten Zahlen zu- 
erst gefordert wird, dass sie durch a theilbar sein sollen, so sind 
sie jedenfalls in der Form sa enthalten, wo s irgend eine ganze 
Zahl bedeutet. Ist nun ö der grösste gemeinschaftliche Divisor 
der beiden Zahlen « = da’ und 5b — Öb’, so sind «’ und Ö’ re- 
lative Primzahlen; soll daher sa = sa’ö theilbar sein durch 
b— b’ö, so muss sa’ durch Ö', und folglich ($. 5, 2.) auch s durelı b’ 
theilbar, also von der Form s’ b’ sein, wo 5’ wieder irgend eine ganze 
Zahl bedeutet. Sämmtliche sowohl durch a als durch 5 theilbare 
Zahlen sind daher von der Form sa == s’.a’b’ö, und umgekehrt 
leuchtet ein, dass alle in dieser Form enthaltenen Zahlen sowohl 
durch « = «a6 als durch d = b’ö tbeilbar sind. 

Es zeigt sich also, dass die sämmtlichen gemeinschaftlichen 
Multipla der beiden Zahlen a, 5 übereinstimmen mit den sämmt- 
lichen Vielfachen einer bestimmten Zahl 
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welche man deshalb das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der 
beiden Zahlen a, 5 nennt. 

Um diesen Satz für eine beliebige Anzahl gegebener Zahlen 
a,b,c,d... zu verallgemeinern, braucht man nur zu bemerken, 
dass jedes gemeinschaftliche Vielfache der Zahlen 

ER 
nothwendig auch ein ar Vielfaches der Zahlen 
BG DB > 
ist und umgekehrt. Man wird daher zunächst das kleinste ge- 
meinschaftliche Multiplam v» der beiden Zahlen u und 6 suchen, 
dann das kleinste gemeinschaftliche Vielfache g von v und d u.s.f. 
Auf diese Weise leuchtet ein, dass sämmtliche gemeinschaftliche 
Multipla der gegebenen Zahlen a, b, c,d... übereinstimmen mit 
den sämmtlichen Vielfachen einer einzigen vollständig bestimmten 
Zahl &, welche man deshalb das kleinste gemeinschaftliche Viel- 
jfache der gegebenen Zahlen nennt. 

Von besonderer Wichtigkeit ist der Fall, in welchem die 
Zahlen a, b, c, d... relative Primzahlen sind. In diesem Falle ist 
zunächst 6 — 1, also ist das kleinste gemeinschaftliche Vielfache 
der beiden relativen Primzahlen « und db ihr Produet ab. Da nun 
c wieder relative Primzahl gegen « und gegen db, also ($.5,1.) auch 
gegen ab ist, so ist abc das kleinste gemeinschaftliche Multiplum 
der drei Zahlen a, d, e us. f. Kurz, man erhält das Resultat: 
Sind a,b,c,d... relative Primzahlen, so ist jede Zahl., welche 
durch jede einzelne derselben theilbar ist, auch durch ihr Product 
abed...theilbar. 


8. 


u 


Da jede Zahl sowohl durch die Einheit, als auch durch sich 
selbst theilbar ist, so hat jede Zahl — die Einheit selbst ausge- 
nommen — mindestens zwei (positive) Divisoren. Jede Zahl nun, 
welche keine anderen als diese beiden Divisoren besitzt, heisst eine 
Primzahl (numerus primus); es ist zweckmässig, die Einheit nicht 
zu den Primzahlen zu rechnen, weil manche Sätze über Primzahlen 
nicht für die Zahl 1 gültig bleiben. 

Aus dieser Erklärung ergiebt sich der Satz: Wenn p eine 
Primzahl und a irgend eine ganze Zahl ist, so geht entweder p in 
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a auf, oder p ist relative Primzahl zu a. Denn der grösste ge- 
meinschaftliche Divisor von »p und a ist entweder p selbst oder 
die Einheit. 

Hieraus folgt weiter: Wenn ein Product aus mehreren Zahlen 
a,db,c,d... durch eine Primzahl p theilbar ist, so geht p min- 
destens in einem der Factoren a,b, c,d... auf. Denn wäre keine 
einzige dieser Zahlen durch p theilbar, so wäre p relative Prim- 
zahl gegen jede einzelne von ihnen und folglich auch gegen ihr 
Product, was gegen die Annahme streitet, dass dies Product durch 
p theilbar ist. 

Jede Zahl, welche ausser sich selbst und der Einheit noch 
andere Divisoren hat, heisst zusammengesetzt (numerus compositus). 
Diese Benennung wird gerechtfertigt durch folgenden 

Fundamentalsatz: Jede zusammengesetzte Zahl lässt sich’ stets 
und nur auf eine einzige Weise als Product aus einer endlichen 
Anzahl von Primzahlen darstellen. 

Beweis. Da jede zusammengesetzte Zahl m ausser 1 und m 
noch andere Divisoren hat, so sei @ ein solcher; ist nun a keine 
Primzahl, also eine zusammengesetzte Zahl, so besitzt « ausser 1° 
und a noch andere Divisoren, z. B. b; ist b noch keine Primzahl, 
also zusammengesetzt, so hat 5 wieder mindestens einen Divisor c, 
der von 1 und 5 verschieden ist. Fährt man so fort, so muss man 
endlich einmal zu einer Primzahl gelangen; denn die Reihe der 
Zahlen m,a,b, ec... ist eine abnehmende, sie kann also, da es nur 
eine endliche Anzahl von Zahlen giebt, welche kleiner als m sind, 
nur eine endliche Anzahl von Gliedern enthalten; das letzte Glied 
derselben muss aber eine Primzahl sein, denn sonst könnte man 
ja die Reihe noch weiter fortsetzen. Bezeichnet man diese Prim- 
zahl mit p, so ist, da jedes Glied der Reihe ein Multiplum des fol- 
genden ist, die erste Zahl m auch ein Multiplum von der letzten p». 


Man kann daher 

m —= pm 
setzen*). Nun ist m’ entweder eine Primzahl — dann ist m schon 
als Product von Primzahlen dargestellt — oder m’ ist zusammen- 
gesetzt; im letzteren Falle muss es wieder eine in m’ aufgehende 


Primzahl p’ geben, so dass 


*) Für jede Zahl m bis zu neun Millionen findet man die kleinste in 
ihr aufgehende Primzahl p in den vorzüglichen Tafeln von Burckhardt 
(Paris, 1814— 1817), Glaisher (London, 1879 — 1883), Duse und Rosenberg 


(Hamburg, 1862— 1865). 
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m' — pm", also m—=pp'm" 
wird. Ist nun m”.noch keine Primzahl, so kann man auf dieselbe 
Weise fortfahren, his man m als Product von lauter Primzahlen 
dargestellt hat. Dass dies wirklich nach einer endlichen Anzahl 
von ähnlichen Zerlegungen geschehen muss, leuchtet daraus ein, 
dass die Reihe der Zahlen m, m’, m’... ebenfalls eine abnehmende 
und folglich eine endliche ist. 

Hiermit ist der eine Haupttheil des Satzes erwiesen, welcher 
die Möglichkeit der Zerlegung behauptet; offenbar ist aber diese 
successive Ablösung von Primzahl-Factoren in mancher Beziehung 
willkürlich, und es bleibt daher noch nachzuweisen übrig, dass, auf 
welche Weise dieselbe auch ausgeführt sein mag, das Eindresultat 
doch stets dasselbe sein ınuss.. Nehmen wir daher an, man habe 
durch zwei verschiedene Anordnungen einmal 

wein: 
ein anderes Mal 

a 
gefunden, wo p, p', p ‚und q.g.g"... sämmtlich Primzahlen 
bedeuten. Da nun das Product pp’p” ... durch die Primzahl g 
theilbar ist, so muss mindestens einer der Factoren, z. B. p. durch 
q theilbar sein; p besitzt aber als Primzahl nur die beiden Di- 
visoren 1 und p, und folglich muss qg = p sein, da y nicht — 1 
ist. Hieraus folgt nun 

DIET 

und man kann auf dieselbe Weise zeigen, dass y’ mit einer der 


Primzahlen p’, p"...:, z. B. mit p‘, identisch sein muss, woraus 
dann wieder 


„ 


„ „ 


P...=q 

folgt. Auf diese Weise überzeugt man sich davon, dass jede Prim- 
zahl, welche bei der zweiten Art der Zerlegung ein oder mehrere 
Male als Factor auftritt, mindestens ebenso oft auch bei der ersten 
Zerlegung vorkommt; da aber ferner auf dieselbe Weise gezeigt 
. werden kann, dass sie bei der zweiten Zerlegung mindestens ebenso 
oft vorkommt wie bei der ersten, so muss jede Primzahl in bei- 
den Zerlegungen gleich oft als Factor vorkommen, und folglich 
stimmt der Complex aller Primzahlen bei der einen Zerlegung 
vollständig mit dem bei der anderen überein. 

Nachdem so der Satz in allen seinen Theilen bewiesen ist, 
können wir die Darstellung‘ der zusammengesetzten Zahl m noch 
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dadurch vereinfachen, dass wir jedesmal alle unter einander identi- 
schen Primzalıl-Factoren zu einer Potenz vereinigen. Es sei näm- 
lich a eine von den in m aufgehenden Primzahlen, und zwar mag 
dieselbe genau «mal als Factor in der Zerlegung vorkommen, so 
vereinigen wir diese « Factoren zu der Potenz a“; sind hierdurch 
noch nicht alle Factoren erschöpft, und ist 5 eine der übrigen 
Primzahlen, so bilden wir, wenn sie genau ßmal vorkommt, die 
Potenz 5P, und in derselben Weise fahren wir fort, wenn hierdurch 
noch nicht alle Primzahl-Factoren von m erschöpft sind. Auf 
diese Weise überzeugt man sich, dass man jeder zusammen- 
gesetzten Zahl m die Form 
m aebict se: 

geben kann, in welcher a,b, ec... die sämmtlichen unter einander 
verschiedenen, iu m aufgehenden Primzahlen, und «, ß, y... ganze 
positive Zahlen bedeuten. Dass aber in dieser Form nicht nur alle 
zusammengesetzten, sondern auch alle Primzahlen enthalten sind, 
leuchtet unmittelbar ein. 

Die Primzahlen bilden daher gewissermaassen das Material, 
aus welchem alle anderen Zahlen sich zusammensetzen lassen. 
Dass es unendlich viele Primzahlen giebt, hat schon Euchid*) be- 
wiesen, und zwar in folgender Art. Gesetzt, es gäbe nur eine end- 
liche Anzahl von Primzahlen, so würde eine von ihnen, die wir mit 
p bezeichnen wollen, die letzte, d.h. die grösste sein. Denken wir 
uns nun alle diese Primzahlen aufgeschrieben 

PR RE E N Welser, N 

so müsste jede Zahl, welche grösser als p ist, zusammengesetzt und 
folglich durch mindestens eine dieser Primzahlen theilbar sein. 
Allein es ist sehr leicht, eine Zahl zu bilden, welche erstens grösser 
als p und zweitens durch keine jener Primzahlen theilbar ist; dazu 
bilden wir das Product aller Primzahlen von 2 bisp und vergrössern 
dasseibe um eine Einheit. Diese Zahl 

ist in der That grösser als p, da ja schon 2p grösser als p ist; sie 
ist aber durch keine der Primzahlen theilbar, da z, durch jede 
derselben dividirt, immer den Rest 1 lässt. Damit ist also unsere 
Annahme im Widerspruch, und folglich giebt es unendlich viele 
Primzahlen. 


*) Elemente, Buch IX, Satz 20. 
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Dieser Satz ist nur ein specieller Fall des anderen, dass in 
jeder unbegrenzten arithmetischen Progression, deren allgemeines 
Glied kz + m ist, und in welcher das Anfangsglied m und die 
Differenz k relative Primzahlen sind, unendlich viele Primzahlen 
enthalten sind; allein, so einfach der Beweis für den speciellen 
Fall war, in welchem k — 1, so schwierig war es, einen strengen 
Beweis für den allgemeinen Satz zu geben, und dies ist bis Jetzt 
nur durch Zuziehung von Principien gelungen, welche der Infini- 
tesimalrechnung angehören*). 


& 9. 


Durch den soeben bewiesenen Fundamentalsatz haben wir nun 
ein einfaches Kriterium gewonnen, nach welchem stets beurtheilt 
werden kann, ob eine Zahl m durch eine andere rn theilbar ist oder 
nicht, sobald wir voraussetzen dürfen, dass beide in ihre Prim- 
factoren zerlegt sind. Nehmen wir nämlich an, dass m durch n 
theilbar, dass also m = ngq ist, so leuchtet ein, dass jede in n auf- 
gehende Primzahl auch in m aufgehen muss; es kann daher n 
keine anderen Primfactoren enthalten als m, und ausserdem kann 
auch ein solcher Primfactor nicht öfter in n als in m vorkommen; 
und umgekehrt, wenn jeder Primfactor der Zahl n mindestens 
ebenso oft in m vorkommt wie in n, so ist auch m durch » theilbar. 

Sind daher a, b, ce... die sämmtlichen von einander verschie- 
denen, in m aufgehenden Primzahlen, so dass 

ee a te 
so ist jeder Divisor »n dieser Zahl in der Form 
n.=.a® be el: 
enthalten, in welcher 
o irgend eine der « + 1 Zahlen 0, 1,2.. 
B' ” ” el » 0,1,2...ß 
re a 
URS SEN 
bedeutet; und alle diese Zahlen » sind wirklich Divisoren von m. 
Hieraus gehen sogleich einige interessante Folgerungen hervor. 

Zunächst leuchtet ein, da jede Combination eines Werthes 

von a mit einem von ß’, mit einem von y’ u. s. w. einen Divisor 


*) Siehe die Supplemente VI. $. 132 bis 137. 
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von A liefert, und da je zwei verschiedenen solchen Combinationen 
(nach 8. 8) auch zwei ungleiche Divisoren von m entsprechen, dass 
die Anzahl aller Divisoren von m gleich 


ee), 


ist; diese Anzahl hängt daher nur von den Exponenten &, ß,y. 


ab, nicht aber von der Natur der in m aufgehenden an 
a, r ra 8. W. 


Bildet man ferner das Schema 


I, ua 2% 
I, Dion ..DN 
BCE CIE C) 
us. W. 
und bildet alle Producte a“ bF ce ,.., indem man aus jeder dieser 


Horizontalreihen ein Glied a“, 5%, e” ... auswählt, so erhält man 
alle Divisoren der Zahl m, und zwar jeden nur ein einziges Mal, 
Die Summe:aller dieser Divisoren erhält man daher nach derselben 
Regel, nach welcher man die einzelnen Aggregate 


«+1 1 
1 ee Bir 
+a+oa+ un ——— 

8+1 _ 
a ee 

‚+1 
It e+e@+... + 0= T—— = 


U. 8. W. 


mit einander zu multiplieiren hat; folglich ist die Summe aller 
Divisoren der Zahl m gleich dem Product 


art Br 1 rl 1 


. —[0. 4) m— 00. 


Gar el ee] 
Nehmen wir z. B m=60—22.3.5, so sind die sämmtlichen 
Divisoren folgende: 
1,2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30, 60; 
ihre Anzahl ist 
Be en) 


und ihre Summe 


nr Bela 1 mer 168. 
i i 


Diriehlet, Zahlentlieorie. 9 
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Wir kehren nun zu einigen früheren Aufgaben zurück, zu- 
nächst zu derjenigen (8.6), den grössten gemeinschaftlichen Divisor 
einer Reihe von Zahlen zu bilden, jetzt unter der Voraussetzung, 
dass ihre Zerlegungen in Primfactoren gegeben sind. Man be- 
trachte alle Primzahlen, welche in diesen Zerlegungen vorkommen, 
und scheide zunächst diejenigen unter ihnen aus, welche in einer 
oder mehreren der gegebenen Zahlen gar nicht als Primfactoren 
enthalten sind. Bleibt auf diese Weise gar keine Primzahl übrig, 
so ist die Einheit der gesuchte grösste gemeinschaftliche Divisor. 
Im entgegengesetzten Fall sei « eine Primzahl, welche bei dieser 
vorläufigen Ausscheidung zurückgeblieben ist und also in jeder der 
gegebenen Zahlen mindestens einmal enthalten ist; man zähle, wie 
oft a als Primfactor in jeder einzelnen der gegebenen Zahlen vor- 
kommt, und nehme die kleinste dieser Anzahlen, die wir mit « be- 
zeichnen, so dass « in mindestens einer der gegebenen Zahlen genau 
«mal, in allen übrigen aber mindestens ebenso oft als Primfactor 
vorkommt. Aehnlich verfahre man mit den übrigen Primzahlen 
db, c...., sofern diese noch nicht erschöpft sind, und bilde für jede, 
für 5 die Anzahl ß, für ce die Anzahl p u.s. w. nach derselben Regel, 
nach welcher für die Primzahl « die Anzahl & gebildet wurde. 
Dann ist 

a A 
der gesuchte grösste gemeinschaftliche Divisor. Der Beweis für 
diese Regel leuchtet unmittelbar dadurch ein, dass der grösste 
gemeinschaftliche Divisor keine anderen Primfactoren enthalten 
kann, als solche, welche in jeder der gegebenen Zahlen enthalten 
sind, und dass er keinen Primfactor öfter enthalten kann, als irgend 
eine der gegebenen Zahlen. 

Aelınlich gestaltet sich die Lösung der anderen Aufgabe, das 
kleinste gemeinschäftliche Multiplum einer Reihe von gegebenen 
Zahlen zu bilden ($. 7). ‚Jetzt betrachte man jede Primzahl, die 
in irgend einer der gegebenen Zahlen als Factor enthalten ist, und 
sehe nach, in welcher sie am häufigsten vorkommt; ebenso oft 
nehme man sie als Factor in das kleinste gemeinschaftliche Multi- 
plum auf; sind daher a, d, ce... die sämmtlichen Primzahlen, welche 
in den einzelnen Zerlegungen der gegebenen Zahlen vorkommen, 
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so erhält man nach dieser Regel das gesuchte kleinste gemein- 
schaftliche Multiplum in der Form £ 
N 

wo 2. B. der Exponent «’ dadurch bestimmt ist, dass die Primzahl 
a in mindestens einer der gegebenen Zahlen genau «mal, in allen 
übrigen aber nicht öfter als Factor enthalten ist. Der Beweis liegt 
hier darin, dass die gesuchte Zahl jeden Primfactor enthalten muss, 
der in einer der gegebenen Zahlen enthalten ist, und zwar minde- 
stens ebenso oft, als diese. : 

Endlich können wir aus den vorhergehenden Principien noch 
ein Kriterium ableiten, nach welchem zu erkennen ist, ob eine Zahl 

Ned Dill 

eine genaue rte Potenz einer ganzen Zahl k ist. Dazu ist offenbar 
erforderlich und hinreichend, dass alle Exponenten «, ß,y... durch 


r theilbar sind, wie man sogleich aus der Annahme 


m = “ 


erkennt. 


&. 11. 


Wir gehen nun zu einer Untersuchung über, welche an sich 
schon interessant und ausserdem für die Folge von der grössten 
Wichtigkeit ist. Denken wir uns einmal alle ganzen Zahlen 

1,2: 374 292 
bis zu einer beliebigen letzten m aufgeschrieben. und zählen wir 
ab, wie viele von ihnen relative Primzahlen gegen die letzte m 
sind. Diese Anzahl bezeichnet man in der Zahlentheorie durch- 
gängig mit p (m), wo der Buchstabe @ die Rolle eines Functions- 
zeichens spielt*). Da die Einheit relative Primzahl gegen sich 
selbst ist, so folgt zunächst 
ll; 
durch wirkliches Abzählen findet man ferner 
pP) =|, p (3) —2,p(4) = 2,9 (5) = 4 

u.s w. Allein es kommt darauf an, einen allgemeinen Ausdruck 
für die Function p (m) zu finden, und wir werden sehen, dass man 
zu diesem Zweck nur die sämmtlichen von einander verschiedenen 


*) Gauss: Disqwisitiones Arithmeticae art. 38. 
2 * 
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Primzahlen a, d, ce... zu kennen braucht, welche in m aufgehen. 
Unsere Aufgabe ist nämlich identisch mit dieser: die Anzahl der 
obigen Zahlen zu bestimmen, welche durch keine dieser Primzahlen 
a,b,c...theilbar sind; und diese ist wieder nur ein specieller 
Fall der folgenden: 

Wenn a,b, c... relative Primzahlen sind und sämmtlich in 
einer Zahl m aufgehen, so soll die Anzahl derjenigen der Zahlen 

IL 2 Dee (M) 
bestimmt werden, welche durch keine derZahlen a,b, c...theil- 
‚bar sind. 

Es zeigt sich nun, wie es häufig geschieht, dass die allgemei- 
nere Aufgabe leichter zu lösen ist, als der direct angegriffene spe- 
cielle Fall. Zu diesem Zweck scheiden wir zunächst aus dem 
Zahlencomplex (M) alle diejenigen aus, welche durch die Zahl a 
theilbar sind; es sind dies offenbar die Zahlen 

ROT Er 
a 
die Anzahl derselben ist m : a; es bleiben daher, nachdem die- 
selben aus dem Complex (M) ausgeschieden sind, nur 


; UFEE S 1 
m ml FE hy (1) 


Zahlen übrig, welche nicht durch a theilbar sind, und deren Com- 
plex wir mit (A) bezeichnen wollen. 

Aus diesem Complex (A) sind nun zunächst alle durch 5 theil- 
baren Zahlen auszuscheiden; es sind dies offenbar alle diejenigen 
Zahlen des Complexes (M), welche der doppelten Forderung ge- 
nügen, erstens dass sie nicht durch a, zweitens dass sie durch 5 
theilbar sind. Alle Zahlen nun, welche der zweiten Forderung 
genügen, sind die folgenden 

BRD SD, N 

b 

damit aber eine dieser Zahlen, z.B. rd, auch der ersten Forderune 

genüge, ist erforderlich und hinreichend, dass der Cosfficient.r 

nicht durch a theilbar sei; denn da der Annahme nach a und b 

relative Primzahlen sind, so ist rd theilbar oder nicht theilbar 
durch a, je nachdem r durch « theilbar ist oder nicht ($. 5,2 

Die Anzahl der noch aus dem Complex (A) auszuscheidenden 


Zahlen stimmt daher überein mit der Anzahl derjenigen der 
Zahlen = 


b; 
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ea 


welche nicht durch «a theilbar sind. Da nun m durch a und b, 
folglich auch durch ab theilbar ist, so ist die letzte dieser Zahlen 
m : b theilbar durch a; unsere . ist also dieselbe für die Zahl 
m : b wie diejenige, welche wir durch den ersten Schritt für die 
Zahl m gelöst und durch die Formel (1) beantwortet haben. Die 
Anzahl der aus (A) auszuscheidenden Zahlen ist daher gleich 


m R 
) 
und wir erhalten 


“GN -36-Hent-d)-h) @ 


als Anzahl derjenigen im Complex (A) enthaltenen Zahlen, welche 
nicht durch 5 theilbar sind, oder, was dasselbe ist, als Anzahl der- 
jenigen in (M) enthaltenen Zahlen, welche weder durch a noch 
durch 5 theilbar sind. 

Bezeichnen wir den Complex dieser Zahlen mit (B), so kann 
man in derselben Weise fortfahren und gelangt so durch Induction 
‚zu dem Resultat, dass die Anzahl derjenigen in (M) enthaltenen 
Zahlen (X), welche durch keine der Zahlen a,b,c...k theilbar 
sind, gleich 


EHEN) @ 


ist. Um die Allgemeingültigkeit dieses Gesetzes nachzuweisen, 
nehmen wir an, dass die Richtigkeit desselben für die Zahlen 
a,b,c...k schon bewiesen sei, und untersuchen, was geschieht, 
wenn zu denselben noch eine andere / hinzukommt, wobei natürlich 
wieder vorausgesetzt wird, erstens dass } in m aufgeht, zweitens 
dass I relative Primzahl gegen jede der vorhergehenden Zahlen 
a,b, 04 ...% ist. 

Um die Anzahl aller in(M) enthaltenen Zahlen zu bestimmen, 
welche durch keine der Zahlen a, b, e... k, I theilbar sind, haben 
wir aus dem Complex (A) derjenigen Zahlen, welche durch keine 
der Zahlen a,b, c...% theilbar sind, und deren Anzahl durch 
die Formel (3) Keneben ist, nur noch die auszuscheiden, welche 
durch 1 theilbar sind; es sind dies alle diejenigen in (M) enthal- 
tenen Zahlen, welche erstens nicht theilbar durch a, db, ec... h, 
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zweitens theilbar durch ! sind. Alle durch 7 theilbaren Zahlen 
des Complexes (M) sind diese 


1,21, 31. I, 


mM 
ah 
und damit irgend eine derselben, z. B. rl, durch keine der Zahlen 
a,b... k theilbar sei, ist erforderlich und hinreichend, dass der 
Coefticient r dieselbe Eigenschaft habe. Die Anzahl der auszu- 
scheidenden Zahlen stimmt daher überein mit der Anzahl der- 
jenigen unter den Zahlen 


1,2,...7: 


welche durch keine der Zahlen «a,b... %k theilbar sind; diese ist 
aber nach der als richtig vorausgesetzten Formel (3) gleich 


16-96-2-6-2) 


nach Ausscheidung derselben aus dem en (K) bleiben daher 


ad) 
36 90=d 
-n(1-7)(1-7):(-2)(1-7) 


Zahlen übrig, nämlich diejenigen, welche durch keine der Zahlen 
a,b,c...k,!theilbar sind. 

Hiermit ist die Allgemeingültigkeit unseres Satzes bewiesen; 
kehren wir nun zu unserer ursprünglichen Aufgabe zurück, so 
erhalten wir das Resultat *): 


Sind a,b... k,1 die sämmtlichen von einunder verschiedenen 
in m aufgehenden Primzahlen, so ist 


Age m (\ -—) ( -;) u (1-4) (1 Ss 


*), Euler: Theoremata arithmetica nova methodo demonstrata, Comm. 
noy. Ac. Petrop. VI, p. 74. Speculationes circa quasdam insignes pro- 
prietates numerorum, Acta Petrop. IV, 2, p. 18. — Eine höchst werthvolle 
Sammlung der arithmetischen Abhandlungen Zuler’s ist von den Brüdern 
Fuss unter folgendem Titel heräusgegeben: Leonhardi Euleri Commenta- 
tiones Arithmeticae Collectae. Petropoli 1849. 2 tom. 
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die Anzahl aller derjenigen der Zahlen 
1,2 2.m, 
welche relative Primzahlen gegen die letzte m sind, 

Denn damit irgend eine Zahl relative Primzahl gegen m sel, 
ist erforderlich und hinreichend, dass sie durch keine der in m 
aufgehenden absoluten Primzahlen theilbar sei. 

Wir können dem gefundenen Ausdruck eine andere Form 
geben, indem wir m als Product von Primzahl-Potenzen darstellen; 
da a,db,ce... die sämmtlichen von einander verschiedenen in m 
aufgehenden Primzahlen sind, so hat m die Form 

EI er 
und es wird 


pm) = (la — 1Ya7ı.b —- 1). — V)em. 

« Um unseren Satz an einem Beispiel zu prüfen, wählen wir 
m — 60; die sämmtlichen Zahlen, welche nicht grösser als 60 und 
relative Primzahlen gegen 60 sind, bilden die Reihe 

1,7, 11,13, 1719,28, 29,31, 37, AL, 43,47, 49,.53,.59, 


und ihre Anzahl ist = 16; in der That finden wir nach der obigen 
Formel, da 2, 3, 5 sämmtliche in 60 aufgehende Primzahlen sind, 


h In A 
9 (60) = ls ee 16. 
g. 12. 


Aus der gefundenen Form der Function p (m) geht auch noch 
folgender Satz hervor: Sind m und m! zwei relative Primzahlen, 
so ıst 

p(mm') == p(m) pm‘). 
Denn sind a,d, ce... sämmtliche in m, und a’, db’, e'... sämmt- 
liche in m’ aufgehende Primzahlen, so stimmt, da m und m’ relative 
Primzahlen sind, keine Primzahl der einen Reihe mit einer der 
anderen überein, d. h. alle Primzahlen 

ERS ENE  Ba AEe 
sind von einander verschieden. Sie gehen ferner sämmtlich in 
dem Product mm’ auf, und umgekehrt muss jede in mm’ auf- 
gehende Primzahl, da sie in einem der beiden T'actoren m, m’ 
aufgehen muss, mit einer dieser Primzahlen übereinstimmen. Also 
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sind dies die sämmtlichen von einander verschiedenen in mm auf- 
gehenden Primzahlen; hieraus folgt 


|E-96-96-9- 


a - 
er) 
Da nun andererseits 
ae 1 1 
p(m) = m (1 u (1 -7) (1--) ee 
Bey 1 a A EE 
p(m) = m (1 — =) (1 E= 5) (\ 7) 


ist, so ergiebt sich durch den unmittelbaren Anblick die Richtig- 
keit des zu beweisenden Satzes. 

So ist z. B. ? 
96) = YyA.B)=gy(U)E(5) = 2.8 = 16. 
Uebrigens leuchtet ein, dass der soeben bewiesene Satz ohne Wei- 
teres auf ein Product aus beliebig vielen Zahlen m, m’, m"... 


ausgedehnt werden kann, welche sämmtlich unter einander relative 
Primzahlen sind; denn es ist z. B. 


p(mm'm") = p (m) p (m’m”’) = P (m) p (m’) p (m”) 
und ähnlich für eine grössere Anzahl von Factoren. 


und 


8. 18. 


Die Aufgabe, den Werth der Function p (m) zu bestimmen, 
ist eigentlich nur ein specieller Fall von der folgenden: 

Wenn d irgend ein Divisor der Zahl m = nd ist, so soll die 
Anzahl derjenigen der Zahlen 

Ir a rm 

bestimmt werden, welche mit m den grössten gemeinschaftlichen 
Divisor $ haben. 

Wir können dieselbe sogleich auf den früheren speciellen Fall 
zurückführen, Zunächst leuchtet nämlich ein, dass die Zahlen, 


um welche es sich handelt, unter den Vielfachen von ö, also unter 
den Zahlen 
0,20, 30.0.9 
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_ zu suchen sind. Damit nun ö der grösste gemeinschaftliche Divisor 
von m=nd und einer Zahl ton der Form rd sei, ist erforderlich 
und hinreichend, dass der Coefficient r relative Primzahl gegen 
n sei; die gesuchte Anzahl ist daher zugleich die Anzahl der- 
jenigen der Zahlen 

I 23... 
welche relative Primzahlen gegen die letzte n derselben sind; diese 
Anzahl ist folglich —= g(n). Offenbar geht diese allgemeinere 
Aufgabe wieder in die frühere über, wenn der Divisor 6 — 1 ist. 

Aus der Lösung dieser Aufgabe lässt sich nun ein schöner Satz 

über die Function p(m) ableiten, der in späteren Untersuchungen 
eine grosse Rolle spielt. Schreiben wir einmal alle Divisoren 

Ö”, Bi r LER 
der Zahl 

m — DM ö — m" 0% — y" Poll — 

auf, und theilen wir alle m Zahlen 

Ina en j 
in ebenso viele Gruppen ein, als es Divisoren ö von m giebt, indem 
wir alle die Zahlen, welche mit m den grössten gemeinschaftlichen 
Divisor ö’ haben, und deren Anzahl nach dem Vorhergehenden 
— p(n') ist, in die erste Gruppe, ebenso alle die p(n”) Zahlen, 
welche mit m den grössten gemeinschaftlichen Divisor ö’” haben, 
in die zweite Gruppe aufnehmen u. s. f. So leuchtet ein, dass jede 
der m Zahlen in eine, aber auch nur in eine solche Gruppe auf- 
genommen wird, und es muss daher das Aggregat der Zahlen 


$P (n); pm’), P(n”)... 

welche angeben, wie vieleZahlen der ersten, zweiten, dritten u.s. w. 
Gruppe angehören, mit der Anzahl m der sämmtlichen in diese 
Gruppen vertheilten Zahlen übereinstimmen. Da nun die Zahlen 
nn”, nn"... ebenfalls die sämmtlichen Divisoren der Zahl m 
bilden, so erhalten wir folgenden Satz*): 

Durchläuft n alle Divisoren einer Zahl m, so ist die ent- 
sprechende Summe 

Yolk)=m 

Es wird gut sein, diesen Satz wieder an einem Beispiel zu 

prüfen. Nehmen wir m = 60, so sind die Zahlen 
1,2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30, 60 

die sämmtlichen Divisoren n von 60. Nun ist 


*) Gauss: D. A. art. 39. 
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or, =, Qi, ala 2, pa 
id 4 (0) ea p (12)= 4, 
p (15) = 8 PRO)= 8, P(30)= 8, Y(60)= 16: 


und die Summe aller dieser Zahlen ist in der That —= 60. 


8. 14. 


Der soeben gegebene Beweis dieses wichtigen Satzes über 
die Function p(m) ergab sich unmittelbar aus dem Begriff dieser 
Function ohne Hülfe der vorher für dieselbe gefundenen Form 
und ohne alle Rechnung*); es wird aber gut sein, noch einen 
zweiten Beweis hinzuzufügen. welcher mehr rechnend zu Werke 
geht und die früher abgeleitete Form der Function und die daraus 
gezogenen Folgerungen voraussetzt. 

Jeder Divisor rn, der Zahl 

m — Ehe cn. 
hat die Form 

na 
wo wie früher a,b, ec... von einander verschiedene Primzahlen 
bedeuten. Da also a“, 5%, ce’ ... unter einander relative Prim- 
zahlen sind, so ist 


PR) = Ya“) y(d’) pe). 
Um nun alle Divisoren » der Zahl m zu erhalten, muss man 
«@' die Zahlen 0, 1,2...« 
RR Nee: 
NE 320,332, ke 
BB; 
durchlaufen lassen. Bildet man nun das Aggregat aller ent- 
sprechenden Werthe p (n), so leuchtet ein, dass dasselbe mit dem 
Product aus den folgenden Summen 
PA) + Pla) + Pla) +--- + Pla“) 
el) HP) +Yyl) +:--+9(6%) 
EM +Yl) +ElN +: +9) 


u. 8. W. 


*) Dieser Satz charakterisirt umgekehrt die Function p (m) vollständig, 
so dass aus ihm auch die (in $. 11 gefundene) Form derselben abgeleitet 
werden kann; siehe die Supplemente VII, $. 138, 
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übereinstimmt. Die erste dieser Summen ist aber gleich 


l+@—-D)+(-Da+... +a — Ya-ı 
— ln (a — 1) — a8; 


ebenso ist 5 die zweite, c? die dritte Summe u.s.f. Es ergiebt 
sich daher, dass das Aggregat 


Ion)=a.b.d...—m 


ist, was zu beweisen war. 


8. 15. 


Wir wenden uns nun noch zu einer Aufgabe, deren Lösung 
zu einem rein arithmetischen Beweise eines Satzes führt, welcher 
sonst gewöhnlich durch andere Betrachtungen erwiesen wird. Es 
handelt sich darum, wenn m eine beliebige ganze Zahl und p eine 
beliebige Primzahl ist, den Exponenten der höchsten Potenz von 
p zu bestimmen, welche in der Facultät 

REN EN YA RE), 


aufgeht. Bezeichnen wir mit m’ die grösste in dem Bruch m : p 
enthaltene ganze Zahl, so sind unter den m Factoren von m! nur 
die folgenden m’ durch p theilbar 
2,29, 3P...m'p; 
und da die übrigen Factoren bei unserer Frage keine Rolle spielen, 
so stimmt der gesuchte Exponent mit dem Exponenten der höch- 
sten Potenz von p überein, welche in dem Product 
Ela mr sp 
dieser Multipla von p aufgeht, und ist daher gleich der Summe 
aus m’ und dem Exponenten der höchsten Potenz von p, welche 


in der Facultät 


mh. 2.0. m 


aufgeht. Hieraus ergiebt sich unmittelbar, dass der gesuchte 
Exponent gleich 

m! ae m" + m’ > BERN, 
ist, wo m", m" ... die grössten in den Brüchen m’ :p, m" :p ... 
enthaltenen ganzen Zahlen bedeuten. Offenbar ist die Reihe der 
Zahlen m’, m”, m’" ... eine abnehmende und folglich eine endliche; 
der gesuchte Exponent wird —0 sein, wenn p>m ist; denn dann 
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ist schon m’ — 0. Es mag beiläufig noch bemerkt werden, dass 
die Zahlen m’, m”, m’"' ... auch die grössten resp. in den Brüchen 
m:p, m:p%, m:p3... enthaltenen ganzen Zahlen sind; ist 
nämlich r die grösste inm:a, und s die grösste in r:b ent- 
haltene ganze Zahl, so ist, wie man leicht finden wird, s auch 
stets die grösste in m : ab enthaltene ganze Zahl. 


Ist z. BB m = 60 und p =[7, so ist die grösste in 
T enthaltene ganze Zahl m’ —= 8 


und die grösste in 


F oder in enthaltene ganze Zahl m’ —= 1 
und die grösste in 


3 ._ 60 PN 
7 oder in 313 enthaltene ganze Zahl m’”’ = 0; 


also ist 
7s+1— 79 


die höchste Potenz von 7, welche in der Facultät 60/ aufgeht. 


Durch das so gewonnene Resultat sind wir in den Stand 
gesetzt, folgenden Satz zu beweisen: Ist 


m—=f+9y+h+::-, 


m! 
gu hlume 


so ist 


eine ganze Zahl. 


Denn wenn p irgend eine im Nenner aufgehende Primzahl ist, 
und wenn wir eine der früheren analoge Bezeichnung beibehalten, 
so sind 


Tartır.: ff" —- ee 

g' L g" + 0% + eh, 

h! an A’! .— h’" + FR 

WIBSW. 
die Exponenten der höchsten Potenzen von p, welche resp. in En 
in g/, in A’ u. s. w. aufgehen, und folglich ist 
WA er Re a a erkege, 
+ (Fe + ei + A + e. .) + ueDe 
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der Exponent der höchsten Potenz von p, welche in dem ganzen 
Nenner aufgeht. Andererseits ist 

m’ + m" 1m" 2... 
der Exponent der höchsten im Zähler aufgehenden Potenz von »v; 
es ist daher nur zu zeigen, dass die letztere Summe nicht kleiner 
ist als die erstere. Da nun 


DENE NEN 
p RE FR Ya 


ist, so leuchtet unmittelbar ein, dass 
Min ge Ne 
sein muss; hieraus vr aber wieder 
=7 g' 
Bi; 
yy +7 we 
m!" Saft A g" a m" + 
u. 8. f, woraus die Richtigkeit der obigen Behauptung erhellt. Da 
nun jede im Nenner aufgehende Primzahl mindestens ebenso oft 
im Zähler aufgeht, so ist der Zähler theilbar durch den Nenner, 
der Bruch selbst also wirklich eine ganze Zahl. 
Hieraus folgt auch, dass jedes Product von m successiven 
ganzen Zahlen 
(a +1)(a +2)... a+m—1)(a+m) 
stets durch das Product der ersten m ganzen Zahlen 
m!i!=1.2.3...(m — 1)m 
theilbar ist; denn der Quotient 
(a + VD) +2)...(a+m—V)(e + m) 


also a fortiori 


er ea e 1) m 
ist gleich 
(a + m)! 
al m! 


und folglich eine ganze Zahl. 


8. 16. 


Hiermit beschliessen wir die Reihe der Sätze über die Theil- 
barkeit der Zahlen; aber es ist wohl der Mühe werth, an dieser 
Stelle noch einen Rückblick auf den Entwicklungsgang dieser un- 
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serer bisherigen Untersuchungen zu werfen. Da beobachten wir nun 
vor allen Dingen, dass das ganze Gebäude auf einem Fundament 
ruht, nämlich auf dem Algorithnus, welcher dazu dient, den gröss- 
ten gemeinschaftlichen Theiler zweier Zahlen aufzufinden. Dass 
alle nachfolgenden Sätze, wenn sie sich auch zum Theil auf erst 
später eingeführte Begriffe, wie die der relativen und absoluten 
Primzahlen, beziehen, doch nur einfache Consequenzen aus dem 
Resultat jener ersten Untersuchung sind, ist so evident, dass man 
unmittelbar zu der Behauptung berechtigt wird: in jeder analogen 
Theorie, in welcher ein dem Algorithmus des grössten gemein- 
schaftlichen Divisors ähnlicher Algorithmus existirt, muss auch ein 
System von Folgerungen stattfinden, welches dem in unserer 
Theorie entwickelten ganz analog ist. In der That giebt es solche 
Theorieen; betrachtet man z. B. alle in der Form 


t-+ aV a 
enthaltenen Zahlen, in welcher «a eine bestimmte positive, ? und % 
dagegen unbestimmte reelle ganze Zahlen bedeuten, und nennt 
dieselben ganze complexe Zahlen oder kurz ganzeZahlen, so kann 
man den Begriff des Vielfachen so fassen, dass eine solche Zahl 
ein Vielfaches von einer zweiten heisst, wenn die erste ein Pro- 
duct aus der zweiten und irgend einer dritten solchen Zahl ist. 
Aber nur für gewisse besondere Werthe von a, z.B. für a =], 
lässt sich die Frage nach den gemeinschaftlichen Divisoren zweier 
Zahlen durch einen endlich abschliessenden Algorithmus beant- 
worten, der dem in unserer reellen Theorie ganz ähnlich ist; es 
findet daher in der Theorie der Zahlen von der Form tt uV— 1 
auch durchgängige Analogie mit unserer Theorie der reellen Zahlen 
statt. Ganz anders verhält es sich, wenn z. B. a = 5 ist; in der 
Theorie der Zahlen von der Form t + u —5 findet unter an- 
deren der Satz nicht mehr statt, dass eine Zahl nur auf eine 
einzige Weise als Product von nicht weiter zerlegbaren Zahlen 
dargestellt werden kann; so z. B. lässt sich die Zahl 21 einmal 
als 3. 7, ein anderes Mal als (1 + 2V—-5) (1-25) dar- 
stellen, obgleich jede der vier Zahlen 
a a Be ne a 

nicht weiter in Factoren von der Form t + uY—5 zerlegbar ist, 
Der Grund dieser interessanten Erscheinung liegt allein darin, 
dass es bei den Zahlen dieser Form nicht mehr gelingt, einen 
nach einer endlichen Anzahl von Operationen abschliessenden 
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Algorithmus zur Auffindung der gemeinschaftlichen Divisoren 
zweier Zahlen zu bilden *). 


*) Die Einführung der ganzen complexen Zahlen von der Form 
it + uV—1 rührt von Gauss her; eine kurze Darstellung der Elemente 
dieser neuen Zahlentheorie findet man in seiner Abhandlung Theoria resi- 
duorum biquadraticorum Il, oder in einer Abhandlung von Dirichlet: 
Recherches sur les formes quadratiques a coefficients et a indeterminees 
complexes (Crelle's Journal, Bd. 24), sowie in $. 159 dieses Buches. Das 
oben erwähnte abweichende Verhalten anderer Zahlformen hat Kummer 
zur Einführung der idealen Zahlen veranlasst (Crelle’s Journal, Bd. 35). — 
Im letzten Supplemente dieses Werkes werden die Prineipien einer allge- 
meinen Theorie entwickelt, welche alle ganzen algebraischen Zahlen umfasst. 


Zweiter Abschnitt. 


Von der Congruenz der Zahlen. 


ST. 


Bedeutet % irgend eine positive ganze Zahl, so lässt sich jede 
beliebige ganze Zahl « stets und nur auf eine einzige Weise in die 
Form 

a—=sk-+r 

bringen, in welcher s eine ganze Zahl und r eine der k Zahlen 

6,:,1,:9%,, (kl) 
bedeutet. Denn lässt man zunächst s alle ganzen Zahlwerthe von 
— © bis + © durchlaufen, so bilden die Zahlen sk die sämmt- 
lichen Multipla von k, und von einem solchen Multiplum s% bis 
zum nächst grösseren (s + 1)% excl. giebt es immer nur k Zahlen, 
nämlich 

sk,sk +1,sk +2...sk+(k — 1); 

giebt man daher dem s alle denkbaren ganzen Zahlwerthe, und 
dem r jedesmal alle jene bestimmten % Werthe, so durchläuft der 
Ausdruck sk + r. wirklich alle ganzen Zahlwerthe a; dass ferner 
jede Zahl a auf diese Weise nur ein einziges Mal erzeugt wird, 
leuchtet auf folgende Weise ein. Wenn 

sk+r—=sk+r 
ist, so folgt daraus 

r —r—=(s — sk; 
wenn nun r’ ebenfalls eine der % Zahlen 0, 1,2... (k — 1) ist, so 
ist der absolute Werth von r’ — r ebenfalls eine dieser Zahlen, 
also kleiner als k; da aber r’ — r ein Multiplum von k ist, so kann 
r — rnur=( gen, woraus Tr =r und s' = sifolet. 
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Wir werden nun im Folgenden sagen, dass die Zahl r der 
Restder Zahl « in Bezug auf den Modulus % ist; sobald ferner 
zwei Zahlen a und d in Bezug auf denselben Modulus k denselben 
Rest r lassen, sollen sie gleichrestig oder (nach Gauss) congruent 
in Bezug auf den Modulus % heissen; da in diesem Fall a— sk 4r 
undd=s’k+ r ist, so folgt, dass die Differenz «—b—=(s — s') k 
durch den Modulus % theilbar ist; und umgekehrt, ist « — b durch 
k theilbar, so sind die Zahlen a und d auch congruent in Bezug 
auf den Modul k; denn ist r der Rest von a, r’ der von b, also 

a—=shtrn, bm=sk tr, 
so ist 

a—b=(s—s)k+(r—r); 
da nun der Voraussetzung nach a — 5b ein Multiplum von % ist, so 
muss auch r’ — r ein solches sein, was, wie wir vorher gesehen 
haben, nicht anders möglich ist, als wenn r’ = r ist. Man könnte 
daher congruente Zahlen auch als solche definiren, deren Differenz 
durch den Modul theilbar ist. (Aus diesem Grunde hat man die 
Bedeutung des Wortes Rest in der Weise erweitert, dass jede von 
zwei einander nach dem Modul k congruenten Zahlen «a und 5 ein 
Rest der anderen heisst.) 

Da man sehr häufig die Congruenz zweier Zahlen @ und 5 in 
Bezug auf eine dritte % als Modul auszudrücken hat, so ist von 
Gauss*) für dieselbe folgende Bezeichnung eingeführt: 

a = b (mod. k). 

So ist z. B. 

3 = — 25 (mod. 4), 65 = 16 (mod. 7). 

Da die beiden Zahlen a und b in dem Begriffe der Congruenz 
dieselbe Rolle spielen, so darf man offenbar die zur Linken und 
Rechten des Zeichens = stehenden Zahlen mit einander vertauschen. 
Ferner leuchten aus dem Begriffe der Congruenz leicht die folgen- 
den Sätze ein: 

1. Sind a und k zwei beliebige Zahlen, so ist stets 

a= a (mod. k). 

9, Ist in Bezug auf denselben Modulus % eine erste Zahl a 
einer zweiten d, diese wieder einer dritten ce congruent, so ist auch 
die erste a der dritten c in Bezug auf k congruent; in Zeichen: ist 

s=blmed.ky be (mod. k), 


*) 7), A, art. 2. 
Dirichlet, Zahlentheorie. 


= 
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so ist auch 

= c (mod.k). 
Denn die Reste der drei Zahlen a, b, ce sind einander gleich; oder 
auch, da a— D und b—- c Multipla von % sind, so ist auch (a -- b) 
+ (b—c) = a — c Multiplum von K. 


3. Ist 
a= b (mod.k) undm = n (mod.k), 


so ist auch 

atm=b+n(mod.kunda—m=b—n (mod.k). 
Denn da a — b und m — n Multipla von k sind, so sind auch 
(a—b) + (m—n) = (a+m) — (b+n) und (a — b) — (m—n) 
— (a— m) — (b—n) Multipla von X. 

Dies lässt sich für eine beliebige Anzahl von Congruenzen 
erweitern, die sich auf denselben Modulus beziehen; man kann 
sie addiren und subtrahiren wie Gleichungen. 

4. Ist wieder 

a=b (mod.k) undm= n (mod.k), 


so ist auch 
am = bn (mod.k). 


Denn da a — b ein Vielfaches von X ist, so ist zunächst auch 

| (a—b)m=am— bm ein solches, also 

am =bm (mod.k); 
da ferner m—n ein Vielfaches von k ist, so ist auch 5 (m — n) 
—= bm — bn eın solches, also 

bm = bn (mod.k); 
die beiden Zahlen am und 5n sind daher derselben Zahl bm con- 
gruent, folglich sind sie auch unter einander congruent. 

Auch dieser Satz lässt sich dahin verallgemeinern, dass man 
eine ganze Reihe von Congruenzen, die sich auf denselben Modul 
beziehen, mit einander multipliciren kann wie Gleichungen; und 
hieraus folgt wieder, dass gleich hohe Potenzen zweier congruenten 
Zahlen wieder congruent sind in Bezug auf denselben Modulus. 

.„ 5. Die bisherigen Sätze kann man folgendermaassen zusam- 
menfassen. Ist f(x, y, 2...) eine ganze rationale Function der 
Unbestimmten &, y, 2..., deren Üveffieienten ganze Zahlen sind, 
und ist in Bezug auf einen und denselben Modulus k 

Zu" dbeb, e=e..., 
so ist auch 


abe..)=f(a,b',cd...) (mod.k). 
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6. Etwas anders verhält es sich bei der Division. Ist nämlich 
am = bm (mod.k), 
so kann man hieraus im Allgemeinen nicht mit Sicherheit schliessen, 
dass auch « = b (mod.k) sein muss; bezeichnen wir mit ö den 
grössten gemeinschaftlichen Divisor der beiden Zahlen m — m’ 
und k = 1’6, so folgt aus der obigen Congruenz nur, dass 


a=b (mod. 5) 


sein muss. Denn da m(a—b) durch k, also m’ (a—-b) durch k’ 
theilbar, und m’ relative Primzahl gegen k’ ist, so muss (a — b) 
durch %’ theilbar sein. 

7. Ist 

a= b (mod.k) 
und m irgend ein Divisor von k, so ist auch 

a= b (mod.m). 
Denn a — 5 ist ein Multiplum von k, und k ein Multiplum von m; 
also ist @— 5 auch ein Multiplum von m. 

8. Ist 
a=b(mod.k) und a=b (mod.!) und a=b (mod.m) u. s. w., 
so ist auch 

a==b (mod.h), 
wo h das kleinste gemeinschaftliche Multiplum von k, I, m... be- 
zeichnet. Denn a —b ist ein gemeinschaftliches Multiplum aller 
dieser Zahlen, also auch Multiplum von A. 

Hieraus folgt auch noch als ein besonders bemerkenswerther 
specieller Fall, dass, wenn eine Congruenz richtig ist in Bezug auf 
eine Reihe von Moduln, die sämmtlich unter einander relative 
Primzahlen sind, dieselbe auch in Bezug auf einen Modul gilt, 
welcher das Product aus allen jenen Moduln ist. 

Wir bemerken schliesslich, dass auch negative Moduln %k zu- 
gelassen werden; das Zeichen a=b (mod.k) bedeutet auch dann, 
dass die Differenz a—b durch % theilbar ist; offenbar behalten 
die vorstehenden Sätze auch nach dieser Erweiterung ihre volle 
Gültigkeit. 

&. 18. 


Da jede beliebige Zahl a ihrem Reste r in Bezug auf den 
(positiven) Modul A congruent ist, so ist jede Zahl a einer der 


k Zahlen 
ae Er 


3%*+ 
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congruent; sie kann aber auch nur einer dieser Zahlen congruent 
sein, denn sonst müssten ja auch unter diesen k Resten minde- 
stens zwei einander congruent sein, was offenbar nicht der Fall 
ist. 'Theilen wir daher sämmtliche Zahlen in Classen*) ein nach 
dem Prineip, dass wir jedesmal zwei Zahlen in dieselbe oder in 
verschiedene Classen werfen, je nachdem sie in Bezug auf den 
Modulus k congruent sind oder nicht, so ist die Anzahl ‚dieser 
Classen offenbar — k; die eine enthält sämmtliche Zahlen, welche 
== 0 (mod.k), d. h. durch k theilbar sind; die folgende Classe ent- 
hält alle Zahlen, welche = 1 (mod.k) sind, u. =. f. 

Greift man nun aus jeder dieser Classen nach Belieben ein 
Individuum heraus, so hat das so gebildete System von %k Zahlen 
die charakteristische Eigenschaft, dass jede beliebige ganze Zahl 
stets einer und auch nur einer von diesen k Zahlen congruent ist; 
ein solches System, wie es z. B. auch die Zahlen 

0,1,2...(k —]) 
bilden, nennt man ein vollständiges System nicht congruenter (oder 
incongruenter) Zahlen oder ein vollständiges Restsystem in Bezug 
auf den Modul k; offenbar bilden auch die Zahlen 
NER. 
und ebenso je % successive ganze Zahlen ein solches System. 

Alle Zahlen, welche einer und derselben Classe angehören, 
haben nun mehrere allen gemeinschaftliche Eigenschaften, so dass 
sie in Bezug auf den Modul fast die Rolle einer einzigen Zahl 
spielen. Wir haben schon früher gesehen, dass jede Zahl, welche 
in einer Congruenz als Summand oder als Factor auftritt, un- 
beschadet der lüchtigkeit der Congruenz durch jede andere ihr 
congruente, d. h. derselben Classe angehörige Zahl ersetzt werden 
darf. Ein anderes Element, welches allen in einer Classe enthal- 
tenen Individuen gemeinschaftlich ist, bildet der grösste Divisor, 
den sie mit dem Modul k gemeinschaftlich haben; denn sind a 
und 5 zwei congruente Zahlen, so ist 


a=b+ sk, 
folglich ist jeder gemeinschatftliche Divisor von a und k auch ge- 
meinschaftlicher Divisor von 6 und k, und umgekehrt. Man kann 


— nn nn 


*) In dieser Bedeutung scheint das Wort Classe zuerst von Gauss ge- 
braucht zu sein in der Abhandlung Theoria residuorum biquadratieorum. 
IL. art, 42. 
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daher nach diesem grössten gemeinschaftlichen Divisor die Classen 
wieder in Gruppen eintheilen, und da die Zahlen 
en 

ein vollständiges System incongruenter Zahlen bilden, so ist (nach 
$. 13), wenn Ö irgend einen Divisor von k = nö bezeichnet, @ (n) 
die Anzahl derjenigen Classen, welche solche Zahlen enthalten, 
die d zum grössten gemeinschaftlichen Divisor mit dem Modul k 
haben. Speciell ist also p(k) die Anzahl derjenigen Classen, 
welche nur Zahlen enthalten, die relative Primzahlen gegen den 
Modulus %k sind. 

Von besonderer Wichtigkeit für spätere Untersuchungen ist 
auch noch folgender Satz: 

Ist a relative Primzahl gegen den Modulus k, und setzt man in 
dem linearen Ausdruck au +b für x der Reihe nach alle k Glieder 
eines vollständigen Systems incongruenter Zahlen ein, so bilden die 
so entstehenden Werthe dieses Ausdrucks wieder ein vollständiges 
System incongruenter Zahlen. 

Da nämlich aus 

az +b=ay + b(mod.k) 
auch 
ax = ay(mod.k) 
und, da a relative Primzabl gegen %k ist, nach $. 17, 6. auch 
x = y(mod.k) 
folgt, so ergiebt sich, dass alle Werthe des Ausdrucks ax + b, 
welche incongruenten Werthen von x entsprechen, ebenfalls incon- 
gruent sind; setzt man daher für x alle k incongruenten Zahlen 
ein, so erhält der Ausdruck ax + b auch k incongruente Werthe, 
welche, da es überhaupt nur k Classen giebt, ein vollständiges 
System incongruenter Zahlen bilden. 


8. 19. 


Betrachten wir jetzt den Ausdruck «x, in welchem a wieder 
relative Primzahl gegen den Modul % ist, und setzen wir wieder 
für x der Reihe nach die Glieder eines vollständigen Systems in- 
congruenter Zahlen ein, aber nicht alle, sondern nur diejenigen 

0 TE, 
welche relative Primzahlen gegen den Modul % sind, und deren 
Anzahl nach dem vorigen Paragraphen gleich p(k) ist, so 
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leuchtet erstens ein, dass die Werthe des Ausdrucks az, d.h. 


die Producte 
adı, Adg, AG .. 


sämmtlich incongruent sind, ferner, dass dieselben sämmtlich 
wieder relative Primzahlen gegen k sind; es wird daher jedes 
dieser Producte einem und nur einem Gliede der Reihe 

a, 9,4... 
congruent sein. Wir können daher setzen 


aa =b, 
ay=b;, | (mod.k), 
ay=b, 
u. 8. w. 
wo nun die Zahlen 
Drapbasbsrs?3 


vollständig, wenn auch in anderer Ordnung, mit den Zahlen 
A, dg, Ay... 
übereinstimmen, so dass namentlich 
Er 


sein wird. Bezeichnen wir zur Abkürzung dieses Product mit P, 
und multipliciren wir die vorstehenden @(k) Congruenzen mit 
einander, so erhalten wir daher 


a», P=P (mod.k). 


Nun ist aber P ein Product von lauter Zahlen, die relative Prim- 
zahlen gegen den Modul sind, also selbst relative Primzahl gegen 
den Modul A; es ist daher nach $. 17, 6. gestattet, die vorstehende 
Congruenz durch den gemeinschaftlichen Factor P beider Seiten 
ohne Weiteres zu dividiren. Auf diese Weise erhalten wir die 
Congruenz 
ar® == 1] (mod.k); 

in Worten kann man diesen höchst wichtigen Satz folgendermaassen 
aussprechen: 

Ist a relative Primzahl gegen die positive Zahl k, und erhebt 
man a zu einer Potenz, deren Exrponent p(k) ungiebt, wie viele der 
Zahlen 

RR 
relative Primzahlen gegen k sind, so lässt diese Potenz, durch k 
dividirt, stets den Rest 1. 
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Nehmen wir .B.k—= 15, a —= 2, so ist a wirklich relative 
Primzahl gegen k; nun ist p(k)—= g(15) = P)yÖ) =; 
es muss daher 2°, durch 15 dividirt, den Rest 1 lassen; in der 
That ist 

2 In rl, 15 del, 

Es kann übrigens vorkommen, dass auch Potenzen von «a mit 
niedrigerem Exponenten als p(k) denselben Rest 1 geben. Dies 
tritt wirklich in dem eben gewählten Beispiel ein, denn es ist auch 

RE E 


Specialisiren wir unseren Satz für den Fall, dass k nur durch 

eine einzige Primzahl p theilbar, also 
k= pr, yh)=(p — 1)p”! 
ist, so erhalten wir den Satz: 

Ist p eine Primzahl und a irgend eine durch p nicht theilbare 
Zahl, so ist 

ae" =ı (mod. p”). 

Nehmen wir ferner hierin x = 1, so erhalten wir einen be- 
rühmten Satz, der zuerst von Fermat aufgestellt ist und daher der 
Fermat’sche Satz heisst: 

Ist p eine Primzahl und a irgend eine durch p nicht theilbare 
Zahl, so ist 

ar! = 1] (mod.p). 

Man kann diesen Satz so umformen, dass er auch für den 
Fall gültig bleibt, wenn a durch p theilbar ist; zu diesem Zweck 
braucht man nur die vorstehende Congruenz mit a zu multipli- 
ciren, wodurch sie in die folgende 

aP = a (mod.p) 
übergeht, Ist nämlich «@ theilbar durch p, so sind beide Seiten 
dieser Congruenz = 0 (mod.p), also ist sie auch dann noch richtig. 
Umgekehrt kann man aus dieser Form des Satzes auch wieder die 
frühere ableiten; denn sobald a nicht theilbar durch p, also rela- 
tive Primzahl gegen » ist, darf man beide Seiten dieser Üongruenz 
auch wieder durch « dividiren, ohne den Modul zu ändern. 

Kehren wir zu dem allgemeinen Satz zurück, der zuerst von 
Euler*) bewiesen ist und den Namen des verallgemeinerten Fer- 


*) Theoremata arıthm. nova meth. demonstr., Comm. nov. Ac. Petrop. 
VII. p. 74. 
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mat’schen Satzes führt, so können wir denselben auch in folgender 
Weise aussprechen: Sind p,r,s ... von einander verschiedene 
absolute Primzahlen, und ist « durch keine dieser Primzahlen 
theilbar, so ist stets 


amp" netten"... = 1 (mod.p®res®...), 


wo 7, 0,6...irgend welche ganze positive Zahlen bedeuten. 


8. 20. 


Es ist wohl nicht überflüssig, dem vorhergehenden Beweise 
dieses wichtigen Satzes einen zweiten hinzuzufügen, der gradatim 
zu Werke geht und sich zunächst auf den binomischen Satz stützt. 
ist p irgend eine ganze positive Zahl, so ist zufolge dieses Satzes 
bekanntlich 
; (a E= b)P === 


+ Larmibt...+ arp-tbr +... + br; 


p! 
r!(p—r)! 
hierin sind (nach $. 15) alle Coefficienten ganze Zahlen. Ist aber 
p eine Primzahl, so können wir hinzufügen, dass alle Coefficienten 


mit Ausnahme des ersten und letzten, welche —= 1 sind, durch p 
theilbar sind; denn der Zähler des Bruches 
p! 
r!(p— r)!’ 


in welchem r eine der Zahlen 1, 2,3... (p —1) bedeutet, enthält 
den Factor p, der Nenner dagegen nicht; der Bruch ist also von 
der Form pm : n, wo n nicht theilbar durch p, also auch relative 
Primzahl gegen p ist; da wir aber ferner wissen, dass dieser Bruch 
eine ganze Zahl, dass also pm durch n theilbar ist, so muss m 
durch n theilbar sein; der Bruch hat ‚daher die Form ps, wo 
der zweite Factor s eine ganze Zahl ist; und folglich ist jeder 
dieser (p — 1) Coefficienten = 0 (mod.p). Sind daher a und 5 
irgeud welche ganze Zahlen, so erhalten wir die folgende Congruenz 
(a + by =ar + br (mod.p), 
wobei also vorausgesetzt ist, dass p eine Primzahl ist. Offenbar 
folgt hieraus weiter 
(++ P = +drtear—=ar +br + er (mod.p) 
und allgemein für eine beliebige Reihe von n ganzen Zahlen a,b...k: 
(+ b+... + hr=ar +bP + ...+ hr (mod.p). 
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Setzen wir herna = 1,b—=1.. = l, so erhalten wir für 
jede beliebige positive ganze Zahl n ka Satz: 

n? = n (mod.p). 
Da ferner für jede ungerade Primzahl (-NYr= — 1, und für die 
einzige gerade Primzahl p—=2 ebenfalls (— 1)? — — 1(mod.p) 
ist, so erhalten wir durch Multiplication der vorstehenden Con- 
gruenz mit der anderen 


. (-)P=— 1 (mod.p) 
die neue 
(—n)P=—n (mod.p). 
Also ist der Fermat’sche Satz 
ar=a (mod.p) 
für jede positive und negative Zahl a bewiesen, während er für 
a = 0 unmittelbar evident ist. Wenn nun a nicht durch p theil- 
bar ist, was wir von jetzt annehmen wollen, so folgt hieraus, dass 
art = 1 (mod.p), d.h. ar —=1I+hp 
ist, wo h eine ganze Zahl bedeutet. Erheben wir diese Gleichung 
zur pten Potenz und entwickeln die rechte Seite wieder nach dem 
binomischen Satze, so zeigt sich, dass alle Glieder mit Ausnahme 
des ersten Multipla von p? sind; wir erhalten daher 
aw-D» — 1 + hp? oder aw-Vr = ] (mod. p?), 
wo wieder h’ eine ganze Zahl bedeutet. So kann man fortfahren, 
indem man jedesmal wieder zur pten Potenz erhebt, und gelangt 
auf diese Weise zu der Congruenz 


aw-ı"  =1 (mod. p”), 
deren Allgemeingültigkeit sich in derselben Weise durch den Schluss 


von x auf x + 1 nachweisen lässt. 
Sind nun r, s.... . ebenfalls Primzahlen, welche nicht in a auf- 


gehen, so ist nach demselben Satze 
ar-nrt 7" = 1 (mod.re), ae" —ı (mod.s® 
Setzen wir nun ferner zur Abkürzung 
h=(p— Ir. (r-DHrezt.(s—1)s’7!.. 
und berücksichtigen wir, dass aus jeder Congruenz von der Form 
a® = 1] (mod.m) 


auch die Congruenz 
ar = 1! (mod. m) 
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folgt, sobald A ein Multiplum von « ist, so ergiebt sich, dass die 
Congruenz 

am] 
für jeden der Moduln p”, re, s°... und folglich, da dieselben 
relative Primzahlen sind, auch für den Modul 


A 
gilt. Hiermit ist also von Neuem der verallgemeinerte Fermat’sche 
Satz erwiesen. 


8. 21. 


Es kommt häufig vor, dass eine oder beide Seiten einer Con- 
gruenz eine oder mehrere unbestimmte Zahlen x, y... enthalten, 
und es wird dann die Aufgabe gestellt, alle ganzzahligen Werthe 
von &,y... zu suchen, durch welche die beiden Seiten der Con- 
gruenz wirklich einander congruent werden. Je nach der Anzahl 
der Unbestimmten x, y... heisst dann eine solche Congruenz eine 
Congruenz mit einer, zwei oder mehreren Unbekannten, ähnlich wie 
dies bei Gleichungen zu geschehen pflegt, Auch hier nennt man 
dann solche specielle Werthe von ©, y..,, welche die Congruenz 
zu einer identischen machen, Wurzeln der Congruenz, und das 
Problem der Auflösung einer Congruenz besteht in der Auffindung 
ihrer sämmtlichen Wurzeln. Wir werden im Folgenden nur solche 
Congruenzen betrachten, welche eine einzige Unbekannte x ent- 
halten und ausserdem sich auf die Form 


axm -bem-it.. +92 +h ai (mod. k) 


bringen lassen, worin m eine positive ganze Zahl und a,b...gq,h 
ebenfalls gegebene ganze Zahlen bedeuten. Jeder Werth von x, 
der, in die linke Seite eingesetzt, dieselbe durch den Modul % theil- 
bar macht, heisst also eine Wurzel dieser Congruenz. Kennt man 
irgend eine solche Wurzel x, so sind offenbar nach 8. 17, 5. alle 
ihr nach dem Modul % congruenten Zahlen, d. h. alle Individuen 
der Classe, welcher diese Zahl x angehört, ebenfalls Wurzeln der- 
selben Congruenz; man sieht alle solche einander congruenten 
Wurzeln daher nur wie eine einzige Wurzel an, und das Problem 
der vollständigen Auflösung der Congruenz kommt daher darauf 
zurück, alle unter einander incongruenten Wurzeln derselben auf- 
zufinden. 
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Ferner leuchtet ein, dass jede Wurzel der obigen Congruenz, 

sobald 

os=a,b=b...g=g, k=h' (mod.k) 
ist, auch eine Wurzel der Congruenz 

Wr + damit... +gc+h = 0 (mod.k) 
sein wird, und umgekehrt. Beide Congruenzen sind daher auch 
nur wie eine und dieselbe anzusehen; denn beide stellen an die 
Unbekannte x genau dieselbe Forderung. Hieraus erhellt un- 
mittelbar, dass man aus jeder Congruenz von der obigen Form 
ohne Weiteres alle diejenigen Glieder fortstreichen darf, deren 
Coefficienten durch den Modul theilbar sind; der Exponent der 
höchsten Potenz von x, welche nach dieser vorläufigen Ausschei- 
dung zurückbleibt, heisst dann der Grad dieser Congruenz; ist 
z. B. in der obigen Congruenz der erste Coefficient a nicht durch 
den Modul % theilbar, so heisst dieselbe eine Congruenz mten 


Grades, 
Wenden wir diese Benennungen z. B. auf die Congruenz 


xPy%) = 1] (mod.k) 


an, so müssen wir sagen, dass dieselbe genau ebenso viele (incon- 
gruente) Wurzeln besitzt, als ihr Grad @(k) Einheiten enthält; 
denn erstens genügen alle relativen Primzahlen gegen den Modul 
der Congruenz, und diese zerfallen in p(k) Classen; und zweitens 
kann die Congruenz keine anderen Wurzeln haben als diese; denn 
der grösste gemeinschaftliche Divisor ö einer Wurzel x und des 
Modul k ist auch gemeinschattlicher Divisor der Zahlen 27® und 
k, folglich auch ($. 18) der Zahlen 1 und %; folglich kann Ö nur 


==] sein, 
8. 22. 


Wir wenden uns nun nach den vorhergehenden allgemeinen 
Erörterungen zu dem einfachsten speciellen Fall, nämlich zu der 
Congruenz ersten Grades, welcher man offenbar durch Trans- 
position des bekannten Gliedes stets die Form 

ax = b (mod.k) (1) 
geben kann. Betrachten wir auch hier zunächst nur den speciellen 


Fall, in welchem der Coefficient « relative Primzahl gegen den 
Modul % ist, so ergiebt sich unmittelbar, dass diese Congruenz stets 
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eine, aber auch nur eine Wurzel hat. Denn wir haben früher 
(8. 18) gesehen, dass die Werthe des Ausdruckes az, welche man 
erhält, wenn man für x simmtliche %k Individuen eines vollständi- 
gen Systems incongruenter Zahlen einsetzt, wieder ein solches 
System bilden; unter den Werthen dieses Ausdruckes wird sich 
daher auch einer und nur einer finden. welcher derselben lasse 
angehört wie 5, d. h. welcher =b ist. Der verallgemeinerte 
Fermat’sche Satz giebt nun auch ein Mittel an die Hand, die 
Wurzel dieser Congruenz unmittelbar zu bestimmen; offenbar 

ügt jede Zahl 
ET ; z=b..ar%-1 (mod.k) 
der obigen Congruenz. So findet man z. B., dass alle Wurzeln der 
Congruenz 

22 = —3 (mod. 15) 
durch die Formel 
a =—3.%° = 6 (mol. 15) 

gegeben werden. 

Wenden wir uns nun dem allgemeinen Fall zu und nehmen 
wir an, es sei ö der grösste gemeinschaftliche Divisor des Coefhi- 
cienten «a und des Modul k, so leuchtet zunächst ein, dass, wenn 
die Congruenz überhaupt eine Wurzel x besitzt, auch 5 durch Ö 
theilbar sein muss; denn da «ax mit dem Modul & den gemein- 
schaftlichen Divisor ö hat, so muss auch b = az durch ö theilbar 
sein. Dies ist also eine unerlässliche Bedingung für die Möglich- 
keit der Öongruenz; dass sie auch hinreichend für dieselbe ist. 
wird sich sogleich zeigen. 

Gesetzt nun, es sei x eine Wurzel der Congruenz, also 

or —=b-mk, 

wo m irgend eine ganze Zahl, so folgt hieraus, wenn « — a’, 
b=bd, k—k'ö gesetzt wird, 2 —=b’ + mi’, d.h. jede Wurzel 
der ursprünglichen Congruenz ist auch Wurzel der Congruenz 

‚ax = b’ (mod.#) (2) 
und umgekehrt überzeugt man sich sogleich, dass jede Wurzel 
dieser letzteren Congruenz auch eine Wurzel der ersteren sein wird. 
Die beiden Congruenzen (1) und (2) stimmen daher hinsichtlich 
ihrer Wurzeln vollständig mit einander überein; da nın in der 
letzteren der Coefficient a’ relative Primzahl gegen den Modul # 
ist, so haben wir wieder den früheren Fall: diese Uongruenz ist 
stets lösbar, und alle ihr genügenden Zahlen bilden in Bezug auf 
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ihren Modul A’ nur eine einzige Classe, in der Weise, dass, wenn « 
eine bestimmte derselben ist, alle anderen in der Form 

z=a+:ih (3) 
enthalten sind, wo z jede beliebige ganze Zahl bedeutet, Da nun 
alle diese Zahlen auch die siämmtlichen Wurzeln der Congruenz 
(1) bilden, so fragt es sich nur noch, wie viele in Bezug auf den 
Modul %k incongruente Zahlen unter ihnen sich vorfinden. Irgend 
zwei in der Reihe (3) enthaltene Zahlen «+ zK und «+ 2'K wer- 
den offenbar stets und auch nur dann congruent in Bezug auf den 
Modulus % sein, sobald (2 —z)k’' durch k—=1%}6, und also 2’ — x 
durch Ö theilbar ist; diese beiden Zahlen werden also einer und 
derselben Classe, oder verschiedenen Classen in Bezug auf den . 
Modul % angehören, je nachdem die beiden Zahlen z und z' einer 
und derselben Classe, oder verschiedenen Classen in Bezug auf 
den Modulus ö angehören; woraus unmittelbar folgt, dass die 
Reihe (3) sämmtliche Individuen von ö verschiedenen Classen in 
Bezug auf den Modul % enthält, und es leuchtet ein, dass die 
folgenden ö Zahlen 

o,oa+kh,a+2WK%...8+($—1)k 

aus jeder dieser ö Classen einen Repräsentanten enthalten. Wir 
haben mithin folgendes allgemeine Resultat gewonnen; 

Damit die Oongruenz 

ax = b (mod.k) 
überhaupt Wurzeln besitze, ist erforderlich, dass b durch den grössten 
gemeinschaftlichen Divisor ö der beiden Zahlen a und k theilbar 
sei; ist diese Bedingung erfüllt, so hat die Congruenz genau Ö in- 
congruente Wurzeln. 

Es ist zu bemerken, dass in dem früher behandelten Fall, in 
welchem ö — 1 ist, die erforderliche Bedingung stets erfüllt ist, 
ferner, dass dieser Satz auch noch für den Fall ö=k, in welchem 
also a = 0 (mod.k) ist, seine Gültigkeit behält, indem, sobald 5 
ebenfalls = 0 (mod.k) ist, jede beliebige Zahl « dieser identischen 
Congruenz Genüge leistet. 

Um auch ein Beispiel für den allgemeinen Fall zu behandeln, 
nehmen wir die Congruenz 

82 = — 12 (mod.60); 
der grösste gemeinschaftliche Divisor des’ Üoefficienten 8 und des 
Modul 60 ist hier — 4; da die rechte Seite — 12 durch denselben 
theilbar ist. so ist sie möglich und wird 4 nach dem Modul 60 
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incongruente Wurzeln haben. Wir finden dieselben, indem wir 
zunächst die Wurzeln der entsprechenden Congruenz 

2x = — 3 (mod. 15) 
suchen; wir haben oben gesehen, dass dieselben in der Form 

x = 6 (mod. 15) 
enthalten sind, und schliessen daraus, dass 
z=6, = 2, = 36, = 51 (mod. 60) 

die vier Wurzeln der ursprünglichen Congruenz sind. 


8. 23. 


Obgleich im Vorhergehenden das Problem, zu entscheiden, ob 
eine vorgelegte Congruenz ersten Grades Wurzeln hat oder nicht, 
und im ersteren Fall dieselben aufzufinden, eine vollständige Lösung 
gefunden hat, so ist dieselbe, sobald der Modul k eine grosse Zahl 
ist, wegen der erforderlichen Potenzirung für praktische Zwecke 
nicht wohl anwendbar; wir wollen daher im Folgenden eine ein- 
fachere Methode angeben. Offenbar können wir uns auf den Fall 
beschränken, in welchem der Coefficient der Unbekannten relative 
Primzahl gegen den Modul ist; ausserdem können wir annehmen, 
dass die rechte Seite — 1 ist; denn um aus der Wurzel einer 
solchen Congruenz diejenige einer anderen zu finden, in welcher 
die rechte Seite eine andere Zahl ist, genügt es offenbar, dieselbe 
mit dieser Zahl zu multipliciren. Nennen wir der Bequemlichkeit 
halber den Modul nicht k, sondern 5, so reducirt sich also unsere 
Aufgabe auf die Auflösung der Congruenz 

ax = 1 (mod.b) 
oder, was dasselbe ist, auf die Auflösung der unbestimmten Glei- 
chung ersten Grades*) 

au By el. 

Wir schicken derselben einige Sätze über einen Algorithmus 
voraus, der zuerst von Zuler**) behandelt und für die Theorie der 


*) Die erste Lösung dieser Aufgabe findet sich bei Bachet de Me£ziriae: 
Problemes plaisants et delectables qui se font par les nombres. 2° &d. 1624. 
Dies interessante Werk ist vor Kurzem von Labosne neu herausgegeben. 


(Paris, 1874 und 1879.) 
**) 


Solutso problematis arithmetici de inveniendo numero, qui per datos 
numeros divisus. relinguat data residua, Comm. Ac. Petrop. VII, p. 46, — 
De usu novi algorithmi in problemate Pelliano solwendo, Nov. Comm. 
Petrop. XI, p. 28. — Vergl. Gauss: D. A. art. 27. 
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Kettenbrüche, sowie auch für unsere späteren Untersuchungen von 
Wichtigkeit ist. Es seien 


a, b (1) 
irgend zwei unbestimmte Grössen, und ebenso 
Ph Enecd ,d (2) 
eine Reihe von beliebig vielen unbestimmten Grössen. Aus diesen 
bilden wir nun successive eine neue Reihe «, d, e...1, m, n nach 
folgendem Gesetz: 
e=yb+ta 
d=dc+b 
e=:d-+tc (3) 
n—=vm + | 


Substituirt man den Ausdruck für e in den für d, so wird der 
letztere eine ähnliche Form annehmen wie der erstere, nämlich 


d—=da+(yö-+1)b; 


er besteht also aus einem Gliede, welches den Factor a, und aus 
einem zweiten, welches den Factor 5 enthält. Substituirt man 
nun diesen Ausdruck für d, und den ersten für e in den Ausdruck 
für e, so nimmt auch dieser letztere dieselbe Form an. So kann 
man fortfahren, und aus dem Ausdruck für n erkennt man, dass 
dieses Gesetz allgemein ist; denn sobald ! und.m schon diese Form 
erhalten haben. so nimmt auch n dieselbe an. Wir können daher 


n=@Ga+ Hb 
setzen, wo nun @ und H unabhängig von a und 5 sein werden. 
Man bezeichnet den Coefficienten 7, der nur von den in der Reihe 
(2) befindlichen Grössen abhängt, durch das Zeichen *) 

[P: 6, 8...4, iv) (4) 
und wir werden im Folgenden einige interessante Sätze beweisen, 
die sich auf dasselbe beziehen. 

Zunächst leuchtet ein, dass, wenn man mit den Anfangsgliedern 
be=yb+a (1) 


und der Reihe 
I EN (2') 


*) Gauss: D. A. art. 27! 
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in derselben Weise verführt wie oben, man genau dieselben Glieder 
d,e...I,m, n erhalten wird. Wir können daher gleichzeitig 
n—= Ga+ [yd,E... u, v]b 
und 
Gb SOSE re re 
setzen; ersetzen wir hierin c durch yb + a, so erhalten wir 
n=[d,....sr]latYlde...,9] +C)b, 
woraus, durch Vergleichung der Üoefficienten von a in den beiden 
Formen für n, zunächst 
G—=[9, ar] 
folgt. Der Coefficient @ lässt sich daher durch dasselbe Zeichen 
ausdrücken wie 4. Wir können also von jetzt an schreiben 
n—=ld...5vla#+-M6...u27]6; 
da nun auch 
Fler 


sein muss, so erhalten wir durch Vergleichung der Coefficienten 
von 5 in den beiden Formen für n» den Satz 


[7,.0, 8; su] = y [de u Pl en Sul (5) 


in welchem das Gesetz ausgedrückt. ist, nach welchem die Fort- 
bildung der Ausdrücke von der Form (4) nach links hin geschieht. 

Einen ganz analogen Satz für die Fortbildung nach rechts hin 
erhält man durch die einfache Bemerkung, dass durch die Annahme 
a=0,b = 1 die drei Grössen !, m, n resp. in 


Ir. Ab Ir. Au) Ir. Ahmv] 
übergehen, so dass zwischen diesen drei consecutiven Ausdrücken 
die Relation 


a A ESEL ie rn OR 6 
es [7 u v] = [y w]v + [r ] (6) 


Verbindet man diese beiden Sätze mit einander, so überzeugt 
man sich leicht von der Richtigkeit des folgenden: 
[9.80.5309 = mA, (7) 


Nimmt man nämlich an, dieser Satz sei für alle Ausdrücke dieser 
Art bewiesen, welche eine kleinere Anzahl von Grössen enthalten, 
so dass also z. B. 


[9,,8..,.9]= [v...5868] und Je...» —=[v... 5, 
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so folgt aus (5): 


9%8...)=Ww....8»-+[v...;3]; 
verbindet man dies mit dem Satz (6), so ergiebt sich unmittelbar 
die Richtigkeit der Gleichung (7). In der That gilt aber der Satz 
wirklich für die ersten Fälle; enthält nämlich der Ausdruck nur 


eine einzige Grösse y, so versteht sich dies von selbst; und äusser- 
dem ist 


rel=yd+1=[ß,Yl. 
Hieraus folgt also, dass der Satz auch für jede beliebige Anzahl 
der Grössen y,d...u,v gilt. 

Wir können die Gleichungen (3), durch welche das Bildungs- 
gesetz der Grössen c, d... n ausgedrückt wird, auch in folgender 
Weise schreiben: 

== (-Yb+(-a) 
+d= (5) (-0)+b 
—e=(-)d+(-0) 


. Er=(-vV) (Fm)+ (ct), 


wo in der letzten Gleichung das obere oder untere Zeichen zu 
nehmen ist, je nachdem die Anzahl der Grössen 4,d...p,v 
gerade oder ungerade ist. Hieraus geht hervor, dass aus den An- 
fangsgliedern 
; 4, b (1") 
und der Reihe 
- sms: kV (2”) 
durch dasselbe frühere Verfahren die Reihe 
—ı6, +d, — ers en 
entsteht. Es wird daher auch 
Fn= [— 6, — 2: vl (—a)+ ne A ne BE —v]b 
und folglich 
pn: -)=tlnd...») (8) 
sein, worin wieder das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, 
je nachdem die Anzahl der Grössen 9,0...» gerade oder un- 


gerade ist. 
Endlich kann man die Gleichungen (3) auch in umgekehrter 


Folge so schreiben: 
Dirichlet, Zahlentleorie. ö 4 
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= (—v)m+n 
Kr Hi 4m 


b=( get +d 
a—= (—y)b+ ec. 
Es wird daher 


a= [u punto pn —rlm 
oder mit Hülfe des Satzes (8): 
ta=— [eu .:.yn + Inu... ylm 
oder mit Berücksichtigung des Satzes (7): 
ta=—-[y,d...uln+[,d...u vjm. 
Wenn man nun a—1,b = (0 setzt, so gehen m, rn resp. in 


0 euere er 
über, und man erhält das Resultat: 


Bl... rind...) =&+1, 0) 
wo wieder das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nach- 
dem die Anzahl der Grössen y,6 ... u,v gerade oder ungeräde ist. 

/um Schluss wollen wir bemerken, dass diese Ausdrücke in 
der Theorie der Kettenbrüche von der grössten Wichtigkeit sind; 
bezeichnen wir nämlich einen gewöhnlichen Kettenbruch, in wel- 
chem die Zähler sämmtlich —=1, und dessen sogenannte Quotienten 
y,0...a,v sind, kurz durch das Symbol (7,0... u, v), so dass also 


1 
(Pr ORN. AED are un 
Y ee 
ist, so ergiebt sich allgemein durch Reduction desselben 
\ Re 
9°...) = mer (10) 


Denn gesetzt, dieser Satz sei schon für jede kleinere Anzahl der 
Grössen 9, öd, &... u, v bewiesen, so dass also namentlich 


a Lu) 


’ Ad . [e > K: Yı 
ist, so. folgt hieraus 
Ne l 
a 
Mr au een 
e...avl rer + Terre v) 


=y- < — - ; 
Re, en] 
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und hieraus ergiebt sich mit Berücksichtigung des Satzes (5) die 
Gleichung (10). In der That ist aber | 


& 1 vd 
(Y rs! — Zach 


ae 
da also der Satz für zwei Grössen y, ö richtig ist, so ist er auch 
für Jede grössere Anzahl der Grössen 9,8... u, v richtig. ® 


Sind die Elemente y, d... u, » ganze Zahlen, so gilt dasselbe 
von den Zählern und Nennern der Brüche 


une Base 
le 210] ENTER 
ferner ist jeder dieser Brüche irreducibel, d. h. durch die klein- 
sten Zahlen ausgedrückt; denn es folgt z. B. aus der Relation (9), 
dass Zähler und Nenner des letzten der obigen Brüche ohne ge- 


meinschaftlichen Divisor sind. 


8. 24. 


Die vorstehenden Sätze, welche eigentlich in die Theorie der 
Differenzen-Gleichungen zweiter Ordnung *) gehören, sind deshalb 
gleich in solcher Vollständigkeit aufgestellt, damit wir bei einer 
späteren Untersuchung nicht nöthig haben, von Neuem auf den- 
selben Algorithmus zurückzukommen; für unseren nächsten Bedarf, 
nämlich für die Auflösung der unbestimmten Gleichung 

oe —by—=], 
in welcher wir nun wieder « und 5b als zwei gegebene relative Prim- 
zahlen ansehen, genügt schon ein kleiner Theil der vorhergehenden 
Resultate. Zu dem Zweck verfahren wir nun, wie es bei der: Auf- 
suchung des grössten gemeinschaftlichen Divisors der beiden Zahlen 
(oder bei der Verwandlung des Bruches a: in einen Kettenbruch) 
geschieht, indem wir das System der folgenden Gleichungen bilden 


a=yb-+c 
b=de +d 
l=vm-+l, 


wobei zuletzt der Rest 1 auftreten muss ($. 5); diese Gleichungen 
können wir auch so schreiben 


*) Vergl. Jacobi: Allgemeine Theorie der kettenhruchähnlichen Algo- 
rithmen, in welchen jede Zahl aus Drei vorhergehenden gebildet wird, 
Crelle’s Journal, Bd. 69. 


At 
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ce=(—-y)b+ta 


d=(—Öd)cH+ b 
1 —(—-Vv)mH I 
und hieraus folgt, dass 
1=[-8, = mn —vVla+ly —I5, —2. 1 —E, — v]b 


oder nach $. 23, (8) 
l=Tlfd,e...wrletr de... vr] 
ist, worin das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nach- 
dem die Anzahl der Grössen y, 6... u, v gerade oder ungerade 
ist. Wir erhalten daher folgende Lösung der unbestimmten Glei- 
chung: 
ze Ti0,8n.s un yore 
Hiermit ist also auch eine Wurzel x der Congruenz 
ax = 1 (mod.b) 


gefunden, und dies genügt vollständig, da alle anderen Wurzeln 
mit dieser einen nach dem Modul 5b congruent sind. 
Wenden wir diese Methode auf unser Beispiel 
22 = 1 (mod. 15) 
an, so erhalten wir 


2.0. 1505, 2,::]5 zer) a 22, 


also 
v-0deT, z=—- [= — T=8 (mod. 15) 
und hieraus folgt, dass E 
e=—1.(-3))=21= 6 (mod. 15) 
die Wurzel der Congruenz 
22 = — 3 (mod. 15) 
ist. 


Als zweites Beispiel wählen wir die Congruenz 
372 = 1 (mod. 100); 
indem wir ebenso verfahren, erhalten wir 
37=0.100+37; 10 =2.37 +23; 37=1. 26-+11; 
26:.= 2,11 +4 11 2m gr] 

und also 

z=.— [2, 1,2, 2, 2] (mod. 100). 
Nun ist, wenn wir von rechts nach links rechnen, 
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N=1,23,1]=-3,%233,13=-7,[1,3231]=10, 
[2,.1,:2, 2, 127; 
also 
<= —27 = 73 (mod. 100). 
Da (100) = p(4) 925) =2.% — 40 ist, so hätten wir nach 
unserer früheren Methode die Auflösung 
x = 37% (mod. 100) 
erhalten; die hierin angedeutete Rechnung würde sich zwar durch 
einige Kunstgriffe bedeutend abkürzen lassen, allein doch viel 
langwieriger sein, als die nach der zweiten Methode HERNE 
Rechnung. 
Kommt es darauf an, auch den Werth von 
y=Flnd,e...mv] 
zu berechnen, so ist es vortheilhaft, die Berechnung des Werthes 
a ef Ra RT] 
von rechts nach links vorzunehmen; man findet dann nach der 
Formel (5) des $. 23 aus 
[22 .* B, vlcund;[0,8er.. v0] 
unmittelbar den Werth von y. So oft y=0, also a <b ist, 
reducirt sich y auf 
y=Fle...ırv). 
Dies ist in unseren Beispielen der Fall; in dem zweiten erhält man 
auf diese Weise 
= —.[0,23,1,2211= — [1 3,23,1]= — 10, 
und in der That ist 
87.— 27) -— 10. 1) =. 

Bei dieser Auflösung der unbestimmten Gleichung a — by=1 
in ganzen Zahlen x, y ist stillschweigend vorausgesetzt, dass die 
beiden gegebenen relativen Primzahlen a, b positive Zahlen sind; 
doch erkennt man leicht, dass hierdurch die Allgemeinheit der 
Methode nicht beeinträchtigt wird. 

Sobald nun eine bestimmte Lösung, d.h. ein bestimmtes Zahlen- 
paar x, y gefunden ist, welches der Gleichung ar — dy=1 genügt, 
so ist es leicht, daraus die allgemeine Form aller Lösungen «', y' 
derselben unbestimmten Gleichung abzuleiten. Ist nämlich 

ax — by —=|, 
so folgt durch Subtraction 
a — a) by —W; 
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da nun a und b relative Primzahlen sind, so muss (nach 8. 5, 2.) 
die Zahl b in (x’ — x) aufgehen, es muss daher 
Es - bB EN ar 

sein, wo z eine ganze Zahl bedeutet, und umgekehrt entspricht 
jeder willkürlich gewählten ganzen Zahl z eine durch die vor- 
stehenden Formeln herzustellende Lösung x’. y’ unserer unbestimm- 
ten Gleichung; jede Lösung x’, y’ wird, wenn z alle ganzen Zahlen 
von — » bis + » durchläuft, einmal und nur einmal erzeugt. 
Man erkennt auch leicht, dass dieses Resultat selbst dann noch 
gültig bleibt, wenn eine der beiden gegebenen relativen Primzahlen 
a, b gleich Null, und die andere folglich = + 1 ist. 

Wir bemerken ferner, dass durch wiederholte Anwendung des 
obigen Verfahrens folgende allgemeinere Aufgabe gelöst werden 
kann: Sind a,b, c... gegebene ganze Zahlen, deren grösster ge- 
meinschaftlicher Divisor m ist, so sollen ebensoviele ganze Zahlen 


x, y, 2... gefunden werden, welche der Gleichung 
ax +by+cz+..—=m 
genügen. Denn gesetzt, man habe für die Zahlen d, ce..., deren 
grösster gemeinschaftlicher Divisor m’ nothwendig ein Multiplum 
von m ist, schon ganze Zahlen y’, 2’... gefunden, welche der 
Bedingung 
| by+c2!+-.. —=m 


genügen, so löse man, da m der grösste gemeinschaftliche Divisor 
von a und m’ ist, nach der obigen Methode die Gleichung 

ax + mx —m 
in ganzen Zahlen x, x’, so wird die vorgelegte Gleichung durch 
die-Zahlen „y=ay,2—= «ee... befriedigt. 


8. 25. 


Auf das im Vorhergehenden behandelte Problem der Auf- 
lösung der Congruenzen ersten Grades lässt sich das folgende 
zurückführen: 

Alle Zahlen « zu finden, welche in Bezug auf zwei gegebene 


Moduln a, b gegebenen Zahlen resp. «, B congruent sind, d.h. welche 
den beiden Forderungen 


z=.« (mod.a), x = ß (mod.b) 


genügen. 
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Da nämlich alle Zahlen x, welche die erste dieser beiden For- 
derungen erfüllen, in der Form 2 —= « + at enthalten sind, wo t 
Jede beliebige ganze Zahl bedeutet, so kommt es nur noch darauf 
an, dieses # näher so zu bestimmen, dass 

at=ß— u (mod.b) (1) 
wird. Bezeichnet man nun mit ö den grössten gemeinschaftlichen 
Divisor der beiden Moduln a und d, so muss, wenn diese Congruenz 
möglich sein soll, 8 — « durch & theilbar, d. h. es muss 

& = ß (mod.ö) (2) 
sein ($. 22). Ist diese Bedingung nicht erfüllt, so existirt keine 
Zahl, welche der Aufgabe genügt; ist sie aber erfüllt, so sind 
sämmtliche der Congruenz (1) genügende Zahlen t in der Form 


W 


JE b b 
t=t (mod. 3) ocdert=h, + 3 
enthalten, wo Z, eine bestimmte von ihnen, und « jede beliebige 
ganze Zahl bedeutet. Hieraus folgt, dass die gesuchten Zahlen 


durch die Formel 
z=u-+t ab + Fu oder z=% (moa. F) 


gegeben werden, wo 2 —=& + at, selbst eine der gesuchten Zahlen 
und der Modulus offenbar das kleinste gemeinschaftliche Multiplum 
der beiden gegebenen Moduln a, d ist. 

Werden z. B. die Zahlen gesucht, welche durch 12 dividirt 
den Rest 7, durch 15 dividirt den Rest 4 lassen, so hat man die 
Congruenzen 


2 = 7 (mod. 12), = 4 (mod. 15). 
Man setzt also <= 17 + 12t, und erhält für t die Congruenz 
124 = — 3 (mod. 15), 
welche (da hier die Bedingung (2) erfüllt ist) sich auf 
4 = — 1 (mod. 5) 


reducirt. Hieraus folgt 
t= 1 (mol. 5) 
und also 
z=7+ 12t= 19 (mod. 60). 

Besonders bemerkenswerth ist der besondere Fall, in welchem 
die beiden gegebenen Moduln a, 5b relative Primzahlen sind; da 
gleichzeitig ö = 1 wird, so fällt die Bedingung (2) ganz fort; die 
Auflösung ist stets möglich und liefert ein Resultat von der l’orm 

ct = x, (mod. ab). 
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or 
© 


Die ursprüngliche Aufgabe lässt sich auch leicht für den Fall 
verallgemeinern, in welchem eine Reihe von beliebig vielen Moduln 
und eine Reihe ihnen entsprechender Reste gegeben ist; für uns 
ist indessen nur der Fall von Wichtigkeit, in welchem die ge- 
gebenen Moduln a, b, ce ... relative Primzahlen sind; wir beschrän- 
ken uns daher auf denselben, und stellen uns unter dieser Voraus- 
setzung die Aufgabe, alle Zahlen x zu finden, welche dem System 
von Congruenzen 

z=o(mod.a), z=ß (mod.b), z<=y(mod.e)... 

genügen. Da wir nun schon wissen, dass alle Zahlen, welche die 
beiden ersten dieser Forderungen erfüllen, in der Form <= ß, 
(mod. ab) enthalten sind, wo dieZahl ß, nach dem Vorhergehenden. 
gefunden werden kann, so kommt unsere Aufgabe offenbar auf die 
einfachere zurück, alle Zahlen x zu finden, welche dem folgenden 
System von Congruenzen genügen: 

«=Pß, (mod.ab, z=y (mod.e)... 
Da nun der Modul ad der ersten dieser Congruenzen wieder relative 
Primzahl gegen jeden folgenden Modul ce... ist, so kann man in 
derselben Weise fortfahren und gelangt so zu dem Resultat, dass 
sämmtliche Zahlen x in der Form 

x = x, (mod. m) 

enthalten sind, wo x, eine bestimmte von ihnen, und m das Pro- 
duct abe... aus allen gegebenen Moduln bedeutet. 

Statt eine solche Zahl x, in der eben angegebenen Weise durch 
successive Auflösung einer Reihe von Congruenzen ersten Grades 
in Bezug auf die Moduln d,c...zu suchen, kann man auch auf 
folgende Art symmetrisch verfahren. 

Man setze m=aA=bB=cÜ... und bestimme (nach 
$. 24) zunächst Zahlen a’, db’,  ..., welche den Congruenzen 

Ad=1(mod.a),, BV’ =1 (mod), Cd =1 (mod.c)... 
genügen; so wird 
x = Ada +Bb’Bß+Ccy+ .»-. (mod.m): 
denn da B, C... durch a theilbar sind, vo it = Aue = « 
(mod. a), und ebenso = ß (mod.b), = y (mod.e) u. s. w. 

Ein besonderer Vortheil dieser Methode besteht darin, dass 
die Hülfszahlen «', d', e' ... ganz unabhängig von «, ß,y... sind, 
und daher stets dieselben bleiben, wie auch die letzteren variiren 


mögen, vorausgesetzt natürlich, dass das System der Moduln a,b, c... 
unverändert bleibt. 
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Es folgt ferner hieraus, dass x ein vollständiges Restsystem 
nach dem Modul m durchläuft, sobald die Reste 0% ß,Yy... voll- 
ständige Restsysteme resp. in Bezug auf die Moduln a, Der 
durchlaufen; denn wenn «, ß', y'... irgend ein zweites System 
gegebener Reste ist, so wird 

Adv +BVß + Ccy' +... 
stets und nur dann 

= Ada +BVß+Ücy -+.-. 
nach dem Modulus m sein, wenn gleichzeitig 

e' = & (mod.a), P= P (mod.b), y = y (mod. ce) 

u. s. w. ist; da ferner &, ß, y... resp. a, db, c... verschiedene 
Werthe durchlaufen, so ist die Anzahl aller verschiedenen Rest- 
systeme, also auch die Anzahl der resultirenden nach dem Modul m 
incongruenten Werthe von x gleich abe... — m; d. h. x durch- 
läuft ein vollständiges Restsystem nach dem Modul m. 

Ist ferner & relative Primzahl zu a, ßzub u.s.f., so ist & 
auch relative Primzahl zu m, und umgekehrt; hieraus folgt leicht 
ein neuer Beweis des Satzes, dass p (ab) = p(a) p(b) ist. 

Endlich ergiebt sich, dass, wenn x irgend eine ganze Zahl 


bedeutet, stets 
x 


m 
gesetzt werden kann, wo h, u, v, w... ganze Zahlen bedeuten. 
Denn lässt & in Bezug auf die Moduln a, db, c... resp. die Reste 
«, ß, Yy..., so ist nach dem Öbigen 
z—=hm+Aaa+BbBß+COdy+::--, 

wo h eine ganze Zahl bedeutet, und folglich 


% Re b' cy 
Rz Ss, 
8. 26. 


Wir wenden uns nun zu der Betrachtung. der Congruenzen 
höherer Grade, beschränken uns aber dabei auf den einfachsten 
Fall, in welchem der Modul p eine Primzahl ist. Die allgemeinste 
Form einer Congruenz nten Grades ist die folgende: 

are dert Learn t.- +h=0 (mod. p), 
in welcher der höchste Coefficient a als nicht theilbar durch die 
Primzahl p vorausgesetzt wird. Ebenso wie man jede Gleichung 
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leicht auf den Fall zurückführen kann, in welehem der höchste 
Coefficient —1 ist, so erreicht man auch hier dasselbe, wenn man 
die Congruenz mit einer Zahl a’ multiplieirt, welche der Bedingung 
aa’ = 1 (mod.p) genügt und also eine Wurzel der stets lösbaren 
Congruenz ax = 1 (mod.p) ist. Doch hängt hiervon die Gültig- 
keit der folgenden Sätze nicht im Mindesten ab. 

Wir bezeichnen der Einfachheit halber das auf der linken 
Seite der obigen Congruenz befindliche Polynom n ten Grades kurz 
mit f(x). Hat nun eine solche Congruenz 

f(&<) = 0 (mod.p) (1) 
eine Wurzel = & und dividirt man f(x) durch x — a, so wird 
der Divisionsrest r, eine durch p theilbare Zahl sein; denn be- 
zeichnet man den Quotienten der Division, welcher eine ganze 
Function vom (n — 1)ten Grade mit ganzzahligen Coefficienten ist, 
mit fı (x), so ist 

Ja) = (x —.@) A@)+n (2) 
und hierin ist r, = f(«) der Voraussetzung nach = 0 (mod. p). 

Hat nun die Congruenz (1) noch eine zweite von « verschiedene, 

d. h. nicht mit & congruente Wurzel ß, so folgt aus (2), dass 

(B — e) fı (BP) = 0 (mod.p) 
und also, da ß—« nicht durch p theilbar ist, dass /,()=(, 
d. h. dass ß eine Wurzel der Congruenz f,(2) = 0 (mod.p) sein 
muss. Man kann daher wieder 

Aa — MR) + rn 
setzen, wo der Rest r, wieder eine durch p theilbare Zahl, und 
der Quotient f,(x) eine ganze Function (na — 2)ten Grades mit 
ganzzahligen Coefficienten ist. Setzt man aber diesen Ausdruck 
für fi (2) in die Gleichung (2) ein, so nimmt dieselbe die Form 


Lie (c—«) @.— Bla) + ne —e) + r 


oder, da r, und r, durch p theilbar sind, die Form 


Ja) = (a — eo) —PB)fı(z) + pllx + m) 
an, in welcher ? und m ganze Zahlen sind. 

Besitzt nun die Congruenz (1) noch eine dritte von « und ß 
verschiedene Wurzel y, so ergiebt sich, da weder  — «) noch 
(# — P) durch p theilbar ist, dass y eine Wurzel der Congruenz 
(a) = 0 ist; verführt man daher wie früher, so erhält man eine 
Gleichung von der Form 


Je) = Ra) — Pay) Aa)+P(r&® +se+t), 
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wo r, s, t ganze Zahlen bedeuten, Setzt man diese Schlussweise 
fort, so gelangt man offenbar zu folgendem Satze: Besitzt die Con- 
grueng nten Grades 

f@) = 0 (mod. p), 
deren Modulus p eine Primzahl ist, n incongruente Wurzeln 
aß, y ...A, so ist ihre linke Seite von der Form 

FD) = a@—- )Ra—Pa—r).:. aM +PpVl@) (8) 
wo a den höchsten Obefficienten von f(x), und (x) ein Polynom 
bedeutet, dessen Coefficienten ganze Zahlen sind. 

Und aus diesem ersten Satze folgt sogleich der zweite*): Eine 
Congruenz vom Grade n, deren Modulus eine Primzahl ist, kann 
niemals mehr als n incongruente Wurzeln haben. Denn hätte die 
Congruenz (1) ausser den n Wurzeln &, ß...A noch mindestens 
eine solche u, die mit keiner der vorhergehenden congruent ist, 
so würde aus der Gleichung (3) folgen, dass das Product 


aa — a) —P)u—r)...(u—A) 
durch p theilbar wäre, was unmöglich ist, da der Voraussetzung 
nach keiner der Factoren durch p theilbar ist. 

Man hätte diese beiden Sätze, welche für die Folge von der 
grössten Wichtigkeit sind, auch in umgekehrter Ordnung aus dem 
in der Gleichung (2) ausgesprochenen Resultat schliessen können. 
Da nämlich jede von « verschiedene Wurzel 8 der Congruenz (1) 
eine Wurzel der Congruenz nächst niedrigeren Grades 


fı(&) = 0 (mod.p) 

ist, so folgt hieraus unmittelbar, dass die erstere Congruenz höch- 
stens eine Wurzel mehr besitzt, als die letztere; da nun eine Con- 
gruenz ersten Grades (sobald der Modulus eine Primzahl ist) nur 
eine Wurzel besitzt, so kann eine Congruenz vom zweiten Grade 
höchstens 2, folglich eine Congruenz dritten Grades höchstens 3 
u. s. f, allgemein eine Congruenz nten Grades höchstens n incon- 
gruente Wurzeln besitzen. Und nachdem so der zweite Satz be- 
wiesen ist, ergiebt sich auch der erste leicht auf folgende ‚Weise. 
Gesetzt, die Congruenz (1) vom nten Grade hat wirklich » incon- 
gruente Wurzeln &, ß, 9... A, so bilde man die Differenz 


Fa) —a— u) (a — Pla—y)..- (a —A) = Pla) 


wo a den höchsten Coefficienten in f(x) bezeichnet, und denke sich 


*) Lagrange: Nouvelle methode pour rösoudre les problemes indeter- 
. # % y er . m r r 
mines en nombres entiers, M&m. de l’Ac. de Berlin. TEXXIV 
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dieselbe nach Potenzen von x geordnet; dann ist zu zeigen, dass 
alle Coefficienten dieses Polynoms @ (x), dessen Grad höchstens 
—n— 1, also jedenfalls kleiner als » ist, durch p theilbar sind. 
Gesetzt, dies wäre nicht der Fall, und es wäre x” die höchste in 
$ (x) vorkommende Potenz von x, deren Coefficient nicht durch p 
theilbar wäre, so wäre 
EL p(x) = 0 (mod.p) 
eine Congruenz vom rten Grade, welche, wie man unmittelbar 
einsieht, die n incongruenten Zahlen «, ß... A zu Wurzeln hätte, 
also, dar<n ist, mehr Wurzeln besässe, als ihr Grad Einheiten 
enthält. Da dies gegen den schon bewiesenen Satz streitet, so 
' müssen wirklich alle Coefficienten von @ (x) durch p theilbar sein, 
d. h. es muss 
ya) =pYrl) 

sein, wo sämmtliche Coefficienten des Polynoms Y (x) ganze Zahlen 
sind. Dies war aber der Inhalt des ersten Satzes. 

Wir können zu diesen beiden Sätzen noch den folgenden dritten 
hinzufügen: Wenn 


fa) = Pla) vl) 
ist, wo die Coefficienten der Polynome p(x) und Y (x) sämmtlich 
ganze Zahlen sind, und wenn die Congruenz 


fe) = 0 (mod.p), (4) 
(wo p wieder eine Primzahl bedeutet) ebenso viele incongruente 


Wurzeln besitzt, als ihr Grad Einheiten enthält, so gilt dasselbe 
von jeder der beiden Congruenzen 
p(z2) = 0 (mod.p), Ya) = 0 .(mod.p). (5) 
Zunächst leuchtet nämlich ein, dass jede Wurzel & der Congruenz 
(4) auch eine Wurzel von mindestens einer der beiden Congruenzen 
(5) sein muss; denn aus 
p(a) y(a) = f(e) = 0 (mod.p) 
folgt, dass mindestens eine der beiden Zahlen p(«), Y («) durch p 
theilbar sein muss. Hätte nun eine der beiden Congruenzen (5) 
weniger incongruente Wurzeln, als ihr Grad Einheiten enthält, so 
müsste nothwendig die Anzahl der Wurzeln der anderen Congruenz, 
d. h. der übrigen Wurzeln der Congruenz (4) ihren Grad über- 
steigen, da die Summe der Grade der beiden Polynome @ (x) und. 
Y(x) genau dem Grade des Polynoms f(x) gleich ist. Da dies 
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gegen den zweiten Satz verstossen würde, so muss die Anzahl der 
ıncongruenten Wurzeln einer jeden der beiden Congruenzen (5) 
genau ihrem Grade gleich sein *). 


8. 27. 


Von diesen wichtigen Sätzen machen wir sogleich eine An- 
wendung. Zufolge des Fermat’schen Satzes genügt jede der (p—1) 
' unter einander nach dem Modul p incongruenten Zahlen 

IP DR. — 
der Congruenz Ban 
| 2-2 — 1 = 0 (mod. p), 
und diese Zahlen bilden auch ihre sämmtlichen incongruenten 
Wurzeln. Es ist daher nach dem ersten der vorhergehenden drei 
Sätze 
ar — 1=( —1) (2) (2-35)... ep+l)+tpVß), 

worin (x) ein Polynom mit ganzen Coefficienten bezeichnet. Ent- 
wickelt man daher das rechter Hand befindliche Product nach Po- 
tenzen von x, so muss der Üoefficient einer jeden Potenz von x dem 
entsprechenden linker Hand in Bezug auf den Modul p congruent 
sein. Wir wollen hier nur den interessantesten Fall betrachten, der 
sich durch die Vergleichung der Glieder ergiebt, welche von & 
unabhängig sind. Ist zunächst p eine ungerade Primzahl, so ist 
dieses Glied rechter Hand, da die Anzahl p — 1 der negativen 
Factoren gerade ist, 

1.20 a ID 1); 
linker Hand dagegen = — 1, und hieraus ergiebt sich der nach 
Wilson benannte Satz: 

Wenn p eine Primzahl bedeutet, so ist das um eine Einheit 
vergrösserte Product aller kleineren Zahlen als p durch p theilbar, 
in Zeichen 

1.2...(p—-1) = — 1 (mod.p). 

So ist z. B. 

Lam Bd, 5,0 Bl 721 
theilbar durch 7. 


*) Eine weitere Entwickelung dieses Gegenstandes findet man in 
meiner Abhandlung: Abriss einer Theorie der höheren Oongruenzen in 
Bezug auf einen reellen Primzahl- Modulus, Orelle’s ‚Journal, Bd. 54. — 
Vergl. die nachgelassene Abhandlung von Gauss: Analysis BResiduorum, 


Gauss Werke, Bd. II. 1863. 
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Der Wilson’sche Satz gilt aber auch für die Primzahl 2, da 
in diesem Fall + 1 und -—- 1 einander congruent sind. 

Dieser Satz ist dadurch bemerkenswerth, dass er sich um- 
kehren lässt und deshalb ein charakteristisches Merkmal für eine 
Primzahl abgiebt. Denn nimmt man umgekehrt an, es sei 

12 EBD 

durch p theilbar, so muss p eine Primzahl sein; wäre nämlich p 
eine zusammengesetzte Zahl, also ausser durch I und durch sich 
selbst auch noch durch eine andere Zahl a theilbar, so würde a 
nothwendig eine der Zahlen 2,3... (p— 1) sein müssen; da nun 
die obige Summe und ihr erstes Glied durch «a theilbar ist, so 
müsste auch das zweite Glied 1 durch a theilbar sein, was nicht 
möglich ist. 

Einen anderen interessanten Satz erhält man durch Anwen- 
dung des dritten der vorhergehenden Sätze auf dasselbe Beispiel. 
Bezeichnet nämlich ö irgend einen Divisor von p—1, so ist be- 
kanntlich 

ar — 1—= (2° —1) v2); 
wo »(x) ein Polynom mit ganzen Coefficienten bedeutet. Hieraus 
folgt also: Die Congruenz 
2° =] (mod.p), 
deren Grad Ö ein Divisor von p— 1 ist, besitzt stets 8 incongruente 
Wurzeln. 


g. 28. 


Der zuletzt abgeleitete Satz gehört seinem Inhalte nach eigent- 
lich in eine allgemeinere Theorie, nämlich in die Theorie der 
binomuischen Congruenzen von der Form 

aar = b (mod.k). 
Dieselbe stützt sich auf die Betrachtung der sogenannten Potenz- 
reste, d.h. der Reste der successiven Potenzen einer Zahl, und wir 
beschäftigen uns daher zunächst mit der Untersuchung der inter- 
essanten Gesetze, welche hier hervortreten. 

Es sei also k ein beliebiger Modul, und «a relative Primzahl 
gegen denselben; bilden wir nun die Reihe 

1,903, a3.. 
der successiven Potenzen von « und setzen dieselbe hinreichend 
weit fort, so muss es einmal geschehen, dass zwei verschiedene 
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Glieder a° und a+r einander nach dem Modul k congruent wer- 


den; denn es giebt ja nur eine endliche Anzahl incongruenter 
Zahlen. Aus der Congruenz 


actr = a®.ar = a* (mod.k) 
folgt aber, da a® relative Primzahl gegen den Modul % ist, dass 
= 1(mod.k) 


ist. Es giebt daher, was wir auch schon durch den verallgemei- 
nerten Fermat’schen Satz ($. 19) wussten, stets eine Potenz von a, 
welche durch % dividirt den Rest 1 lässt. Unter allen Potenzen 
von a, welche dieselbe Figenschaft haben, ist aber besonders die- 
Jenige bemerkenswerth, welche den kleinsten Exponenten hat; doch 
versteht sich von selbst, dass der Exponent Null hier nicht in 
Betracht kommt, für welchen die entsprechende Potenz ja stets 
= 1 sein würde. Bezeichnen wir mit ö diesen kleinsten positiven 
Exponenten, für welchen 
a® = 1 (mod. k) 


wird, so wollen wir sagen, die Zahl a gehöre zu dem Exponenten 
ö oder zu derZahl d. Dann leuchtet zunächst ein, dass die ersten 
ö Glieder der obigen Potenzreihe, d. h. die Zahlen 


la ala 


sämmtlich incongruent unter einander sind; denn aus einer Con- 
gruenz von der Form at" =a°, wo s und s + n kleiner als ö 
sind, würde wieder a” = 1 folgen, was mit der Voraussetzung im 
Widerspruch steht, dass keine niedrigere Potenz als «° den Rest 
1 lässt. | 

Die folgenden Glieder der Reihe geben nun genau dieselben 
Reste, und auch in derselben Reihenfolge, denn es ist 


ade are aan... , am gl 

a, atma arm... aa 

a], alt=a Alta... az at! 
u. 8. W. 


Um daher zu erfahren, welchen Rest eine beliebige Potenz a* lässt, 
dividire man den Exponenten s durch ö und brings ERS sin 
die Form s—mö-+r, wo r eine der Zahlen 0,1, .6—)1) 


bezeichnet. Dann ist 
us — amd+tr = ar (mod.k). 
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Hieraus geht ferner hervor, dass zwei solche Potenzen wie a® und 
a®' stets, aber auch nur dann congruent sein werden in Bezug auf 
den Modul k, wenn s = s’ (mod. d); denn ist r’ der bei der Divi- 
sion von s’ durch ö hervorgehende Rest, so ist a” = a” (mod.k). 
Ist daher 


a® 


a® (mod.k), 


Il 


so muss auch 
ar = a” (mod.k) 


sein; da aber r und r’ kleiner als ö sind, so ist dies nur dann mög- 
lich, wenn r==r’ ist, woraus s=s’ (mod. 6) folgt; und umgekehrt 
leuchtet ein, dass, sobald s = s’ (mod.6), also r = r ist, auch 
a° == a” (mod.k) sein muss. 

Ein specieller Fall ist der, dass, sobald a° = 1, also a’ = a’ 
ist, nothwendig s = 0 (mod.ö), d. h. dass s theilbar durch Ö sein 
muss. Nun wissen wir schon aus dem verallgemeinerten Fermat’- 
schen Satz, dass stets 


ar®) = 1 (mod.k) 


ist; hieraus folgt also, dass die Zahl d, zu welcher eine Zahl « 
gehört, stets ein Divisor von @(k) sein muss*). 


8. 29. 


Beschränken wir uns jetzt wieder auf den Fall, in welchem 
der Modul eine Primzahl p und also « irgend eine durch p nicht 
theilbare Zahl ist, so folgt aus der letzten Bemerkung, dass die 
Zahl d, zu welcher a gehört, jedenfalls ein Divisor von p(p) = 
p—1 seinmuss. Mankann nun umgekehrt fragen: wenn ö irgend 
ein Divisor von p—1 ist, giebt es dann jedesmal auch Zahlen a, 
welche zu ö gehören? und wie viele? Nehmen wir zunächst einmal 
ein Beispiel, indem wir p—=17 setzen. Da aus a = b (mod.p) 
auch stets a° = b* (mod.p) folgt, so gehören je zwei congruente 
Zahlen auch stets zu demselben Exponenten, und wir brauchen 
daher in unserem Beispiel nur die Zahlen a = 1, 2, 3, 4, 5, 6 zu 
betrachten; durch wirkliches Potenziren, welches man dadurch 
abkürzt, dass man statt jeder Potenz immer ihren kleinsten Rest 


*) Ein anderer Beweis dieses Satzes findet sich in den Supplementen 
Ve 8197: 
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substituirt, findet man nun das in der folgenden Tabelle aus- 
gedrückte Resultat: 


«| 2] 2.31.4157 6 
IE ITTT 

Es gehört daher zu dem Divisor 6 — 1 nur die einzige Zahl 
l,zu ö= 2 nur die einzige Zahl 6; u 8 —3 gehören zwei 
Zahlen, nämlich 2 und 4, und zu 6 —=6 gehören die beiden 
Zahlen 3 und 5. 

Nehmen wir nun vorläufig einmal an, dass mindestens eine 
Zahl a existirt, welche zu dem Exponenten ö gehört, so sind die 
ö Zahlen 

aa a a (A) 


nach dem Vorhergehenden sämmtlich incongruent; da ferner 
a’ = 1, so ist auch 


(ar)? — (aP)r = 1 (mod.p), 
d. h. die ö Zahlen (A) sind Wurzeln der Congruenz 
x’ = 1 (mod.p), 


und da sie unter einander incongruent sind, und der Modulus eine 
Primzahl ist, so bilden sie auch die sämmtlichen Wurzeln dieser 
Congruenz vom Grade Öd. Jede Zahl aber, welche zum Exponenten 
ö gehört, muss vor Allem eine Wurzel dieser Congruenz sein, und 
wir haben daher alle etwa existirenden Zahlen, die zu ö gehören, 
unter den Zahlen (A) zu suchen. Wir fragen daher: zu welchem 
Exponenten h gehört irgend eine dieser Zahlen, z.B. ar? d.h. 
welches ist die kleinste positive Zahl h, für welche 


(ar) = a’«=1 (mod.p) 


ist? Offenbar muss rh (da « zum Exponenten Ö gehört) durch 6 
theilbar sein; ist daher e der grösste gemeinschaftliche Divisor 
vonr— er und 6 — sö, so muss h durch Ö theilbar sein; die 
kleinste Zahl h, welche diese Bedingung erfüllt, ist ofienbar 0’ 
selbst, und es ist auch wirklich 
(ar) — (a) = 1 (mod.p); 

also ist 6’ die Zahl, zu welcher «” gehört. Soll also a” zum 
Exponenten ö gehören, so muss &—= 1, also r relative Primzahl 
gegen Ö sein; und umgekehrt, sobald 310 der Fall, also e=1 
ist, gehört auch a” wirklich zum Exponenten 6. Wir erhalten 


Dirichlet, Zahlentheorie, 5 
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so das Resultat, dass unter den Zahlen (A) genau ebenso viele zu 
dem Fxponenten d gehören, als es unter den Exponenten . 


a 


relative Primzahlen zu ö giebt; es giebt daher p(d) solche Zahlen. 

Da wir angenommen hatten, dass mindestens eine solche Zahl 
a existirte, so können wir das Bisherige so zusammenfassen: Ist 
p eine Primzahl und ö ein Divisor von p—1, so ist die Anzahl 
der incongruenten Zahlen, die zu ö gehören, entweder —0, oder 
—9(6). Um nun über diese Alternative zu entscheiden, betrachten 
wir die Gesammtheit aller p— 1 nach dem Modul p incongruenten 
und durch p nicht theilbaren Zahlen; wir theilen dieselben in 
Gruppen ein, indem wir je zwei incongruente Zahlen in dieselbe 
oder in verschiedene Gruppen werfen, je nachdem sie zu dem- 
selben Divisor ö von p— 1 gehören öder zu verschiedenen. Be- 
zeichnen wir mit Y(d) die Anzahl der Individuen, welche in die 
dem Divisor ö entsprechende Gruppe gehören, so muss, da jede 
der p— 1 vertheilten Zahlen in eine, aber auch nur in eine solche 
Gruppe gehört, 

>> u (Ö) =p—l1 

sein, wo das Summenzeichen sich auf sämmtliche Divisoren d von 
p—1 bezieht; wir wissen ferner schon, dass 


Y» (8) entweder = 0, oder = g(ß) 
ist. Da nun früher bewiesen ist ($. 13), dass auch 


xyd)=p—1 
ist, so folgt hieraus mit Nothwendigkeit, dass 
ı (6) niemals — 0, sondern stets —= 9 ($) 


ist. Denn da jedes Glied Y(ö) der ersteren Summe dem ent- 
sprechenden der letzteren höchstens gleich sein, aber niemals das- 
selbe übertreffen kann, so würde, sobald nur ein einziges Mal oder 
öfter Y(d) = 0 wäre, die erstere Summe nothwendig kleiner aus- 
fallen müssen als die letztere, während sie in der That einander 
gleich sind. Wir haben so den wichtigen Satz*) gewonnen: 

Die Anzahl der sämmtlichen incongruenten Zahlen, welche zu 
einem bestimmten Divisor 6 von p—1 gehören, ist steis — p (6). 

Es genügt, einen Blick auf das obige Beispiel zu werfen, in 
welchem p = 7, um (diesen Satz bestätigt zu sehen. 


*) Gauss!: D. A, art. 54. 
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8. 30. 


Am interessantesten und folgenreichsten ist der in diesem 
Resultat enthaltene specielle Fall, in welchem $ — p—L1 ist: 


Es giebt stets  (p— 1) ineongruente Zahlen g, welche zu dem 
Exponenten p—1 gehören, welche also die charakteristische Eigen- 
schaft haben, dass die p— 1 Potenzen 


1,9, 9%, 9°... gP=? (@) 
sämmtlich incongruent (mod.p) sind. 


Da es überhaupt nur 9— 1 incongruente und durch p nicht 
theilbare Zahlen e giebt, so folgt, dass jede solche Zahl c einer, 
und natürlich auch nur einer der Potenzen (@) congruent ist. 
Jede solche Zahl g, welche zum Exponenten p—1 gehört, heisst 
eine primitive Wurzel der Primzahl p*), und man kann daher 
sagen: wenn g eine primitive Wurzel von p ist, und c irgend eine 
durch p nicht theilbare Zahl, so existirt stets eine Zahl y in der 
Reihe 0, 1,2...p—?2 und nur eine von der Beschaffenheit, dass 


ce = g’ (mod.p) 
ist. Wenn man in dieser Weise alle incongruenten und — was im 
Folgenden immer hinzuzudenken ist — durch p nicht theilbaren 


Zahlen als Potenzen einer Basis g darstellt, so heissen die Expo- 
nenten » die Indices der zugehörigen Zahlen ce in Bezug auf die 
Basis g, und man schreibt z. B. 
Ind. 79 
indem man die Basis g, so lange sie unverändert bleibt, in der 
Bezeichnung unterdrückt. 
Nehmen wir z. B. p — 13, so überzeugt man sich leicht, dass 
2 eine primitive Wurzel ist; denn durch Potenziren erhält man 
Del, re), Zeh 2m, 2% 3, 2=6, 
2a), ve, Beide Mel, en, 
Nehmen wir daher 2 zur Basis eines Systems von Indices, so 
erhalten wir folgende Tabellen: 


Il 


*) Euler: Demonstrationes circa residua ex divisione potestatum per 
a3 m 5 
numeros primos resultantia, Nov. Comm. Petrop. XVII, p. 85. 
Fx* 
[9] 
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e}ı]2|3j4/5|6,7[|8]9]|10 | 111 12] 
Ddejojıjz]2j9]j5| 1n]j3aj8|10| 7[.6] 
und 
Ind..<.1.0:1,1-1.271 3:4 one FI BTa er 
Er EUCHETENERLERTERTGEHETETHNGE 


deren erstere dazu dient, zu einer Zahl ce den Index zu finden, 
während die zweite den entgegengesetzten Zweck hat”). 

Offenbar hat dieses ganze Verfahren die grösste Analogie mit 
der Construction von Logarithmentafeln, die ja auf den ähnlichen 
(redanken beruhen, alle positiven Zahlen als Potenzen einer ein- 
zigen Basis darzustellen; und es zeigt sich nun auch, dass in der 
Zahlentheorie die Indices ähnliche Gesetze befolgen und für prak- 
tische Zwecke ebenso brauchbar sind, wie die Logarithmen. Zu- 
nächst leuchtet ein, dass zwei congruente Zahlen auch stets den- 
' selben Index haben, in Zeichen: wenn a = b (mod. p), so ist auch 
Ind. a = Ind. d. Ist ferner e= ab (mod.p), so ist Ind. ce = 
Ind. « + Ind. 5 (mod.p — 1), oder kürzer, es ist stets 


Ind. (ab) = Ind. « + Ind. 5 (mod.p — 1). 
Denn es ist ja 
a= givda (mod.p); db = ylw4d (mod.p), 


also 
ab == gie IIal.s (mod. p); 


nun ist aber auch 
ab = g!»d-(ad) (mod.p), 


folglich 
gind.(@) = gInd.a +Ind.d (mod.p). 


Da nun g eine primitive Wurzel von p, also eine zum Exponenten 
ö == (p— 1) gehörende Zahl ist, so folgt aus $. 28 die Richtigkeit 
der zu beweisenden Öongruenz nach dem Modul p—1. Nehmen 
wir unser obiges Beispiel, in welchem p —= 13, so ist z. B, 


Ind. (7) 11,9 a9) 
folglich 
Ind. (63) = 19 (mod. 12) 
oder 
Ind. (63) et 


*) Im Canon Ärithmetieus von Jacobi (1839) findet man solcha Tabellen 
für alle dem ersten Tausend angehörenden Primzahlen. 
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In der That ist aber 63 = 11 (mod. 13), und Ind. (11) —= 7. Man 
sieht aus diesem Beispiel, wie eine solche Doppeltafel der Indices 
dazu benutzt werden kann, mit Leichtigkeit die Classe (11) zu 
finden, welcher das Product (63) aus zwei Zahlen (7 und 9) an- 
gehört, 

Natürlich lässt sich der vorstehende Satz auf ein Product 
aus beliebig vielen Factoren in folgender Weise ausdehnen: 


Ind. (ade...) = Ind. a + Ind. 5+ Ind. c + - - - (mod. p— 1). 


Nimmt man hierm alle Factoren einander congruent, so erhält 
man: 

Ind. (a*) = n Ind. a (mod. p — 1), 
wo n irgend eine positive ganze Zahl bedeutet. 

Es liesse sich hieraus auch leicht nachweisen, dass der Ueber- 
gang von einem System von Indices zu einem anderen, dessen Basis 
eine andere der g(p — 1) primitiven Wurzeln ist, ganz ähnlichen 
Gesetzen unterliegt, wie der Uebergang von einem Logarithmen- 
system zu einem anderen; wir beschränken uns indessen auf fol- 
gende einfache Bemerkungen. Wie auch die Basis y gewählt sein 
mag, der Index von 1 ist stets = 0; denn es ist immer 9’ — 1. 
Ferner ist (den Fall p—=2 ausgenommen) der Index von — 1 stets 
—:(p— 1); denn da nach 8. 19 

»—1 p—] 
gp-ı—1l=(@g? —1)(°?+1)= 0 (mod.p) 
ist, so muss mindestens eine der beiden Zahlen 


Pl 21 


enge] 


durch p theilbar sein; die erstere ist es aber nicht, denn sonst wäre 


y—1 


a?®: =1 (mod.p), 


was mit der Voraussetzung im Widerspruch ist, dass g zum Ex- 
ponenten p— 1 gehört; es ist daher stets 


»—1 

g?: =— 1 (mod.p) 
und folglich Ber 

Ind. — 1) =, - 


Es verdient endlich noch bemerkt zu werden, dass man die 
Indices, statt aus den Zahlen 0, 1,2... (p— 2), ebenso gut aus 
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jedem anderen vollständigen System incongruenter Zahlen in Be- 
zug auf den Modul p—1 wählen kann; die soeben bewiesenen 
Fundamentalsätze erleiden dadurch nicht die geringste Aenderung. 

Man kann nun die Indices benutzen, um eine Üongruenz ersten 
Grades 

ax = b (mod.p), 

die hier die Stelle eines Divisionsproblems vertritt, mit Leichtig- 
keit aufzulösen; denn es muss offenbar 


Ind. x = Ind. b — Ind. a (mod. p — 1) 
sein. Ist also z. B. die Congruenz 
5x = 6 (mod. 13) 
zu lösen, so wird man, indem man wieder die primitive Wurzel 2 
zur Basis des Indexsystems wählt, 
Ind. = Ind. 6 _ Ind.5=5—9= 8 (mod. 12) 
und folglich 


<= 9 (mod. 13) 
finden. 


Diese Methode, Congruenzen ersten Grades aufzulösen. scheint 
auf den ersten Blick nur dann anwendbar, wenn der Modul eine 
Primzahl ist; allein man kann leicht zeigen, dass jede beliebige 
Congruenz ersten Grades 

ax = b (mod.k), 
deren Modul eine zusammengesetzte Zahl ist, auf eine Kette von 
Congruenzen reducirt werden kann, deren Moduln Primzahlen sind. 
Wir können uns hierbei auf den Fall beschränken, in welchem a 
relative Primzahl gegen k ist. Man löse nun zuerst die Congruenz 


ax = b (mod.p), 


wo p irgend eine in k—= pk’ aufgehende Primzahl ist, nach der 
neuen Methode, so erhält man ein Resultat von der Form 


z=o(mod.p) oder =« + pr’, 
wo x’ eine beliebige ganze Zahl ist; substituirt man diesen Ausdruck 
in die gegebene Congruenz, so nimmt sie die folgende Form an: 
pax' =b — aa (mod.k). 


Da nun 5 — a& durch p theilbar, also von der Form d’p ist, so 
stimmen sämmtliche Wurzeln der vorstehenden Congruenz mit den 
sämmtlichen Wurzeln der Congruenz 
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ax' = b’ (mod.k') 

überein. Auf dieselbe Weise kann man nun fortfahren, indem man 

diese Congruenz zunächst nur in Bezug auf eine in %k’ aufgehende 

Primzahl p’ löst, u. s. f.; man braucht dann zuletzt nur noch von 


der Wurzel der letzten dieser Congruenzen durch successive Sub- 
stitution zu der der ursprünglichen überzugehen. 


8. 31. 


Wir benutzen nun noch die Theorie der Indices, um auf sie 
die Theorie der binomischen Congruenzen für einen Primzahl- 
modulus p zu stützen; nach einer früheren Bemerkung kann man 
einer jeden solchen binomischen Congruenz die Form 

x" = D (mod.p) (1) 
geben, in welcher der Coefficient der Potenz der Unbekannten 
= 1 ist; da ferner der Fall, in welchem D = 0 (mod.p) und 
folglich auch x = 0 (mod. p), ohne Interesse ist, so schliessen wir 
denselben aus. 

Bezeichnen wir nun zur Abkürzung die Indices von D und & 
resp. mit y und & (wenn irgend eine primitive Wurzel g von p zur 
Basis genommen ist), so reducirt sich die Auflösung der Congruenz 
(1) auf die Bestimmung aller Wurzeln & der Congruenz ersten 
Grades 

ne =y (mod.p—1); (2) 
denn offenbar entspricht jeder Wurzel der einen dieser beiden 
Congruenzen (1) und (2) auch stets eine und nur eine Wurzel der 
anderen. 

- Es sei jetzt ö der grösste gemeinschaftliche Divisor der Zahlen 
p — 1 und n, so ist ($. 22) die Congruenz (2) uur dann möglich, 
wenn die Bedingung 

y=0 (mod. 6) (3) 


erfüllt ist, und dann hat sie ö nach dem Modul p — 1 incongruente 
Wurzeln & Wir schliessen hieraus unmittelbar den Satz: 

Ist ö der grösste gemeinschaftliche Divisor des Grades n der 
Congruenz (1) und der Zahl p — 1, so ist diese Congruenz nur 
dann möglich, wenn die Bedingung 

Ind. D= 0 (mod. Ö) (4) 
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erfüllt ist, und dann besitzt sie ö nach dem Modul p incongruente 
Wurzeln x. 
Liegt z. B. die Congruenz 
x? = 3 (mod. 13) 

vor, so ist 6 — 4; nehmen wir ferner die primitive Wurzel 2 als 
Basis für die Indices, so ist Ind. 3 — 4, also ist die Bedingung (4) 
erfüllt, und die vorgelegte Congruenz hat 4 nach dem Modul 13 
incongruente Wurzeln; um diese zu finden, bilden wir die Con- 
gruenz ersten Grades 


8SE= 4 (mod. 12) oder 2&= 1 (mod. 3), 
und erhalten hieraus 
E == 2 (mod. 3) 
oder 
&E=2, oder 5, oder 8, oder 11 (mod. 12), 
folglich, indem wir zu diesen Indices & die zugehörigen Zahlen 


suchen, 
x==4, oder 6, oder 9, oder 7 (mod. 13). 


Da die Möglichkeit der binomischen Congruenz von der Wahl 
der primitiven Wurzel g, auf welche sich die Indices y und & be- 
ziehen, nothwendig unabhängig sein muss, so wird das Kriterium, 
dass der Index y einer Zahl D durch einen Divisor ö der Zahl 
p—1 theilbar sein muss, in eine von der Theorie der Indices 
unabhängige Form gebracht werden können. Dies bestätigt sich 
auf folgende Weise. Sobald in Bezug auf irgend eine Basis y 
der Index y der Zahl D durch den Divisor ö von p—1 theilbar, 
also von der For Aö ist, so haben wir die Congruenz 


D= g*? (mod.p) 
und hieraus durch Potenzirung 


p—1 


DI = g-a—-V = 1 (mod.p); 
und umgekehrt, sobald die Zahl D dieser Bedingung 
p—1 
D°’ =1 (mod.p) (5) 
genügt, muss der in Bezug auf eine beliebige Basis g genommene 
Index y der Zahl D durch ö theilbar sein; denn es sei 


D= y’ (mod.p), 
so folgt hieraus 
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,. 

g ?° =l(mod.p), 

und da g eine primitive Wurzel, d. h. eine zum Exponenten p — 1 
gehörende Zahl ist, so muss der Exponent durch p—1, und folg- 
lich der Index y durch ö theilbar sein. 

Nachdem hiermit die obige Bedingung (3) oder (4) in das 
von Euler*) gefundene und nach ihm benannte Kriterium (5) 
umgeformt ist, können wir unseren Satz in folgender Weise un- 
abhängig von der Theorie der Indices aussprechen: 

Ist ö der grösste gemeinschaftliche Divisor der Zahlen n und 
P—1, so hat die Congruenz 

x" = D (mod.p), (1) 
genau 6 incongruente Wurzeln, oder gar keine, je nachdem die Zahl 
D der Bedingung 

p—1 

9° = 1 (mod.p) (5) 
genügt oder nicht genügt. 

Den speciellen Fall, in welchem d = n und D= 1 ist, haben 
wir schon früher ($. 27) auf anderem Wege bewiesen; es würde 
nicht schwer sein, aus den dort angewandten Principien auch den 
allgemeinen Satz abzuleiten, ohne die Theorie der Indices zu Hülfe 
zu rufen; doch überlassen wir der Kürze halber diese Untersuchung 
dem Leser. 

Wir können nun auch noch die Frage aufstellen: wenn der 
Grad n der Congruenz (1) gegeben ist, wie viele incongruente 
Zahlen D existiren, für welche die Congruenz (1) möglich ist? 
Hierauf liefert der Satz selbst sogleich die‘ Antwort, denn diese 
Zahlen’ D sind ja die sämmtlichen Wurzeln der binomischen Con- 


gruenz 
ee, 


x? =1 (mod.p); 
der grösste gemeinschaftliche Divisor des Exponenten (p— 1): ö 
und der Zahl p— 1 ist in diesem Falle der Exponent (p— 1): ö 
selbst, und da das Kriterium für die Möglichkeit offenbar erfüllt 
ist, so ist also die Anzahl aller incongruenten Zahlen D, für welche 
die Congruenz (1) möglich ist, genau = (p—1):6. Man nennt 


*) Theoremata circa residua ex divisione potestatum relicta, artt. 64. 72 
(Nov. Comm. Petrop. VII). 
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solche Zahlen D, welche der nten Potenz einer Zahl congruent 
sind, kurz nte Potenzreste, und wir können daher sagen: 

Die Anzahl aller nten Potenzreste ist — (p — 1): 6, wo ö den 
grössten gemeinschaftlichen Divisor der Zahlen n und p — 1 be- 
zeichnet. 

Man findet dieselben offenbar, wenn man alle incongruenten 
Zahlen zur nten Potenz erhebt und deren Reste bildet. Wenn 
n = 2, 3, 4 ist, so nennt man diese Zahlen resp. quadratische, cu- 
bische, biquadratische Reste. Mit der Theorie der ersteren, welche 
für sich allein schon eine grosse Ausdehnung besitzt, werden wir 
uns nun im Folgenden ausführlich beschäftigen, 


Dritter Abschnitt, 


Von den quadratischen Resten. 


8. 32. 


Wir behandeln im Folgenden ausführlich die Theorie der 
Congruenzen von der Form 


2? = D (mod.k), (1) 


in welcher wir stets D als relative Primzahl gegen den Modul k 
voraussetzen. Es würde sich leicht zeigen lassen, dass jede be- 
liebige Congruenz zweiten Grades auf diesen Fall zurückgeführt 
werden kann; doch wollen wir uns dabei nicht aufhalten. So oft 
nun die Congruenz (1) möglich ist, d. h. so oft sie Wurzeln hat, 
heisst die Zahl D quadratischer Test der Zahl k; im entgegen- 
gesetzten Fall heisst D quadratischer Nichtrest der Zahl k. Man 
lässt auch häufig, wenn kein Missverständniss zu befürchten ist, 
das Beiwort „quadratisch“ fort und nennt kurz die Zahl D Rest 
oder Nichtrest von k, je nachdem die Congruenz (1) möglich ist 
oder nicht. Unmittelbar leuchtet hieraus ein, dass zwei nach dem 
Modul k congruente Zahlen entweder beide Reste von k, oder beide 
Nichtreste von k sind; d.h. alle in einer und derselben Olasse 
enthaltenen Zahlen haben denselben Charakter; je nachdem eine 
von ihnen Rest oder Nichtrest des Modul % ist, sind sie alle Reste 
oder alle Nichtreste von %. 

Die Theorie der quadratischen Reste zerfällt nun in zwei 
Haupttheile; man kann nämlich einmal die Frage aufwerfen: 


76 Dritter Abschnitt. $. 33. 


Wenn der Modul k gegeben ist, welches sind dann die sämmt- 
lichen incongruenten quadratischen Reste von k? und wie viele 
Wurzeln hat die einer jeden dieser Zahlen entsprechende Con- 
gruenz ? 

Bei weitem schwieriger ist aber die Beantwortung der folgen- 
den zweiten Hauptfrage: 

Wenn die Zahl D gegeben ist, welches sind dann die Moduln 
h, für welche die Congruenz (1) möglich ist, d. h. welches sind die 
Zahlen k, von denen die gegebene Zahl D quadratischer Rest ist? 


8. 33. 


Wir beschäftigen uns zuerst mit der ersten Frage und be- 
ginnen die Untersuchung mit dem einfachsten Falle, mit dem näm- 
lich, wo der Modul eine ungerade Primzahl p ist (der Fall p —= 2 
erledigt sich unmittelbar durch die Bemerkung, dass jede ungerade 
Zahl = 1°, also quadratischer Rest von 2 ist). Hier erhalten wir 
die vollständige Antwort sogleich durch die vorhergehende Theorie 
der binomischen Congruenzen ($. 31). In unserem Falle ist nämlich 
n— 2 der Grad der binomischen Congruenz, und da p—1 gerade 
ist, so ist d = 2 der grösste gemeinschaftliche Divisor von n und 
p—1; die CGongruenz 

x: = D (mod.p) 
ist daher stets und nur dann möglich, wenn 

p—1 

3 =1 (mod.p), 
und zwar hat sie jedesmal zwei incongruente Wurzeln; es giebt 
+(p—1) quadratische Reste, und folglich, da die Anzahl aller in- 
congruenten und durch p nicht theilbaren Zahlen gleich p — 1 ist, 
auch $(» — 1) Nichtreste von p. Da ferner nach dem Fermat’- 
schen Satze 

Dt 


DE 
Det — 1=(D®: —1)(DE + 1)= 60 (mod.p) 
ist, so folgt, dass 
De 
D?: =-— 1 (mod.p) 


sein muss, so oft D ein Nichtrest von p ist. Je nachdem also 
sei 
D?z=-+41oder= -— 1 ist, ist D ein Rest oder Nichtrest von 2. 


8. 38. Quadratische Reste. 17 


Nennt man die Eigenschaft einer Zahl D, Rest oder Nichtrest von 
p zu sein, ihren Charakter, so ist derselbe also durch dieses 
Euler’sche Kriterium vollständig bestimmt. 

Es lässt sich indessen auch ganz elementar beweisen, dass 
die Anzahl sowohl der Reste als auch der Nichtreste — 3p—)) 
ist, Quadrirt man nämlich die 4(p— 1) Zahlen 


Eee 


r Y 
2 


so sind die Quadrate sämmtlich incongruent; denn sınd r und s 
zwei verschiedene dieser Zahlen, so ist die Differenz ihrer Quadrate 
r2 — s2—=(r-+s)(r—s) 
nicht theilbar durch p, da die Factoren r+ s und r— s kleiner als 
p sind. Diese 53(» — 1) Quadrate geben also wirklich 1(p — 1) 
incongruente quadratische Reste; dagegen liefern die Quadrate der 

folgenden Zahlen 
Y 2 
Bed) ne een 


dieselben Reste wieder; denn es ist allgemein 


(p— r?=p?—2rp-+r?= r? (mod.p). 
Also ist 3(p— 1) die Anzahl aller quadratischen Reste, und folg- 
lich auch die der quadratischen Nichtreste, 

Da ein Product aus melıreren Factoren, die nicht durch p 
theilbar sind, dieselbe Eigenschaft hat, so kann man nach dem 
Charakter des Productes fragen, wenn die Charaktere der Factoren 
gegeben sind. Beschränken wir uns zunächst auf zwei Factoren, 
so sind folgende drei Fälle zu unterscheiden. 

I. Das Product aus zwei Resten ist wieder ein Rest; denn 
sind a und «' Reste, so giebt es Zahlen z, x’ von der Beschaffen- 
heit, dass « = x? (mod.p), « = x? (mod.p);, hieraus folgt aber 
au’ = (xx)? (mod.p), d. h. aa’ ist Rest von p. 

II. Das Product aus einem Rest und einem Nichtrest ist ein 
Nichtrest. Denn wenn wir ein vollständiges System incongruenter 
und durch p nicht theilbarer Zahlen bilden, so zerfällt dasselbe in 
zwei Gruppen, deren eine $(p--1) Reste — wir wollen sie all- 
gemein mit « bezeichnen — und deren zweite 5(P —1) Nichtreste 
ß enthält. Multiplicirt man nun alle diese Zahlen « und ß mit 
einem Reste «a, so bilden die Producte a® und aß wieder ein voll- 
ständiges System incongruenter (durch p nicht theilbarer) Zahlen, 
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welches also wieder 4(p—1) Reste und 3(p—1) Nichtreste ent- 
hält. In der That sind nun (nach 1.) die Producte u« sämmtlich 
wieder Reste; es müssen daher die anderen 4(p— 1) Producte aß 
sämmtlich Nichtreste sein; also ist das Product aus jedem Rest a 
und jedem Nichtrest ß ein Nichtrest. 

II. Das Product aus zwei Nichtresten ist ein Rest. Denn 
bildet man wieder das System der Reste « und Nichtreste ß, und 
multiplieirt dieselben mit einem Nichtreste 5, so sind die Producte 
b« (nach II.) sämmtlich Nichtreste; folglich müssen die übrigen 
:4(p— 1) Producte 5# sämmtlich Reste sein. 

Man kann diese wichtigen Sätze offenbar in den folgenden 
einen zusammenfassen: 

Ein Product aus beliebig vielen, durch die Primzahl p nicht 
theilbaren Zahlen ist Rest oder Nichtrest von p, je nachdem die An- 
zahl der Nichtreste, welche sich unter den Factoren finden, gerade 
oder ungerade ist. 

Dieser Satz ergiebt sich auch unmittelbar aus dem oben auf- 
gestellten Kriterium für den Charakter einer Zahl; denn da 


va Wirte 
(aber) rg an 
ist, so wird 
= 
(abe..)?=+]1 oder = — 1 (mod.p) 
ee he ie 
sein, je nachdem die Anzahl der Factoren a ?,b?2,ce2..,, 


welche =— 1 sind, eine gerade oder ungerade ist. 

Man kann diesen Satz in Form einer Gleichung ausdrücken, 
wenn man sich eines von Legendre*) in die Zahlentheorie ein- 
geführten Zeichens bedient, welches in allen folgenden Unter- 
suchungen eine grosse Rolle spielt. Legendre bezeichnet nämlich 


durch das Symbol 
G 
7) 


die positive oder negative Einheit, je nachdem die durch die Prim- 
zahl p nicht theilbare Zahl m quadratischer Rest oder Nichtrest 
von p ist; es ist daher stets 


m\ /m 2! m 
EN d Sn Rs 
( ) ( + und m \ ) (mod P) 


*) Theorie des Nombres, Sme &d. Tom. I, 791973 
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Den Satz über den Charakter eines Productes kann man dann 
offenbar durch die folgende Gleichung ausdrücken: 


-B 


Es leuchtet ferner ein, dass, shaldm = n (mod. p), auch 
Sr 
pP pP 


8. 34. 


sein wird. 


Es ist nun interessant, zu sehen, dass die soeben gewonnenen 
Sätze, welche zum Theil als Resultate einer ausgedehnten Theorie, 
wie der der binomischen Oongruenzen, erscheinen, sich aus den 
ersten Principien auf einem ganz elementaren Wege ableiten lassen, 
der zugleich einen neuen Beweis des Wilson’schen und Fermat’schen 
Satzes liefern wird. 

Es sei D irgend eine durch die (ungerade) Primzahl p nicht 
theilbare Zahl, und r irgend eine der Zahlen 


,2,3...0-1); (a) 


dann existirt in derselben Reihe stets eine und nur eine Zahl s 
von der Beschaftenheit, dass 


rs = D (mod.p) 


ist; denn diese Zahl s ist ja die Wurzel der Congruenz ersten 
Grades rxe= D (mod.p); je zwei solche Zahlen r und s der Reihe 
(1), deren Product = D ist, wollen wir zusammengehörige Zahlen 
nennen; offenbar ist durch eine dieser beiden Zahlen die andere 
ebenfalls bestimmt. Identisch können diese beiden Zahlen nur dann 
werden, wenn die Congruenz 

x? = D (mod.p) (2) 
möglich ist. Danach theilen wir unsere Untersuchung in zwei 
Fälle ein. 

Erstens: Die Congruenz (2) ist unmöglich. — Dann sind also 
je zwei zusammengehörige Zahlen yon einander verschieden, und 
da zwei solche Paare stets identisch sind, sobald sie nur eine ge- 
meinschaftliche Zahl haben, so zerfallen die sämmtlichen p — 1 
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Zahlen (1) in 4(p— 1) solche Paare zusammengehöriger Zahlen, 
und folglich ist ihr Product 


ee 
1.2.3... —-)=D : (mod.p). (3) 


Zweitens: Die Congruenz (2) ist möglich. — Dann existirt also 
auch in der Reihe (1) mindestens eine Zahl g von der Beschaffen- 
heit, dass 02 = D; sehen wir zu, ob ausser oe in der Reihe (1) 
noch eine solche Zahl 6 existirt; dann muss 0? = 92, folglich 
(6— e) (6 + 6) durch p theilbar sein; da wir 0 verschieden von @ 
voraussetzen, so ist 9— og nicht theilbar durch p, folglich muss 
6-+ e theilbar durch p, also 6—=-p— eg sein; und in der That ist 
wirklich (p— eo)?= D. ‚Trennen wir nun diese beiden (wirklich 
ungleichen) Zahlen eg und 6—=p— og, deren Product 90 = — 0? 
= — D ist, von den übrigen der Reihe (1), so zerfallen die letzteren 
in 4(p— 3) Paare zusammengehöriger Zahlen von der Beschaffen- 
heit, dass jedes Paar aus zwei verschiedenen Zahlen besteht. Dem- 
nach ist in diesem Fall das Product aller Zahlen der Reihe (1): 


23 
1.2.3... -D=— D ?: (mod.p). (4) 


Nun giebt es aber einen Fall, in welchem die Congruenz (2) 
stets möglich ist, nämlich den, in welchem D—=1 — 1?; wir er- 
halten daher zunächst aus (4) den Satz von Wilson: 


1.2.3... -)=— 1 (mod.p), (5) 


und substituiren wir dies in die Congruenzen (3) und (4), so er- 
halten wir das Resultat, dass 


21 


Dass "oder vr == — Limod.p) 


ist, je nachdem die Congruenz (2) möglich oder nicht möglich ist. 
Da endlich ein dritter Fall nicht existiren kann, so erhalten wir 
allgemein 


N 
PB (D 2 ) = (+1)?= + 1 (mod.p), 
also den Satz von Fermat. 
Durch diese einfache Betrachtung sind wir also sogleich bis 
zu denselben Sätzen in der Theorie der quadratischen Reste ge- 


langt, welche vorher aus der allgemeinen Theorie der binomischen 
Congruenzen abgeleitet waren, 
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8. 35. 
Wir wenden uns jetzt zu der Untersuchung des Falls, in 
welchem der Modul k der quadratischen Congruenz 


x? = D (mod.k) 
die Potenz einer Primzahl p ist; dabei müssen wir den Fall, in 
welchem p = 2, gesondert von den übrigen behandeln, in welchen 
p eine ungerade Primzahl ist*), 

Ist zunächst p eine ungerade Primzahl, und k == p”, wo x 
irgend eine positive ganze Zahl bedeutet, und nehmen wir an, die 
Congruenz 

x? = D (mod. p”) (1) 
sei möglich, so überzeugt man sich leicht, dass sie im Ganzen zwei 
incongruente Wurzeln hat; denn ist © eine bestimmte, und « irgend 
eine Wurzel, so muss 


22 — a2 —= (—0)(C +0) = 0 (mod.p”) 


sein; von den beiden Factoren 2 —« und © -+« ist aber nur einer 
durch p theilbar; denn wären beide durch p theilbar, so wäre auch 
ihre Differenz 2%, und folglich auch « durch » theilbar, was nicht 
der Fall ist, da wir D== ao? als nicht theilbar durch p voraus- 
gesetzt haben. Da also einer der beiden Factoren relative Primzahl 
gegen p” ist, so muss der andere für sich allein durch 9” theilbar 
sein, Es ist daher entweder 


x = a (mod.p”), oder <= — u (mod.p”); 


also hat die Congruenz (1) entweder gar keine Wurzel, oder sie 
hat zwei incongruente Wurzeln « und —o. 

Es ist nun noch zu entscheiden, wann das Eine, wann das An- 
dere stattfinden wird. Da nun jede Wurzel & der Congruenz (1) 
auch eine Wurzel der Oongruenz 


x: = D (mod. p) (2) 


ist, so leuchtet ein, dass die Congruenz (1) nur dann möglich ist, 
wenn D quadratischer Rest von p ist; es fragt sich daher nur, ob 


*) Die nachfolgenden Resultate lassen sich auch aus dem in 8. 145 be- 


wiesenen Satze ableiten. 
Dirichlet, Zahlentheorie. 6 
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auch umgekehrt, wenn D quadratischer Rest von p ist, hieraus die 
Möglichkeit der Congruenz (1) folgt. Um dies zu zeigen, brauchen 
wir nur nachzuweisen, dass, sobald die Congruenz (2) eine Wurzel 
a besitzt (also D quadratischer Rest von p ist), hieraus sich eine 
Wurzel der Congruenz (1) ableiten lässt, welche = « (mod. p) ist; 
und da Aehnliches von jeder Congruenz 7? = D (mod.k) gilt, wo 
D stets dieselbe Zahl, k aber irgend eine Potenz der Primzahl p 
ist, so braucht man nur zu zeigen, dass aus einer Wurzel « der 
Congruenz (1) sich eine Wurzel der Congruenz 


x? = D (mod.p*+!) (3) 
ableiten lässt, welche = «a (mod. p”) ist. Es sei daher 
o?= D(mod.p”) oder ® — D=hp“, 
so setzen wir 


z=aH+tp"y 


woraus 
x? — D=hp” +2ap”y+ p?”y2? = p”(h+20y) (mod.p* +1) 


folgt; damit nun «2 = D (mod. p”+!) werde, braucht y nur so 
bestimmt zu werden, dass 


2ay = — h (mod. p) 


werde; da nun D, folglich auch «, und also, da » ungerade ist, 
auch 2« eine durch p nicht theilbare Zahl ist, so lässt sich y stets 
so wählen, dass es dieser Congruenz ersten Grades genügt*). Wir 
sehen also, dass aus der Möglichkeit der Congruenz (1) auch stets 
die Möglichkeit der Congruenz (3) folgt; durch dieselbe wiederholt 
angewendete Schlussweise ergiebt sich also auch, dass aus der 
Möglichkeit der Congruenz (2) stets die der Congruenz (1) folgt, 
und wir haben auch eine Methode gefunden, um aus einer Wurzel 
der Congruenz 2? = D für den Modul p successive eine Wurzel 
derselben Congruenz für die Moduln p?, p!... pP” zu gewinnen. 
Wir haben mithin folgendes Resultat: 

Ist p eine ungerade Primzahl, und D eine durch » nicht 
theilbare Zahl, so ist für die Möglichkeit der Congruenz j 


x = D (mod.p”) 
erforderlich und hinreichend, dass 


*, Zugleich wird 2a = D- «2 (mod. p* tt). 
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@)=: 


d. h. dass D quadratischer Rest von p sei; sobald diese Bedingung 
erfüllt ist, besitzt die vorgelegte Congruenz zwei incongruente Wur- 
zeln © und — a, welche gefunden werden können, sobald man eine 
Wurzel der Congruenz 


«2 = D (mod.; 
gefunden hat. P) 


8. 36. 


Wir gehen nun zu dem besonderen Fall über, in welchem der 
Modul % eine Potenz der Primzahl 2 ist, so dass also D irgend 
eine ungerade Zahl bedeutet. Betrachten wir zunächst die Con- 
gruenz 

x: = D (mod. 4), 
so erkennt man leicht, dass dieselbe stets und nur dann möglich 
ist, wenn 

D= 1 (mod. 4) 
ist. Denn ist die Congruenz möglich, so ist x jedenfalls ungerade, 
und das Quadrat von 2 =2n+ list 4n? +4n + 1=]1 (mod.4); 
umgekehrt, ist D==1 (mod. 4), so hat die Congruenz offenbar die 
beiden incongruenten Wurzeln z=1 und x = — 1 (mod. 4). 

Geben wir nun zu der Congruenz 

x: = D (mod. 8) 
über, so leuchtet ein, da das Quadrat einer jeden ungeraden Zahl 
4n +1 gleich 16n?+8n + 1=1 (mod. 8) ist, dass diese Oon- 
gruenz nur dann möglich ist, wenn 

D= 1 (mod. 8) 
ist; und umgekehrt, sobald diese Bedingung erfüllt ist, hat die 
Congruenz die vier incongruenten Wurzeln z=l,10=3, ı=), 
u 

Betrachten wir jetzt die Congruenz 
x? = D (mod. 2”), 

wo x >3 ist, so kann diese Congruenz nur dann möglich sein, 


die Congruenz 
wenn di 8 5 D (mod. 8) 
6* 


84 Dritter Abschnitt. $. 36. 


möglich ist; es ist daher erforderlich, dass 
D=1 (mod. 5) 
sei. Wir wollen nun umgekehrt zeigen, dass diese Bedingung auch 
binreicht, und dass dann die Congruenz stets vier incongruente 
Wurzeln hat. Nehmen wir nämlich an, dies sei für den Modul 
2* schon bewiesen, so können wir zeigen, dass dasselbe auch für 
den Modul 2”+1 gilt. Es sei nämlich x eine Wurzel der Con- 
gruenz 
x? = D (mod. 2”), 
also 
a Dh. 
so setzen wir 
Er er 
dann wird } 
GR es D = h R Ir + 27.0Y 4 Zar ur 
Da nun 723, so st 27 —2? zaHt]l, folglich 
x2— D= 2”"(h-+ oy) (mod.2”+%), 


Damit also x2— D durch 2” +? theilbar werde, braucht man nur Y 
so zu wählen, dass 
ey= — h (mol. 2) 
werde*). Dies ist aber stets möglich, da & eine ungerade Zahl ist; 
also folgt aus der Möglichkeit der Congruenz 
x? = D (mod. 2”), 
wo #23 ist, stets die Möglichkeit der Congruenz 
2? = D (mod.2”+'). 
Wir schliessen hieraus zunächst das folgende Resultat: 
Damit die Congruene 
x” = D (mod. 2”), 
in welcher nr z 3 ist, Wurzeln habe, ist erforderlich und hin- 
reichend, dass 
i D= 1 (mod. 8) 
sei. 

Ist nun & eine Wurzel dieser Üongruenz — und eine solche 
kanu immer nach der obigen Methode gefunden werden —, so 
muss, wenn irgend eine Wurzel derselben Congruenz bezeichnet, 

”—- = (r —a)(e +0) 0 (mod. 27) 


*) Zugleich wird 2ax = D.-+ a? (mod. 2” +1), 
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sein. Da ferner & sowohl wie z ungerade Zahlen sein müssen, so 
sind die beiden Factoren x — « und x -- & gerade Zahlen, und 
dann muss 
7 dl / A Va a ; 
9 7957 = 0 (mod. 2”) 


Ad 


sein. Da.nun die Differenz der beiden Factoren 3(2&—e) und!(x+«) 
eıne ungerade Zahl ist, so muss einer von ihnen ungerade, und 
der andere folglich theilbar durch 2*-2 sein. Dies giebt folgende 
Fälle: 

x = (mod. 27-1) oder 2 = —. (mod. 2”-1) 
und diese liefern wieder folgende vier Fälle: 

x.= « (mod. 2”); = + 2”71 (mod. 2”); 

= —o (mod. 2%); 2 =-- «— 2771 (mod. 2”). 


Und umgekehrt überzeugt man sich leicht, dass jede dieser vier 
in Bezug auf den Modul 2” incongruenten Zahlen der Congruenz 
genügt. 

Wir fassen die ganze Untersuchung in folgendem Satze zu- 
sammen: 

Die Congruenz 

x? = D (mod. 2”) 

ist stets möglich, wenn nm — 1, und hat dunn eine Wurzel; sie ist, 
wenn x — 2, stets und nur dann möglich, wenn D = 1 (mod. 4), 
und sie hat dann zwei Wurzeln; sie ist, wenn m = 3, stets und nur 
dann möglich, wenn D== 1 (mod. 8) ist, und zwar hat sie dann 
vier Wurzeln. 


8. 37. 


Es ist jetzt leicht, die Möglichkeit und die Anzahl der Wur- 
zeln der Congruenz ©?= D für einen beliebigen Modulus zu 
beurtheilen, der relative Primzahl zu D ist. Wir führen diese 
Untersuchung ganz allgemein in folgender Weise. 

Es seien a, b,e... relative Primzahlen zu einander, und 


f(x) = 0 (mod. abe...) (1) 


eine beliebige zur Auflösung vorgelegte Congruenz, so lässt die- 
selbe sich stets auf die vollständige Auflösung der Öongruenzen 
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f(«) = 0 (mod. a) 


f(z) = 0 (mod. b) (2) 
f(x) = 0 (mod. ce) 
u. 5. w. 


zurückführen. Zunächst leuchtet ein, dass jede Wurzel x der 
Congruenz (1) auch allen Congruenzen (2) genügen muss; es wird 
daher die Congruenz (1) unmöglich sein, wenn dies mit irgend einer 
der Congruenzen (2) der Fall ist. Umgekehrt, ist @ irgend eine 
Wurzel der Congruenz f(x) = 0 (mod. a), ebenso ß irgend eine 
Wurzel der Congruenz f(x) = 0 (mod.b), y eine Wurzel der Con- 
gruenz f(x) = 0 (mod. c) u. 8. w., so bestimme man (nach $. 25) 
eine Zahl x durch das System von Congruenzen 


z= a (mod. a) 
x =Bß (mod. b) (3) 
x=y (mol. ec) 

u. 8. w. 


f(x) = f(e) = 0 (mod. a) 
f(x) = f(ß) = 0 (mod. b) 
f@)=f(y) = 0 (mod. e) 


U. SW, 


so wird 


und folglich, da a,b, c... relative Primzahlen zu einander sind, 
auch 


/(&) =0 (mod. abe...) 


d. h. jede dem System (3) genügende Zahl x ist eine Wurzel der 
vorgelegten Congruenz (1). Da nun (nach $. 25) dem System (8) 
unendlich viele Zahlen x genügen, welche aber alle nach dem Modul 
abe... einander congruent sind, so liefert das System (3) eine 
und nur eine Wurzel x der Congruenz (1). Ist nun 


A die Anzahl aller incongruenten Wurzeln & (mod. «) 


ET 2 n & ® n ß (mod. 2b) 
vn » & n > y (mod. e) 
U.'8. W., 


so kann man im Ganzen Auv... verschiedene Systeme (3) bilden, 
welchen (nach $. 25) ebensoviele verschiedene Wurzeln & der Con- 
gruenz (1) entsprechen; und andere Wurzeln kann diese letztere 
nicht besitzen, weil, wie schon oben bemerkt ist, jede bestimmte 
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Wurzel x der Congruenz (1) auch Wurzel aller Congruenzen (2) 
und folglich einem bestimmten « (mod. a), einem bestimmten ß 
(mod. d), einem bestimmten p (mod. ce) u. s.£. congruent sein muss. 
Mithin ist die Anzahl aller nach dem Modul abe... incongruenten 
Wurzeln der vorgelegten Congruenz — Auv... 

Mit Hülfe dieses allgemeinen Resultates sind wir im Stande 
zu beurtheilen, ob die Congruenz 

x? = D (mod.k), 

in welcher D und % relative Primzahlen sind, möglich, und wie 
gross die Anzahl o ihrer incongruenten Wurzeln ist. Bedeutet p 
jede beliebige, in dem Modul % (also nicht in D) aufgehende un- 
gerade Primzahl, so ist erforderlich, dass 


(2-4 


sei; ist diese Bedingung erfüllt, so hat die Congruenz 2? = D in 
Bezug auf jeden Modulus von der Form p” genau zwei incon- 
gruente Wurzeln. Ist daher der Modul % ungerade, und u die 
Anzahl der von einander verschiedenen in k aufgehenden Prim- 
zahlen p, so ist 
Oz, 
Dasselbe ist der Fall, wenn der Modulus k das Doppelte einer 
ungeraden Zahl ist; denn die Congruenz «? == D (mod. 2) hat 
stets eine und nur eine Wurzel, 
Ist aber % das Vierfache einer ungeraden Zahl, so ist ausser 
den früheren .u Bedingungen noch erforderlich, dass D=1 (mod. 4) 
sei; da alsdann die Congruenz x? = D (mod. 4) zwei Wurzeln 
besitzt, so ist 
OH Ta 
Ist endlich k = 0 (mod. 8), so ist ausser den früheren u Be- 
dingungen noch erforderlich, dass D = 1 (mod. 8) sei; da dann 
die Congruenz 2? = D (mod. 2”), wo m = 3, stets vier Wurzeln 
hat, so ist in diesem Fall 
Dt, 


8. 38. 


Bevor wir diesen Gegenstand verlassen, wollen wir noch 
eine Anwendung von dem soeben gewonnenen Resultate auf eine 
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un 


Verallgemeinerung des Wilson’schen Satzes ($.27) machen. Setzen 
wir D= 1, so ergiebt sich, dass die Congruenz 
x? = 1 (mod.k) (1) 


für jeden Modul k möglich ist; die Anzahl 6 ihrer Wurzeln ist 
— 1, weınk—=1 oder k = 2; sie ist = 2, wenn k eine Potenz 
einer ungeraden Primzahl oder das Doppelte einer solchen Potenz 
oder —4 ist; in allen übrigen Fällen ist 6 durch 4 theilbar. 
Schliessen wir die Fälle k-— i und k—=2 aus, so zerfallen die 
6 Wurzeln in 4o Paare von Wurzeln eg und — ge; denn mit g ist 
gleichzeitig auch — g eine Wurzel, und da g relative Primzahl zu 
k, und folglich 2@ nicht = 0 (mod.k) sein kann, so sind je zwei 


solche Wurzeln eg und — go auch incongruent. Das Product 
e x (—e)—=— eg? zweier solcher Wurzeln ist= — 1, und folglich 
ist das Product aller 6 Wurz>In = -+ l oder — 1, je nachdem 


6 durch 4 theilbar ist oder nicht. 

Unter den p(k) Zahlen z, welche nicht grösser als k und 
relative Primzahlen zu k sind, finden sich zunächst die 6 Wurzeln 
der Congruenz (1); die übrigen p(k)—6 dieser Zahlen z (wenn 
noch solche vorhanden sind) lassen sich in Paare von je zwei 
solchen Zahlen r und s zerlegen, deren Product rs = 1 ist; denn 
zu jeder Zabl r gehört (nach 8. 22) eine solche Zahl s und nur 
eine, und ausserdem kann s nicht = r sein, weil sonst ? =1, 
und folglich r eine der 0 Wurzeln der Congruenz (1) wäre. 
Mithin ıst auch das Product aller dieser p(k) — o Zahlen = 1. 

Multiplicirt man daher alle p(k) Zahlen z mit einander, so 


wird das Product = — 1, weın %k Potenz einer ungeraden Prim- 
zahl oder das Doppelte emer solchen Potenz oder —4 ist, in allen 
übrigen Fällen aber = + 1. (In den beiden ausgeschlossenen 
Fällen k=1 und k=2 ist g()—=1, und die einzige Zahl 


==: +1.) Dies ist der verallgemeinerte Wilson’sche Satz*). 


8. 39. 


Nachdem in den vorhergehenden Paragraphen die erste der 
beiden in $. 32 aufgeworfenen Fragen ihre vollständige Beant- 
wortung gefunden hat, wenden wir uns jetzt zu der zweiten un- 
gleich interessanteren, aber auch schwierigeren Aufgabe: 


*) Gauss: D. A. art. 78. 
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Alle Moduln k zu finden, von welchen eine gegebene Zahl. D 
quadrutischer Rest ist. 

Bevor wir zu der Lösung derselben übergehen, wollen wir 
erwähnen, dass man häufig, namentlich in den älteren Schriften, 
eine andere Ausdrucksweise vorfindet. Die Moduln k, für welche 
eine Congruenz f(x) = 0 (mod.k) möglich ist, nennt man auch 
Divisoren der Form f(x), weil es Zahlen & giebt, für welche die 
Form f(x) durch einen solchen Modul % theilbar wird; die von uns 
gesuchten Zahlen %k sind daher die Divisoren der Form x? -- D; sie 
stimmen vollständig überein mit den Divisoren der Form f?— Du, 
in welcher t, u zwei unbestimmte ganze Zahlen bedeuten, die aber 
immer relative Primzahlen zu einander sein sollen. Dass wirk- 
lich jeder Divisor der Form x? — D auch ein Divisor der Form 
t## — Du2 ist, leuchtet unmittelbar ein, da die letztere in die 
erstere übergeht, wenn man t=x, u = 1 setzt. Umgekehrt, ist 
k Divisor der Form t? — Du2, so ist u jedenfalls relative Prim- 
zahl zu % (denn ginge irgend eine Primzahl gleichzeitig in k und 
uw auf, so müsste sie auch in t? und folglich auch in t aufgehen, 
gegen die Voraussetzung, dass £, u relative Primzahlen sind), und 
man kann folglich eine Zahl x finden, welche der Congruenz 
ux =t(mod.k) genügt; da nun ?— Du?=0 (mod.%k), so ist 
auch u?(x? — D) = 0 (mod.%) und folglich, da u? relative Prim- 
zahl zu k ist, auch 22 — D=0 (mod.k), d.h. jeder Divisor k der 
Form t? — Du2, in welcher t und w relative Primzahlen zu ein- 
ander sind, ist auch Divisor der Form x? — D. 

Das allgemeine Problem wird daher häufig auch so aus- 
gedrückt: es sollen alle Divisoren der Form t?— Du? gefunden 
werden, in welcher D eine gegebene, t und u dagegen zwei un- 
bestimmte ganze Zahlen bedeuten, die relative Primzahlen zu 
einander sind. 

Wir beschränken uns auch hier auf solche (immer mit posi- 
tivem Vorzeichen genommene) Moduln %, die relative Primzahlen 
zu D sind; da ferner nach den vorhergehenden Untersuchungen 
die Möglichkeit der Congruenz «? = D (mod. k) nur von der Be- 
schaffenheit der in k aufgehenden Primzahlen abhängt und für 
einen Modul von der Form 2” immer leicht beurtheilt werden 
kann, so kommt es nur darauf an, alle ungeraden (in D nicht auf- 
gehenden) Primzahlen p zu finden, von welchen D quadratischer 
Rest ist. Bedenken wir ferner, dass (nach $. 33) der quadratische 
Charakter einer Zahl D in Bezug auf einen solchen Modulus p 
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nur von den in D enthaltenen Factoren abhängt, so werden wir 
in letzter Instanz auf folgendes Problem geführt: 
Alle ungeraden Primzahlen p zu finden, für welche irgend eine 
der drei Congruenzen 
@=—1lı d=2 m@=g (mod.p) 


möglich ist, wo q irgend eine gegebene positive ungerade Primzahl 
bedeutet. 


8. 40. 


Die Auffindung aller ungeraden Primzahlen p, für welche die 

Congruenz 

x? = — 1 (mod. p) 
möglich ist, bietet keine Schwierigkeit mehr dar. Denn da (nach 
&. 33) allgemein 

Dee 

en == D 2 (mod. ») 
ist, so erhält man speciell 
1 2 
=) = (—1) ? (mod. p) 

und folglich auch 


—1 on 
ee a he 

In Worten lautet dieser wichtige Satz*) folgendermaassen: 

Die Zahl —1 ist quadratischer Rest aller Primzahlen von der 
Form &4n + 1, dagegen quadratischer Nichtrest aller Primzahlen 
von der Form An -H-3. 

Dasselbe Resultat erhält man auch auf folgendem Wege. Ist 
die Congruenz © = — 1 (mod. p) möglich, und & eine Wurzel 
derselben, so folgt hieraus durch Potenzirung 

p—1 
xp—! = (—1) ? (mod. p) 


: 
und hieraus (nach dem Fermat’schen Satze 8.19) (—-N)? —1, 


alsop=4n-+1;d.h. die Zahl —1 ist quadratischer Nichtrest 


*) Euler: Demonstratio theorematis Fermatiani, omnem numerum 


primum formae An + 1 esse summam duorum quadratorum, Nov. Comm. 
Petropa Vena: 
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von allen Primzahlen von der Form 4n + 3. Ist umgekehrt p 
von der Form 4n + 1, so ist @?-1— 1 algebraisch theilbar durch 
x — 1, also auch durch x? + 1; es ist folglich 
zT — 1 =(R1)ylR), 

wo »(z) ein Polynom mit ganzen Coefficienten bedeutet; da nun 
(nach dem Fermat’schen Satze 8. 19) die linke Seite dieser Glei- 
chung für p— 1 incongruente Werthe von x congruent Null wird, 
so wird (nach $. 26) auch x? + 1 für zwei incongruente Werthe 
von x congruent Null*), d. h. die Zahl — 1 ist quadratischer Rest 
von allen Primzahlen von der Form 4n + 1. Der Satz ist also 
von Neuem bewiesen. 


8. 41. 


Wir gehen nun zu der Lösung der zweiten Aufgabe über, 

welche sich auf die Congruenz 
x? = 2 (mod. p) 

bezieht. Fermat hat, wahrscheinlich durch Induction, folgendes, 
zuerst von Lagrange**) bewiesenes Resultat gefunden: 

Die Zahl 2 ist quadratischer Rest aller Primzahlen von einer 
der beiden Formen Sn + 1 oder 8n + T, dagegen Nichtrest aller 
Primzahlen von einer der beiden Formen 8n + 3 oder 8n + 5. 


Wir beweisen zuerst den zweiten Theil des Satzes, dass näm- 
lich 2 Nichtrest aller Primzahlen p von der Form 8n + 3 ist. 
Offenbar ist derselbe für p = 3 richtig, denn nur die Zahl 1 ist 
Rest von 3. Gesetzt nun, der Satz wäre nicht allgemein gültig, so 
müsste es doch eine kleinste Primzahl p von der Form 8n +3 
geben, für welche er unrichtig würde, für welche also die Oon- 


gruenz 
x? = 2 (mod. p) 

möglich würde. Hierin kann man immer die Wurzel x kleiner 
als p und ungerade voraussetzen, denn wenn = gerade ist, so ist 
die andere Wurzel # —p — x ungerade. Wir können daher 


er BE 
*) Man findet auch leicht mit Hülfe des Wilson’schen Satzes ($. 27), 
dass diese Wurzeln = + 1.2.3... 19 —) sind. 


”*) Recherches d’Arithmetique, Nouv. Möm. de l’Acad. de Berlin. 1775, 
p. 349, 351. 
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setzen, wo f positiv und kleiner als p ist; da ferner 2? von der 
Form 8n + 1, also pf von der Form 8n — 1, und folglich f von 
der Form 8% £ 3 ist, so hat die Zahl f mindestens einen Prim- 
factor p’ von einer der Formen 8n + 3 oder 8n — 3; denn ein 
Product aus lauter Factoren von der Form 8» + 1 würde wieder 
dieselbe Form 8n + 1 haben. Für diese Primzahl p’, die jedenfalls 
<p ist, würde dann ebenfalls x? = 2 (mod. p‘) sein; allein dies 
streitet mit unserer Voraussetzung, dass p die kleinste in der Form 
8n+ 3 enthaltene Primzahl ist, von welcher die Zahl 2 quadrati- 
scher Rest ist. Mithin ist: diese Voraussetzung überhaupt unzu- 
lässig, und es folgt, dass stets 


(=) —= — list, wıap=8nH+t3. 


Wir wollen jetzt zweitens beweisen, dass die Zahl 2 quadrati- 
scher Rest aller Primzahlen p von der Form 8» + 7 ist; da nun 
(nach 8. 40) — 1 quadratischer Nichtrest aller dieser Primzahlen 
ist, so haben wir nur zu zeigen, dass dieZahl — 2 ebenfalls Nicht- 
rest aller dieser Primzahlen ist; statt dessen stellen wir uns die 
allgemeinere Aufgabe, zu beweisen, dass — 2 Nichtrest von allen 
in den beiden Formen 8» + 5, 8n + 7 enthaltenen Primzahlen ist, 
obgleich dies für die Primzahlen der Form 8n + 5, von welchen 
(nach 8. 40) — 1 quadratischer Rest ist, schon im Vorhergehenden 
geschehen ist. Zunächst bemerken wir wieder, dass der Satz für 
die kleinste in einer dieser Formen enthaltene Primzahl 5 in der 
That richtig ist. Wenn nun der Satz nicht allgemein gültig ist, 
so sei p die kleinste ihm nicht gehorchende Primzahl, so dass 
also eine Zahl x existirt, für welche 


x? +2 = 0 (mod.p) 


ist; auch hier können wir wieder annehmen, dass z kleiner als p 
und ungerade ist, so dass, wenn wir 
a 2—nf 

setzen, die Zahl / positiv, ungerade und kleiner als p ausfällt. Da 
ferner 2 +2 = 3 (mod. 8) undp = 5 oder = 7 (mod. 8) ist, so 
muss f entsprechend = 7 oder = 5 (miod. 8) sein; und da ein 
Product aus lauter Factoren von den Formen 8n + 1, oder 8n +3 
stets wieder eine dieser Formen, niemals eine der Formen 8n +5 
oder 8% -+ 7 hat, so muss die Zahl f mindestens einen Primfactor 
p' von einer derFormen 8” +7, 8n +5 haben, für welchen der 
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Satz ebenfalls unrichtig ist, da +2=0 (mod. p’) ist; allein, da 
P'<p, so streitet dies mit der Annahme, dass p die kleinste dem 
Satze nicht gehorchende Primzahl ist. Also ist die Annahme über- 
haupt nicht zulässig und folglich der Satz allgemeingültig, dass 


— 2 
-— = 1fürp=8n +5 oder Sn + 7, 


pP 
d. h. dass 
97 
(5) ür p n+ 
9 
()=+ 1 firp—=8n+7 
ist. 


Es bleibt jetzt nur noch zu beweisen übrig, dass 2 quadra- 
tischer Rest von allen Primzahlen p von der Form 8n + 1 ist; 
hierauf ist die vorhergehende Methode aus dem Grunde nicht an- 
wendbar, weil die Annahme des Gegentheils sich nicht in Form 
einer Congruenz darstellen lässt, die dann zur Auffindung des 
Widerspruchs benutzt werden könnte. Allein in diesem Falle 
kann man direct, wie folgt, verfahren; dap = 8n +1 ist, so hat 
die Function z?=1 —1 den Divisor x° — 1, also auch den Factor 
x‘ + 1, und hieraus folgt nach einem früheren Satze ($. 26), dass 
die Congruenz 

x +1= 0 (mod.p) 
Wurzeln hat; ist nun & eine solche, so ist 
x #1 =(2# 41) F22= 0 (mod:p), 
also 
(x? + 1)? = + 2? (mod. p); 
es ist daher + 2x? und folglich auch +2 quadratischer Rest von p; 
in Zeichen 


(=) —=1l, weenp=8%+]|. 
Hiermit ist der Satz in allen seinen Theilen bewiesen; wir 


können denselben in der einen Gleichung 


zusammenfassen; denn je nachdem p = 8n +1, oder p=8n+3 
ist, wird 4(p? — 1) eine gerade oder ungerade Zahl. 
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8. 42. 


Wir kommen nun zu der Untersuchung der dritten Frage: 
von welchen ungeraden Primzahlen p ist die gegebene ungerade 
Primzahl q quadratischer Rest? Die vollständige Antwort hierauf 
wird durch einen der wichtigsten und interessantesten Sätze der 
Zahlentheorie gegeben, welcher seines eigenthümlichen Charakters 
wegen den Namen des Reeiproeitäts- Satzes erhalten hat. Man 
kanu ihn folgendermaassen aussprechen: 

Sind p und q zwei positive ungerade Primzahlen, von denen 
mindestens eine die Form An +1 hat, so ist q quadratischer Rest 
oder Nichtrest von p, je nachdem p quadratischer Rest oder Nicht- 
rest von q ist; haben aber beide Primzahlen p und q die Form 
4n + 3, so ist q quadratischer Rest oder Nichtrest von p, je nach- 
dem p quadratischer Nichtrest oder :quadratischer Rest von q ist. 

Offenbar lässt sich dieser Satz durch die für beide Fälle gültige 
Gleichung 


GC 


ausdrücken; denn sobald mindestens eine der beiden Primzahlen 
p oder q dieForm 4n + 1 hat, so ist die entsprechende der beiden 
Zahlen 3(p — 1) oder 4(g— 1), und folglich auch ihr Product 
3(p — 1)-3(q — 1) eine gerade Zahl, so dass 


O-r.r()-@) 


ist, worin der erste Fall seinen Ausdruck findet; sind dagegen 
beide Primzahlen p und q von der Form 4n -# 3, so sind auch 
beide Zahlen 3(p— 1) und 1(g —1), und folglich auch ihr Product 
3(p —1)-3(9— 1) ungerade, so dass 


DEO--r2n()=-() 


wird, worin der zweite Theil des Satzes ausgedrückt ist. 
It z.B p=3,q= 5, so ist p quadratischer Nichtrest von 
q und gleichzeitig q quadratischer Nichtrest von p, in Zeichen 


-9=-: 
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Ist ‚ferner p =3,q=13, so ist p quadratischer Rest von q 
und gleichzeitig q quadratischer Rest von p, in Zeichen 


3 13\ _ 
W)-@)=+: 
Ist dagegen p—= 3,4 —=[1, so ist p quadratischer Nichtrest. 
von g und gleichzeitig g quadratischer Rest von p, in Zeichen 


9--9=-1 


Hinsichtlich der Entdeckung und Begründung dieses berühm- 
ten Satzes ist jetzt festgestellt*), dass derselbe seinem vollständigen 
Inhalte nach, wenn auch in anderer Form, zuerst von Euler **) 
ausgesprochen, aber nicht bewiesen ist; sodann hat Legendre**), 
offenbar unabhängig von Euler, den Satz abermals aufgestellt, und 
ihm gebührt das Verdienst, wenigstens einen Theil desselben auf 
sehr scharfsinnige Weise bewiesen zu haben; endlich hat Gauss 
zuerst nicht nur einen, sondern nach und nach sechs vollständige, 
strenge, auf ganz verschiedenen Grundgedanken beruliende Be- 
weise) von diesem Satze gegeben, den er seiner Wichtigkeit 


*) Vergl. Kummer: Ueber die allgemeinen Beciprocitätsgesetze unter 
den Resten und Nichtresten der Potenzen, deren Grad eine Primzahl ist 
(Abh. d. Berliner Akademie, 1859) und Kronecker: Bemerkungen zur Ge- 
schichte des Reciprocitätsgesetzes (Monatsber. d. Berliner Akademie vom 
22. April 1875). 

**) Observationes circa divisionem quadratorum per numeros primos 
im Bd. I der Opuscula Analytica (Petersburg 1783) oder in den schon 
erwähnten (ommentationes Arithmeticae, Tom. I, p. 477. 

ik) Recherches d’analyse indeterminee (Hist. de l’Ac. d. Se. 1785, p. 465). 

+) D. A. artt. 125 bis 145 (vergl. $$. 48 bis 51 dieser Vorlesungen). — 
D. A. art. 262 (vergl. 8$. 152 bis 154). — Theorematis arithmetici demon- 


stratio nova. 1808. — Summatio quarumdam serierum singularium. 1808 
(vergl. $. 115). — Theorematis fundamentalis in doctrina de residuis 
quadraticis demonstrationes et ampliationes novae. 1817. — In der nach- 


gelassenen Analysis Residuorum art. 365 (Gauss’ Werke Bd. II.) findet sich 
noch ein siebenter Beweis, welcher wohl als ein selbständiger bezeichnet 
zu werden verdient, obwohl er: seine Quelle, die Kreistheilung, mit dem 
vierten und sechsten Beweise gemeinschaftlich hat. — Die meisten der von 
anderen Mathematikern, z. B. Jacobi, Eisenstein, veröffentlichten Beweise 
beruhen auf denselben Principien wie die von Gauss; ein besonders ein- 
facher Beweis ist von dem Pfarrer Zeller gegeben (Monatsber. d. Berliner 
Akad. vom 16. Dee. 1872). Durchaus originell iet der Beweis von Eisen- 
stein in der Abhandlung Applications de VAlgebre a V’Arithmetique trans- 
cendante (Crelle’s Journ. Bd. 29). Vergl. auch die Einleitung zu der Ab- 
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wegen das Theorema fundamentale in der Theorie der quadrati- 
schen Reste nannte. Wir folgen hier zunächst dem dritten dieser 
sechs Beweise, der sich auf ein Lemma stützt, durch welches das 
Euler’sche Kriterium (8. 33) über den Charakter einer Zahl D 
in Bezug auf die Primzahl p in ein anderes umgeformt wird. 


8. 48. 


Wir haben früher (8. 33) gesehen, dass eine durch p nicht 
theilbare Zahl D quadratischer Rest oder Nichtrest von p ıst, je 


nachdem 
r—1 


D’=+1 oder =— 1 (mod.p) 
ist; betrachten wir nun die Producte 
D, 2D:.-3D.. Sina) 


aus dieser Zahl D) und aus den ersten $(p — 1) ganzen positiven 
Zahlen, so werden die kleinsten positiven Reste 


Yı; Yo, r3 ... u! 


derselben, nach dem Modulus p genommen, erstens sämmtlich ver- 

schieden von einander und kleiner als p sein, und keiner von ihnen 

kann gleich Null sein. Wir theilen nun diese }(p — 1) Reste in 

zwei Abtheilungen, je nachdem sie grösser oder kleiner als 4p 

sind, und bezeichnen die ersteren, deren Anzahl = u sei, mit 
ee U Re 


die übrigen Reste, welche kleiner als 4» sind, und deren Anzahl 
A\=;(p— 1) — e ist, mit 
Bı a Pe Bi. 


\immt man nun von den ersteren a Resten ihre Ergänzungen 
zur Zahl p, also die Zahlen 


P—- a, P—dr:..D—a 


handlung von Kummer: Zwei neue Beweise der allgemeinen Reciprocitüts- 
gesetze etc. (Abb. d. Berliner Akad. 1861). Von grossem Interesse sind 
ferner die Mittheilangen von Schering und Aronecker in den Monätsber. 
d. Berliner Akad. vom 22. Juni 18976, vom 7. Februar u, 12. Juni 1884, 
15. Januar, 30. April u. 26. November 1885, sowie die Abhandlungen von 
Schering ın den Göttinger Nachrichten vom 26. März 1879 und in den Acta 
Mathematica, Bd. 1, 1882. — Vergl. auch Baungart: Ueber das quadrati- . 
sche Rewprocitätsgesetz (Leipzig, 1885). 
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so liegen dieselben, ebenso wie die A Zahlen ßı, Pa -. - Br, auch 
zwischen den Grenzen 0 und }p; ausserdem sind sie alle von ein- 
ander verschieden; endlich lässt sich aber auch zeigen, dass sie 
von den A Zahlen ß,, ß; ... ßz verschieden sind; denn wäre z.B. 
p — am P, also a + = p = 0 (mod. p), so müsste auch, wenn 
% der Rest von sD, ß der Rest von tD ist, 

sD+t:D=(s +t)D=0 (mod.p) 


und folglich s + t durch p theilbar sein; allein da jede der beiden 
Zahlen s und t zwischen O und !p liegt, so liegt s + t zwischen 0 
und p (mit Ausschluss dieser beiden Grenzen); es kann daher 
s + ti nicht theilbar durch p, und folglich auch nicht p— «= Bß 
sein. 

Mithin haben die folgenden 3(p — 1) Zahlen 


P—a, Pp—%...P— a; Pr Br... Pa 
lauter von einander verschiedene Werthe, und da sie ihrem Werth 


nach zwischen 0 und #»p liegen, so müssen sie im Complex genom- 
men identisch mit den $(p — 1) Zahlen 


Dear 3 ne) 
sein, so dass ihr Product 
(pP — 4) (P— 0%)». (P — u) Bıßa- -- Br=1.2.3..3 (pP —]) 
ist. Werfen wir hieraus die Multipla von p weg, so erhalten wir 
die Congruenz 


(140%... &.Bıßs---Br1.2.3...3(2— 1) (mod. p); 


da nun andererseits 
—1 


» 
Bil rap ei... 1) D3 (mod. p) 
ist, so folgt hieraus. dass 


erle2raoe De = .2.3...2(p — 1) (mod. p) 


und also auch 
»—1 


D*: = (— 1)" (mod.p) 


oder, was dasselbe sagt, dass 


= 


| 


Dirichlet, Zahblentheorie, 
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ist*). Hierin besteht die Umformung des Kennzeichens; welches 
darüber entscheidet, ob eine Zahl D quadratischer Rest oder 
Nichtrest der ungeraden Primzahl p ist: 


Man braucht nur nachzusehen, ob die Anzahl u der kleinsten 
positiven Reste der Zahlen 


DESED aDar KDD 


die grösser als 4p ausfallen, gerade oder ungerade ist; je nachdem 
das Erstere oder Letztere eintritt, ist D quadratischer Rest oder 
quadratischer Nichtrest von p. 


Mit Hülfe dieses Satzes ist man schon im Stande, für jedes 
wirklich gegebene D die Formen für die Primzahlen aufzustellen, 
von welchen D Rest oder Niechtrest ist. Um dies deutlicher zu 
zeigen, betrachten wir den allerdings schon früher ($. 41) voll- 
ständig durchgeführten Fall D —= 2. Bilden wir die Zahlen 


nei ee 


so ist jede derselben auch ihr eigener kleinster positiver Rest in 
Bezug auf den Modulus p, und die Anzahl # derjenigen dieser 
Zahlen, welche >%p sind, wird durch die Bedingungen 

»P—1—-2u <3p<p+1—2u- oder I ne 


bestimmt; bezeichnen wir daher allgemein mit [x] die grösste in der 
reellen Zahl x enthaltene ganze Zahl, so dass stets 0< 2 — [x] <1 


ist, so erhalten wir 
WEN | 


Je nachdem nun p von einer der Formen 8» + 1,8% +3, 
8nr +5,8n + 7 ist, wird u=2n, 2n+1,2n #1, 2n -H2; es ist 
daher u gerade und folglich 

2 
(5) =+]1, wenn p=+1 (mod. 8); 
und u ist ungerade, also 


2 
(5) = —], wenn p=+3 (mod. 8). 


*) Eine wichtige Verallgemeinerung dieses Satzes von Gauss ist von 
Schering gefunden; vergl, die Anmerkungen zu $$. 42, 46. 
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Auf diese Weise finden wir also eine vollständige Bestätigung 
des Resultats unserer früheren Untersuchung ($. 41), und ganz 
ebenso würde sich für jeden speciellen Werth von D die Unter- 
suchung führen lassen, z.B. für die nächstliegenden Fälle D—=— 1, 
D=3, D=-5 usw 


8. 44. 


Wir verlassen diese Anwendungen auf specielle Fälle und 
wenden uns zu einer weiteren Umformung, bei welcher wir der 
späteren Bezeichnung wegen qstatt D schreiben wollen. Bezeichnen 
wir wieder mit [x] die grösste in dem Werth x enthaltene ganze 
Zahl, und setzen wir zur Abkürzung p —=2p’- 1, so können wir 


a=rlil+n 
29 = 4 +n 


uhr 5 8 Wa De MR 


setzen, wo wie früher ($. 43) 
Y1; rg SL Ge} Ypr 


zwischen den Grenzen O0 und p liegen; theilen wir wieder diese 
kleinsten Reste in zwei Abtheilungen 


@, Gy... Du 


ßı; ß; una Di, 


von denen die ersteren >+p, die letzteren <#p sind, und bezeich- 
nen wir mit A die Summe der u ersteren, mit 3 die Summe der 
A letzteren, ferner mit M die Summe 


„=[2+[2]+--- + [2], 


so folgt durch Addition der vorstehenden Gleichungen 


und 


PTIg=pM+A+B; 


Univ. of Arizona Library 
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da nun (nach 8. 43) der Complex der Zahlen 


PA %s 1 a hr Pi; BEER 
mit dem Complex der Zahlen 


p—|1 
12,3... 5 
vollständig übereinstimmt. so ist ihre Summe 
a 
—eup—A+B; 


zieht man diese Gleichung von der vorhergehenden ab, so erhält 
man 


PT y=(M-np +24. 


Nun kommt es uns lediglich darauf an, zu erfahren, ob u ge- 
rade oder ungerade ist; lassen wir daher alle Multipla von 2 fort, 
so erhalten wir, da p=— 1 (mod.2) gesetzt werden kann, 


u=M en (9— 1) (mod. 2). 


Je nachdem daher die zur Rechten befindliche Zahl gerade 
oder ungerade ist, wird g quadratischer Rest oder Nichtrest von 


p sein. Nehmen wir daher z. B. wieder den Fall g= 2, so er- 
giebt sich unmittelbar M — 0, also 

u= X 5 1 (mod. 2), 
folglich 


@)=c-0=-01°; 


dies ist aber genau die schon früher ($. 41) aufgestellte Formel. 

Von jetzt an wollen wir die Untersuchung nur noch unter der 
Voraussetzung fortführen, dass q eine ungerade, also g — 1 eine 
gerade Zahl ist; dann ist also 


#»= M (mod. 2), (&) = (- 1)®; 


und es reducirt sich daher die ganze Frage darauf, zu entschei- 
den, ob die oben mit M bezeichnete Summe gerade oder unge- 
rade ist. 

Um dies weiter zu untersuchen, machen wir die fernere An- 
nahme, es sei q positiv und Kleiner als p. Dann leuchtet zunächst 
ein, dass jedes Glied in der Reihe M höchstens um eine Einheit 
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grösser ist als das unmittelbar vorhergehende, weil der Unter- 
schied von zwei auf einander folgenden Brüchen 


ad 
P pP 


<list, und folglich höchstens eine ganze Zahl zwischen beiden 
liegen kann; da ferner der letzte Bruch 


EM N | ed 
p 2p Ba 2p 
ist, so ist der Werth des letzten Gliedes in der obigen Reihe 
2] Suse 
BAT 
Mithin kommen in der Summe M nach und nach Glieder vor, 


welche die Werthe 0, 1,2...g’ besitzen; wir suchen nun gerade 
die Stellen auf, wo zwei auf einander folgende Glieder 


Se 
p p 
wirklich um eine Einheit verschieden sind, so dass, wenn t irgend 


eine der Zahlen 1, 2... q’ bedeutet, 


ER E) 
p p 


wird (da g relative Primzahl zu p, und.s < p ist, so kann keiner 
der Brüche sq:p eine ganze Zahl sein); hieraus folgt aber 


Be - 2] 
a an 1, also s=|- ! 
und folglich giebt es in der Reihe M jedesmal 


rg 


Glieder, welche den Werth (# — 1) haben; und die Anzahl der 
letzten Glieder, welche den Werth g’ haben, ist offenbar 


A 2) 
2" — |]. 
f E 


Multiplieirt man nun jedesmal die Anzahl einer soichen Gruppe 
von Gliedern, welche einen und denselben Werth haben, mit diesem 
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Werth, so muss die Summe aller dieser Producte = M werden. 
Dies giebt 


ale [De =D + 
(ee) 
-- 2] -]- Bert 


Setzen wır daher 


v-[E]+ &]+ +2 


so erhalten wir das Resultat 


er er 


2 2 


welches offenbar für je zwei positive ungerade relative Primzahlen 
p,g gültigist; denn beider Ableitung ist weiter Nichts vorausgesetzt, 
und da das Resultat vollkommen symmetrisch in Bezug auf die 
beiden Zahlen p,q ist, von welchen doch eine jedenfalls die kleinere 
sein muss, so ist auch die bei dem Beweise gemachte Annahme, 
es sei p > q, erlaubt. 

Hiermit ist nun zwar die Summe M nicht selbst gefunden, 
sondern nur auf die Summe N zurückgeführt; aber dies genügt 
vollständig, um den Reciprocitätssatz daraus abzuleiten. Oben 
ist gezeigt, dass, wenn p eine positive ungerade Primzahl, und q 
irgend eine durch p nicht theilbare ungerade Zahl bedeutet, stets 


OR 


ist; nehmen wir daher jetzt ferner an, dass q ebenfalls eine posi- 
tive ungerade Primzahl ist, so wird ebenso 


Ol 


und folglich, mit Rücksicht auf den soeben bewiesenen Satz, 


(#) (2) = — (1) — (— a 


worin der Reciprocitätssatz besteht. 
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$. 45. 


Wir betrachten zunächst ein Beispiel, um die Nützlichkeit 
des Reciprocitätssatzes für die Beurtheilung der Möglichkeit einer 
Congruenz von der Form 


x? = D (mod.p) 
nachzuweisen. Nehmen wir die Congruenz 
x? = 365 (mod. 1847), 
so ist der Werth des Symbols 
pie 
1847 
zu ermitteln. Zunächst zerlegen wir 365 in Primfactoren, obgleich 


dies, wie wir später sehen werden, nicht nothwendig ist. 
Aus dieser Zerlegung 365 — 5.73 Se unmittelbar 


) = (re) 
1847 1847) \1847 


Da ferner 5 von der Form 4n + 1 ist, so ergiebt sich aus dem 
Reciprocitätssatze 
Bu An / BET 
her "5 e 


und also, da 1847 = 2 (mod. 5) ist, 


()-@)=-: 


nach &. 41; da ferner auch 73 von der Form 4n + 1 ist, so folgt 
wieder aus dem Reciprocitätssatze, und weil 1847 = 22 (mod. 73) ist, 


73 1847° -(5 (5 5) (3): 
ar) = (7 73 73) 73/ \73 
nun ist aber 73 = 1 (mod. 8), also (nach $. 41) 


2 TE PAR 
(3) = 1, folglich (ar = (3); 


nach dem Reciprocitätssatze ist aber wieder 


Cd) 
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und da beide Primzahlen 7 und 11 von der Form 4n + 3 sind, 
so ist abermals nach dem Reciprocitätssatze 


D--9--9--9=-: 


folglich Hr ei y 
(en) a) (mM) =1 


und also endlich 


a = (em) (Fr U SZ: 


es ist also 365 quadratischer Rest der Primzahl 1847, d. h. die 
oben vorgelegte Congruenz ist möglich; und in der That ist 


(+ 496)? = 246016 = 365 -+ 133 . 1847. 


8. 46. 


Der in dem eben behandelten Beispiel angewendete Algo- 
rithmus, welcher auch bei jedem ähnlichen Beispiel nach einer 
endlichen Anzahl von Operationen zum Ziele führt, lässt sich im 
Allgemeinen bedeutend abkürzen, wenn man sich einer zuerst von 
Jacobi”) in die Zahlentheorie eingeführten Verallgemeinerung des 
Legendre’schen Symbols bedient; da der Gebrauch dieses Zeichens 
auch für unsere späteren Untersuchungen unerlässlich ist, so be- 
schäftigen wir uns zunächst mit der Erklärung desselben und 
den Gesetzen, denen es gehorcht. 

Es sei die ungerade Zahl P in ihre Primzahlfactoren p, p', p” 
u. s. w. zerlegt, also 


pP =& pp’ p" 
und m irgend eine relative Primzahl zu P, so setzen wir mit 


Jacobi 
(7 (=) (7) (=) E 
P p p' p" ’ 


*) Monatsbericht der Berliner Akademie. 1837. (Crelle’s Journal Bd. 30.) 


Vergl. die in der letzten Anmerkung zu $. 42 erwähnten Mittheilungen 
von Schering und Kronecker. 
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offenbar ist der Werth dieses Symbols — + 1 re — 1, je 
nachdem die Anzahl derjenigen Primfactoren DE Ds von 
welchen m quadratischer Nichtrest ist, gerade oder ungeradk ist, 
Wenn m quadratischer Rest von P, und also auch von jeder 
einzelnen der Primzahlen p, p’, p" ... ist, so ist 


= 
p 


und folglich auch 


eG N, 


aber man darf diesen Satz durchaus nicht umkehren; sobald näm- 
lich die Zahl m von zweien der Primfactoren p, p', p" ... (oder 
von vier, von sechs u. s. w.) quadratischer Nichtrest ist, so hat das 
Symbol den Werth + 1, und doch ist m quadratischer Nichtrest 
von P. Im einfachsten Fall, wo P selbst eine ungerade Primzahl 
ist, stimmt die Bedeutung des Zeichens offenbar mit der früheren 
überein. Der Vollständigkeit wegen wollen wir ferner festsetzen, 
dass, wenn P= 1, das Symbol immer die positive Einheit be- 
deuten soll. 

Aus dieser Definition des Zeichens ergeben sich nun folgende 
Sätze: 

1. Ist m relative Primzahl gegen jede der beiden ungeraden 
Zahlen P und @, also auch gegen die ungerade Zahl P Q, so ist 


ER) ro): 


denn, wenn 
P=pp'p 
g=aud“. 
ist, wo 9, p'...q,gq’... lauter Primzahlen bedeuten, so ist 


D-DA-- 
(2%) 


9, Sind die Zahlen I, m, n. .. relative Primzahlen gegen die 
ungerade Zahl P, so ist 


e Ye) ers ar 
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denn, wenn wieder. 


ist, so ist 


Da nun ferner, wie früher (8. 33) bewiesen ist, 


I) (=) 2. m) 
»/\P/\P iD \ p 
ist, und Aehnliches für die anderen Primfactoren p’, p” u. s. w. 


gilt, so erhält man durch Multiplication der vorausgehenden 
Gleichungen 


(>) 7) (2) 4% (er ; ) (5 e ) ve . ) iR 


worin der zu beweisende Satz besteht. 


3. Ist m relative Primzahl zu der ungeraden Zahl P und 
m = m! (mod. P), also auch m’ relative Primzahl zu P, so ist 


=) 
Bis P); 
denn, wenn P=pp’'p"... ist, so ist auch 


m = m' (mod.p), m = m’ (mod. p'), 


ae 


u. s. w., und folglich 


OIDEEICTORE 


was zu beweisen war. — 


u. S. w., also 


4. Die beiden letzten Sätze zeigen, dass das verallgemeinerte 
Symbol denselben Gesetzen gehorcht wie das einfache; wir wollen 
nun zeigen, dass auch die Werthe der Symbole 
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FG 

»): (9) 
nach den früheren Regeln zu bestimmen sind, und endlich, dass 
auch ein dem früheren ganz analoger Reciprocitätssatz stattfindet: 


I 
um aber den Gang der Beweise nicht zu unterbrechen, schicken 


wir folgende Bemerkungen voraus. Ist 
R—= on y' y''! ya 

eine beliebige ungerade Zahl, so sind r' — 1, r"— ı, r"—1.:. 

lauter gerade Zahlen, und folglich ist jedes Product aus zweien 

oder mehreren dieser Differenzen = 0 (mod. 4); bringt man daher 

R in die Form 


R=(1+(r"— 1) 1 +0"—D) A +0"—D).. 
und führt die Multiplication aus, so ergiebt sich 
R=z1+(r' —1)+(r"— 1) + (r"—1) +: (mod. 4) 
oder kürzer 
: (mod. 2), 


wo das Summenzeichen sich auf den Buchstaben r bezieht, der 
die einzelnen Factoren r’, r”, r'" ... durchlaufen muss. 

Auf ganz ähnliche Weise ergiebt sich aus denselben Voraus- 
setzungen noch ein zweites Lemma; es ist nämlich r? == 1 (mod. 8) 
und folglich 


R={(1+0?—1) (1+("”—1) 1+0"®—D)... 
= 1 + %(r?— 1) (mod. 16), 
also 
Ri 
8 
Nach diesen erkenne kehren wir zu unserem Gegen- 
stande zurück. 


5. Ist P eine positive ungerade Zahl, so ist 
el 


le 


1 „ 
Denn wenn P das Product aus den positiven Primzahlen p', p”, 
Bi. . ist, 50 ist 
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EI IC Tr len 


wo der Summationsbuchstabe p alle Primfactoren p’, p”, p 
durchlaufen muss; da nun nach dem ersten Lemma 4. 


Pe (mod. 2) 


ist, so leuchtet die Richtigkeit des Satzes ein. 


ı 


N 
ud 


6. Ist P eine ungerade Zahl, so ist 
9 P?—ı 


See 


Denn mit Beibehaltung derselben Zeichen ist 


OEIOIDI Ela 


und da nach dem zweiten Lemma 4. 


pe—1l _ P?—1 = 
3% EEE 

ee N 2 (mod. 2). 

ist, so ergiebt sich unmittelbar die Richtigkeit des zu beweisenden 
Satzes. 


7. Sind die beiden positiven ungeraden Zahlen P und © 
relative Primzahlen zu einander, so ist 


VIELE 


Denn es sei P das Product aus den Primzahlen 


p, p”, p" BOR (p) 
und Q das Product aus den Primzahlen 

ET (@) 

welche also von den Primzahlen p’, p”, p”’ ... verschieden sind. 


Dann ist zufolge der Erklärung und nach 2. 


DEOISBELG) 


wo das Productzeichen [I sich auf alle Combinationen einer jeden 
der Primzahlen p mit einer jeden der Primzahlen q bezieht; ganz 


ebenso ist aber 
H-7) 
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und folglich @) @ = es) ? \ 


wo das Productzeichen sich auf dieselben Combinationen bezieht; 
da nun nach dem Reciprocitätssatze 


ODE u 


ist, so ergiebt sich 


er 


wo wieder das Summenzeichen sich auf dieselben Combinationen 

Jeder Primzahl » mit jeder Primzahl g erstreckt; es ist daher 
Sa VE PN 
le u we ern ae} 


wo auf der rechten Seite das erste Summenzeichen sich auf alle 
Primzahlen p, das zweite sich auf alle Primzahlen q bezieht. Da 
nun nach dem ersten Lemma 4. 


und 


ist, so ergiebt sich 


res we N 


ee EB RE 
= 2 


2 
rt De 
GIG 
ra 
was zu beweisen war. — 

Es bleibt uns nun noch eine Bemerkung über das Symbol 
zu machen übrig; wir haben oben dieses Zeichen nur unter der 
Voraussetzung definirt, dass die Zahl P eine positive ungerade 
Zahl, und dass die positive oder negative Zahl m relative Primzahl 
zu P ist; wir erweitern jetzt die Bedeutung des Zeichens dahin, 
dass P N eine negative ungerade Zahl sein kann, immer aber 


und hieraus 
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mit der Beschränkung, dass m relative Primzahl zu P ist*); und 
zwar setzen wir fest, dass 


m \ __/fm 
=) 

sein soll. Dann leuchtet augenblicklich ein, dass die Sätze 1., 2., 
3. und 6. ohne Beschränkung gültig bleiben; ferner, dass der Satz 5. 
nur dann richtig ist, wenn P positiv ist, dagegen für ein negatives 
P falsch wird; und endlich, dass der Satz 7. nur dann gültig 
bleibt, wenn mindestens eine der beiden Zahlen P und Q positiv 
ist, dagegen seine Gültigkeit verliert, wenn beide Zahlen P und ® 
negativ sind. 


8. 47. 


Die oben ($. 45) an einem Beispiel behandelte Aufgabe, den 
Werth des Legendre’schen Symbols zu bestimmen, bildet offenbar 
nur einen ganz speciellen Fall der allgemeinen Aufgabe, den Werth 
des Jacobi’schen Symbols zu bestimmen. Es zeigt sich nun, dass 
‚die damals nothwendige Zerlegung in Primzahlfactoren (abgesehen 
von dem Factor 2) ganz überflüssig geworden, und der anzuwen- 
dende Algorithmus demjenigen ganz ähnlich ist, durch welchen 
der grösste gemeinschaftliche Divisor zweier Zahlen gefunden 
wird. Einige Beispiele werden genügen, um diese einfachere 
Metliode zu erläutern. 


Beispiel 1: Nehmen wir das schon oben ($. 45) behandelte 
Beispiel, so können wir jetzt nach dem verallgemeinerten Reci- 


procitätssatze 
(Fr m) = 1847 
1847 365 BD 


setzen, weil 365 von der Form 4n + list. Da ferner 1847 = 22 
(mod. 365) ist, so ist nach Br 46, 3. und 2. 


en 2) = 
‚365 )= 565 (55) (5); 


da ferner 365 = 5 (mod, 8), so ist nach $, 46, 6. 


*) Später (Supplemente $. 116) werden wir festsetzen, dass das Symbol 
den Werth Null haben soll, sobald P eine ungerade Zahl, m aber keine 
relative Primzahl zu ? ist, 
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2 
ker) See 


365 (35) 


also 


1847 365 
Nach dem verallgemeinerten Reciprocitätssatz ist nun wieder 


(385) 4 (7) = mies T 


365 
nt 
wie früher. 
‚Beispiel 2: Nach dem verallgemeinerten Reciprocitätssatze ist 
195 1901 
(Sn) ( 195 ll 
weil 1901 = — 49 (mod. 195), so ist 
1901 — 49 
15) mie} 
da ferner die Zahlen — 49 und 195 nicht beide negativ sind, so 


gilt für sie der verallgemeinerte Reciprocitätssatz, und, weil beide 
von der Form 4n + 3 sind, so ist 


Ze — a BITTE (188), 


und folglich 


weil endlich 195 = — 1 (mod. 49), und 49 von der Form 4n +1 
ist, so ist 
195 
== 
also 
un Ft 
1901/ { 


d. h. 195 ist quadratischer Nichtrest der Primzahl 1901. Natür- 
lich hätte sich die Auflösung abkürzen lassen durch Zerlegung 
in Factoren, nämlich durch die Bemerkung, dass 49 = 17.7 und 


folglich 
oe 


ist; überhaupt wird die Operation immer bedeutend abgekürzt, 
wenn man im Zähler oder Nenner des Symbols quadratische Fac- 
toren bemerkt, da diese sogleich fortgelassen werden können. 
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Beispiel 3: Da 74 — 2.37, und 101 = 5 (mod. 8) ist, so ist 


ae 
(= (r) (= 101 


dann ist ferner nach dem Reciprocitätssatze 


AT Side zZ, =(@ 
(m) Er 


und, weil 37 von der Form 8n + 5 ist, 


-9D--&) 


endlich ist wieder nach dem Reciprocitätssatze 
5 37T‘ 2 
a Zt 
(MG) “ 
(or )= = 


Kürzer gelangt man durch folgende Kette zum Ziele: 


a) a 


=—l1l 


und folglich 


8. 48. 


Wegen der Wichtigkeit des Reciprocitätssatzes theilen wir 
hier noch einen anderen Beweis desselben mit, nämlich den ersten 
der von Gauss gegebenen sechs Beweise*); dies kann hier um 
so eher geschehen, als durch die im Vorhergehenden erörterte 
Verallgemeinerung des Legendre’schen Symbols mehrere der von 
Gauss unterschiedenen acht Fälle sich zusammenziehen lassen, 


wodurch der Beweis an Kürze und Uebersichtlichkeit bedeutend 
gewinnt**), 


*) Disquisitiones Arithmeticae artt. 135 —144. 
**) Dirichlet: Ueber den ersten der von Gauss yegebenen Beweise 


des Reciprocitätsgesetzes in der Theorie der quadratischen Reste (Crelle’s 
Journal Bd. 47). 
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Das Wesen dieses Beweises besteht in der sogenannten voll- 
ständigen Induction; wenn nämlich der Satz für je zwei Prim- 
zahlen p, p’ richtig ist, welche kleiner sind, als eine bestimmte 
Primzahl q, so lässt sich zeigen, dass er auch für Jede Combi- 
nation einer solchen Primzahl » mit der Primzahl g selbst gelten 
muss; hieraus und weil der Satz für die beiden kleinsten ungeraden 
Primzahlen 3 und 5 wirklich richtig ist, folgt dann unmittelbar 
seine Allgemeingültigkeit. 

Von besonderer Wichtigkeit für diesen Nachweis ist nun die 
vorläufige Bemerkung, dass aus der angenommenen Richtigkeit 
-des Reciprocitätssatzes für je zwei Primzalılen p, p’, welche kleiner 
als die Primzahl g sind, mit Nothwendigkeit auch die Gültigkeit 
des verallgemeinerten Satzes (&. 46, 7) 

Sl 


GIB ns 


folgt, sobald die beiden ungeraden relativen Primzahlen P und Q 
(die nicht gleichzeitig negativ sein dürfen) nur solche Primzahl- 
factoren enthalten, die kleiner als q sind; denn der Beweis dieses 
verallgemeinerten Satzes gründete sich ausschliesslich auf die 
Richtigkeit des einfachen Satzes für alle die Paare von zwei Prim- 
zahlen, von denen die eine in P, die andere in @ aufgeht. 

Bei dem Beweise nun, dass der Reciprocitätssatz für jede Com- 
bination von q mit einer Primzahl p gilt, welche kleiner als q ist, 
haben wir zwei Fälle zu unterscheiden. Der eine Fall und zwar 
der schwierigere findet statt, wenn q die Form 4n + 1 hat, und 
zugleich p quadratischer Nichtrest von g ist; dann ist zu beweisen, 
dass auch q quadratischer Nichtrest von p ist. In irgend einem 
der anderen Fälle, nämlich wenn q von der Form 4n + 3 ist, oder 
auch, wenn q zwar die Form 4n + 1 hat, dann aber p quadratischer 
Rest von gist, kann man offenbar der Primzahl p immer ein solches 
Vorzeichen geben, dass, wenn man @ — + p setzt, wenigstens für 
eins der beiden Vorzeichen ® quadratischer Rest von q wird; dann 


ist also zu beweisen, dass 


(2) — (— 1)%@-9.%a-2 
[69] 


ist; dieser letztere Fall ist deshalb leichter zu behandeln, weil die 
Annahme sogleich einen Ansatz giebt, welcher nur ausgebeutet 
zu werden braucht. Wir beginnen daher mit diesem Theile des 


Satzes. 


Dirichlet, Zahlentheorie. 8 


114 Dritter Abschnitt, 8. 49. 


8. 49. 


Es sei also o—+»p quadratischer Rest von g, so hat die Con- 
gruenz 2? = o (mod. g) zwischen 0 und g immer zwei Wurzeln x, 
deren Summe — g, und von denen folglich die eine, welche wir 
mit e bezeichnen wollen, eine gerade Zahl ist. Dann wird 


ei ET, 
sein, wo f eine ganze Zahl bedeutet, welche jedenfalls nicht —= 0 
ist, weil sonst die Primzahl & eine Quadratzahl sein müsste. Diese 
Zahl f kann aber auch nicht negativ sein; denn sonst wäre @ 
positiv — p, und p—e? eine positive durch g theilbare Zahl, was 
aber unmöglich ist, da p — e? <p, und der Voraussetzung nach 
p<q ist. Diese positive Zahl f muss ferner ungerade sein; denn 
da e gerade ist, so ist e® — © ungerade, und folglich auch jeder 
Divisor von e? — o», also auch f ungerade. Endlich ist diese 
positive ungerade Zahl / nothwendig <q — 1; denn dae<sgqg—|, 
undp<gq—L,sitgf=e?— oa<(ga—1)+(@-—1) d.h. 
gqf<a(g— 1), also wirklich <q —1. 
Nun sind zwei Fälle möglich: 


1, Ist /f nicht durch p theilbar, so folgt aus der Gleichung 


ee — oa=gq/f, dass 
@ 
>ysSer I; 
7) 


und ferner, weil q f quadratischer Rest von p ist, dass 


= = Ä 
{n) n) 
sein muss; da nun die beiden ungeraden Zahlen f und o relative 
Primzahlen zu einander, beide kleiner als q, und endlich nicht 


beide negativ sind, so gilt für sie der verallgemeinerte Recipro- 
citätssatz, d. h. es ıst 


(£) (5) — (— 1)%W-n. RD 


und hieraus ergiebt sich unter Berücksichtigung der beiden vor- 
hergehenden Gleichungen 


f 


(4) == (— 1)RU=-U RU, 
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Da ferner e eine gerade Zahl ist, so ist auch —o = qf (mod. 4), 
also (nach dem ersten Lemma 4. in 8. 46) 


en al 
ENT ET nv (mod. 2); 


multiplieirt man diese Congruenz mit 3(@—1), so erhält man auf 
der linken Seite ein Product aus zwei successiven ganzen Zahlen, 
also gewiss eine gerade Zahl, und hieraus folgt unmittelbar 


o—1f/—1 oe—1g9—1 
ren nr ur, (mod. 2) 
und also 
(2) —— (— 1)AR Man, 


was zu beweisen war, 

2, Ist dagegen f theilbar durch p, so kann man f= op 
setzen, wo @ eine ungerade Zahl bedeutet, die dasselbe Zeichen 
wie @ hat und ihrem absoluten Werthe nach <g ist, Da nun 
e? — @ == 909, so ist auch e theilbar durch ® und also e = zw, 
wo & wieder eine gerade Zahl ist, Hieraus ergiebt sich nun 

2?0o—1=149, 
und es kann daher p nicht durch ® theilbar sein. Nun wär o 
quadratischer Rest von f/= wg, und folglich auch von 9, also ist 


==: 


ausserdem folgt aus der vorhergehenden Gleichung, dass —q9 
quadratischer Rest von w, dass also 


9-63 
) 9) 
ist; da endlich von den beiden ungeraden Zahlen — g und o die 


eine positiv ist, und da sie relative Primzahlen zu einander und 
ausserdem beide <g sind, so ist nach dem verallgemeinerten 


Reciprocitätssatze 


al r \= (— 1) Auen td 
[n) — 9 ö 


und folglich unter Berücksichtigung der beiden vorhergehenden 


Gleichungen 


Id pas a? 1)Yelw—D).Yılp+D, 
(d-en 
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Da nun & eine gerade Zahl und folglich gg = — 1 (mod. 4) ist, 
so muss die eine der beiden Zahlen p und g von der Form 4n-+1, 
die andere aber von der Form 4n + 3 sein, woraus folgt, dass 


ae 


und also - 
IN\ — (-_ 1)%@-9.%a@-N 
(2) = Drenr 


ist. Also ist auch für diesen Fall der Satz bewiesen. 


8. 50. 


Wir kommen nun zu dem zweiten Theile, in welchem voraus- 
gesetzt wird, dass p Nichtrest von q, und q von der Form 4n-+1 
ist, und in welchem bewiesen werden muss, dass q Nichtrest von 
p ist. Hier fehlt nun die Möglichkeit eines Ansatzes, und um diese 
zu gewinnen, kommt alles darauf an nachzuweisen, dass wenigstens 
eine Primzahl p’ < g existirt, von welcher g quadratischer Nicht- 
rest ist, oder mit anderen Worten, dass die Primzahl q nicht von 
allen kleineren Primzahlen quadratischer Rest sein kann. Für den 
Fall, dass g=5 (mod.8) ist, hat dieser Nachweis nicht die geringste 
Schwierigkeit; denn dann ist 4(g + 1)=3 (mod. 4), und folglich 
muss unter den Primfactoren dieser Zahl 4(q + 1), welche natür- 
lich alle <q sind, mindestens einer p’ von der Form 4n +3 sein; 
dann ist aber qg = — 1 (mod. p’) und folglich quadratischer Nieht- 
rest einer kleineren Primzahl p’. Destoschwieriger war dieser Nach- 
weis für den anderen Fall zu führen, in welchem q = 1 (mod. 8) 
ist; und Gauss selbst gesteht*), dass es ihm erst nach manchen 
vergeblichen Versuchen gelungen ist, diese capitale Schwierigkeit 
zu überwinden; er gelangte dazu durch folgende äusserst scharf- 
sinnige Betrachtung. 

Es sei 2m + l irgend eine ungerade Zahl, aber kleiner als g: 
Machen wir nun die Annahme, q sei quadratischer Rest von allen 
ungeraden Primzahlen z, welche diese Zahl 2m +1 nicht über- 
treffen, so ist nach früheren Sätzen (8. 37) die Primzahl g, da 
sie = ] (mod. 8) und also von jeder Potenz der Zahl 2 quadra- 
tischer Rest ist, auch quadratischer Rest von jeder Zahl, welche 


*), D. A. art. 125. 
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keine anderen ungeraden Primfactoren als die Primzahlen z 
enthält, und also z. B. von der Zahl 


31 a a a (2m) (2m + 1); 


es giebt daher positive Zahlen k von der Beschaffenheit, dass 
q = k? (mod. M) 


ist, und zwar muss % relative Primzahl zu 7 sein, weil 2m -1<g 
und also auch g relative Primzahl zu M ist. Aus dieser Congruenz 
folgt nun weiter, dass in Bezug auf den Modul M 


k(g— 1°)(g—2°)(g— 32)... (9—m?) 
= k(k?— 12) (k?— 2?) (k?— 32)... . (k? — m?) 
=(k+m)(kk+m—1)...(k+V)k(k—1)...(k—m-+1)(k— m) 


ist; da nun nach einem früheren Satze ($. 15) jedes Product von 
(2m + 1) successiven ganzen Zahlen durch M theilbar, und ausser- 
dem %k relative Primzalıl zu M ist, so ist das Product 


HL Ed 2) rk Mm?) 
theilbar durch das Product 
M—=(m + 1) ((m + 1)? — 1?) ((m + 1? — 2°)... ((m + 1)?—m?), 


d. h. das Product 
B g—! q— 2? g— m? 


komm nn 
Ben na en 


ist nothwendig eine ganze Zahl. 

Andererseits leuchtet ein, dass dies Product gewiss keine 
ganze Zahl ist, sobald für m die grösste ganze Zahl unterhalb vq 
genommen wird; denn, wenn m<Vgq<m+1 ist, so sind alle 
Factoren dieses Productes echte Brüche. Da ferner g> 17, also 
2VYg-+1<gq, mithin auch die Bedingung 2m g 124 erfüllt ist, 
so kann für diese Zahl m die obige Annahme nicht zulässig sein, 
und somit haben wir folgenden Satz gewonnen: 

Ist q eine Primzahl von der Form 8n + 1, 50 giebt es unter- 


halb 2Vy + 1 und folglich auch unterhalb q mindestens eine UN- 
gerade Primzahl p', von weleher q quadratischer Nichtrest st. 
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8. 51. 


Nachdem für jede Primzahl q von der Form 4n + 1 die 
Existenz einer Primzahl p’ <q nachgewiesen ist, von welcher q 
quadratischer Nichtrest ist, gehen wir zum Beweise unseres zweiten 
Theiles über. Diese Primzahl p’ muss Nichtrest von q sein; denn 
wäre p’ Rest von q, so würde der schon (in $. 49) bewiesene Theil 
des Satzes anwendbar sein und zu dem Widerspruche 


(9) — (— 1)M@-D Mad —+ 1 


führen. Mithin gilt für dieses Paar p’, q das Reciprocitätsgesetz. 
Giebt es nun ausser p' noch andere ungerade Primzahlen p < g, 
welche Nichtreste von q sind, so ist nur zu beweisen, dass 


= 


ist, weil hieraus zugleich folgt, dass q Nichtrest von p ist. Da nun 
p' und der Voraussetzung nach auch p quadratischer Nichtrest 
von q ist, so ist pp’ quadratischer Rest von q, und es giebt daher 
wieder eine gerade Zahl e < q von der Beschaffenheit, dass 
e—2p—=4Pp 

und @ eine ganze Zahl ist; und weil die linke Seite dieser Glei- 
chung eine ungerade Zahl darstellt, welche ihrem absoluten Werthe 
nach < q? ist, so ist p ebenfalls eine ungerade Zahl und zwar 


<q. Je nach der Beschaffenheit dieser Zahl @ zerfällt nun der 
Beweis in drei Theile. 


1. Ist p weder durch p noch durch p’ theilbar, so ist 


=: 


und da q9 quadratischer Rest von pp’ ist, auch 


(2) =], also (2) 2 (); 
pp pP» PP 


da ferner die beiden ungeraden relativen Primzahlen p und pp' 
(von denen die letztere positiv ist) nur solche Primfactoren ent- 
halten, welche <q sind, so gilt für diese beiden Zahlen auch das 
verallgemeinerte Reciprocitätsgesetz, d. h. es ist 
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An 
GE) 


und folglich, mit Berücksichtigung der beiden vorhergehenden 


Gleichungen 
q ) \ı EU 
—_)\) — (— 1)%YW-D).%o@p'—D, 
en Yan 
Da aber e eine gerade Zahl, so ist 99 = — pp’ (mod. 4), also, 
da qg= 1 (mod. 4) ist, 
p = — pp’ (mod. 4) 
| p' 
nz = — nn (mod. 2), 
also 


u 2 
3 3 


(Z) ı 
pP 


2. Ist p durch p’ theilbar, durch p nicht theilbar, so setze man 
9 —= p’vy, und, da auch e durch p’ theilbar sein muss, e=p's; 
dann ist Y <g eine durch p nicht theilbare ungerade, und & eine 
gerade Zahl, und es wird 
ve—p= gt. 


Hieraus folgt nun zunächst wieder (da % relative Primzahl zu 


= 0 (mod. 2) 
und folglich 


was zu beweisen war. 


pp’ ist) 
=: 
ferner 
Ü { ad 
BE OE ORTE 


und folglich 


(4) us (Z) (=?) (=) — ( 1)%l+V.%w-D (); 
pP,” —p/\p /\pr pp/ 


da endlich y und pp’ nur solche Primfactoren enthalten, die <q 
sind, so ist nach dem verallgemeinerten Reciprocitätssatze 


IT. 
ou 
jr 
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a BE — (— NA@-).%or'-—ı) 
(57) ( d ei 


und hieraus in Verbindung mit zwei vorbergehenden Gleichungen 


(Z)- — (— 1)WE+D.n@ -D + Y Mor, 
pp 
Da nun 2=0(mod.4) und qg=1(mod.4), so ist = — p (mod. 4), 
folglich 
(1) = }(p + 1) (mod. 2), 
also 
3a +3 @—-D+3@—D-3(er — U) 
=3p+YE@—D+3 (pp — 1)] (mod. 2), 

und da ferner (nach dem ersten Lemma 4. in $. 46) 

sep —N)=4(—UY+3(p'—1) (mod. 2) 
ist, so ergiebt sich 


tl) (AP en 
=; + He Ze 
und folglich 
—)=1, 
PP 
was zu beweisen war. 

Da bei diesem Beweise die Thatsache, dass q Nichtrest von p’ 
ist, gar nicht zur Anwendung gebracht ist, so wird durch einfache 
Vertauschung von p mit p’ der Beweis für den Fall entstehen, dass 
p durch p theilbar, durch p’ nicht theilbar ist; denn im Uebrigen 
sind sowohl die Voraussetzungen als auch das zu beweisende Re- 
sultat vollständig symmetrisch in Bezug auf beide Primzahlen p 
und p.. 

3. Ist 9 sowohl durch p als auch durch p’ und folglich (da 
p und p’ verschiedene Primzahlen sind) auch durch pp’ theilbar, so 
setze man a — pp'Y, und, da e dann ebenfalls durch pp’ theilbar 
ist, e=pp’'e; dann bedeutet y eine „ungerade Zahl < q, und & 
eine gerade Zah und es wird 


ara led 


Hieraus folgt, dass pp’ relative Primzahl zu &% und ausserdem 
quadratischer Rest von %, also 


= 
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ist; ebenso ergiebt sich aber, dass —gw quadratischer Rest von 
pp', dass also 

rn) Er —r) 

pp’ pp 


| ist; nach dem verallgemeinerten Reciprocitätssatze, welcher offen- 
bar für die beiden Zahlen — % und pp’ gilt, ist ferner 


(>) (2) = (— 1)R@pP-D).Wa+n, 


und hieraus ergiebt sich in Verbindung mit den beiden vorher- 
gehenden Gleichungen 


(2) — (— 1) korn.vw+D, 
2p 

Da aber & eine gerade Zahl, und g= 1 (mod. 4, soistv=— | 
(mod 4), also 4(% + 1) eine gerade Zahl, und folglich 


Z)=1, 
23 
was zu beweisen war. 

Hiermit ist nun auch der zweite Theil des Beweises vollständig 
geführt und dadurch die Allgemeingültigkeit des Reeiprocitäts- 
satzes von Neuem nachgewiesen. Auf ähnliche Weise lassen sich 
auch die Sätze über die Charaktere der Zahlen — 1 und 2 begrün- 
den, was dem Leser überlassen bleiben mag“). 


8. 52. 


Nach allen diesen Untersuchungen kehren wir nun zurück 
zu der Beantwortung der zweiten in $. 32 aufgeworfenen Frage, 
welche in 8. 39 auf die folgende reducirt ist: 

Von welchen ungeraden Primzahlen q ist die gegebene Zahl D 
quadratischer Rest? 

Auch jetzt fragen wir nur nach denjenigen (positiv genomme- 
nen) Primzahlen q, welche nicht in D aufgehen, und setzen ausser- 
dem der Einfachheit halber voraus, dass 2 kein Quadrat und auch 
durch kein Quadrat (ausser 1) theilbar ist, weil der allgemeinere 


*) Dirichlet a. a. O. 
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Fall offenbar sogleich auf diesen einfacheren redueirt werden kann. 
Es wird sich zeigen, dass nicht blos alle diese Primzahlen q (die 
Divisoren der Form t?— Du: nach 8. 39), sondern überhaupt alle 
positiven Zahlen », welche relative Primzahlen zu 2D sind und 


der Bedingung ” 
eh 


genügen, in einer Anzahl von bestimmten Linearformen, d, h. von 
arithmetischen Reihen enthalten sind, deren Differenz entweder 
—9D oder—=4D ist. Da wir vorausgesetzt haben, dass die positive 
oder negative Zahl D durch keine Quadratzahl theilbar ist, so.wird, 
wenn wir das Product aller in D aufgehenden positiven ungeraden 
Primzahlen p, p', p".... mit P bezeichnen, entweder D=-+P, 
oder D=+ 2P sein; wenn D keine ungerade Primzahl p als 
Factor enthält (für welchen Fall das Resultat aber schon in den 
$8. 40, 41 oder allgemeiner in $. 46, 5. und 6. angegeben ist), wird 
P=1 zu setzen sein. Wir unterscheiden im Ganzen vier Fälle. 
L D=+Pr=1 (m0d.4). 

In diesem Falle ist, wenn » irgend eine positive Zahl bedeutet, 
die relative Primzahl zu 2D ist, zufolge des verallgemeinerten 
Reciprocitätssatzes ($. 46, 7) 


Da nun das Symbol rechts für alle Zahlen n, welche einer und 
derselben Classe (mod. P) angehören, nach &. 46, 3. einen und 
denselben Werth besitzt, so kommt es offenbar nur darauf an, ein 
vollständiges System von p(P) incongruenten Zahlen m (mod. P) 
zu betrachten, die relative Primzahlen zu P sind, und für jede 
den Werth des Symbols zu bestimmen. Es ist wichtig, dies etwas 
näher zu untersuchen, 

Zunächst lässt sich beweisen, dass Zahlen 5 existiren, weiche 
relative Primzahlen zu P sind und der Bedingung 


==: ö 


genügen. Denn da D nicht = + 1 sein kann, und folglich P 
mindestens eine Primzahl p enthält, so wähle man einen beliebigen 
Nichtrest 8 von p, und bestimme 5 (nach &. 25) durch die Be- 
dingungen 


b=ß (mod. pP) b=1 (mod. P'), 
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wo P=»pP' gesetzt ist, so wird 


=D AM--: 


Nachdem dieser Punct absolvirt ist, erkennt man leicht, dass 
die Anzahl aller incongruenten Zahlen db (mod. P), welche der 
Bedingung (1) genügen, =4@(P), und folglich die Anzahl aller 
incongruenten Zahlen « (mod. P), für welche 


(H=+1 2) 


ist, ebenso gross ist. Denn setzt man 


s=2(7), 


wo m das ganze System aller p(P) incongruenten Zahlen durch- 
laufen soll, so ist $ gänzlich unabhängig von der Wahl der die 
einzelnen Zahlclassen repräsentirenden Individuen m; da nun, 
wenn 5 eine bestimmte Zahl von der Beschaffenheit (1) bedeutet, 
auch die Producte 5m ein solches vollständiges System bilden, 


so ist auch 
Se (7) = (# +  (2)= Re 


m 


2(7)=% .@ 


mithin ist die Anzahl der Glieder dieser Summe, welche den Werth 
+ 1 haben, gleich der Anzahl derjenigen, welche den Werth — 1 
haben; d.h. die Anzahl der Zahlclassen a ist gleich derjenigen 
der Zahlclassen b. 

Es leuchtet ferner ein, dass man die Repräsentanten m (oder 
a und b) sämmtlich ungerade wählen kann; denn ist m gerade, 
so ist m + P eine in derselben Zahlclasse enthaltene ungerade 
Zahl. Dann wird also 


(7) = +], wenn n=a(mod.2P) 


n 


und folglich 


(7) —— 1, wenn n=b (mod. 2P) 


und jede (positive) Zahl n, welche relative Primzahl zu 2 .D ist, 
ist in einer und nur einer dieser arithmetischen Reihen (von der 


Differenz 2 D) enthalten. 
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Beispiel 1. st D=+P=21, alo g(P) = 12, so sind 
die sämmtlichen relativen Primzahlen zu P congruent 
th +2 44,175,58,r00, 
bestimmt man nun für jede dieser Zahlen den Werth des Jacobi'- 
schen Symbols nach $. 47, so ergiebt sich 


a=+1,+4.+5; b=+2,+ 8, + 10 (mod. 21); 


es wird daher 


(=) —+1, wenn n=1, 5, 17, 25, 37, 41 (mod. 42) 


n 
(=) — _—1, wenn n= 11,13, 19, 23, 29, 31 (mod. 42), 

Beispiel 2. It D=— P—=-—.15, so sind die zu betrachten- 

den Zahlelassen folgende + 1, + 2, + 4, + 7; diese zerfallen in 

a=+1,+23, +4 —7T, umddb=—1, —2, —4 +7 (mod. 15). 


Es wird daher 


(>) —+]1, wenn n=|, 17, 19, 23 (mod. 30) 


—) — 1, wenn n= 1, 11, 13, 29 (mod. 30). 


Wir gehen nun über zu dem Fall 
IL. D=+P=3 (mod. 4). 


Bedeutet n wieder eine positive relative Primzahl zu 2.D, so 
ist nach dem allgemeinen Reciprocitätssatze 


Oblzuant)) 


behalten wir dieselbe Bezeichnung wie im ersten Falle bei, so 
wird 


D 
(>) = +], wen n=1(mod.4) und n=a (mod. P) 


oder n=3(mod.4) und m = b (mod. P), 
dagegen 


D 
(5) —=— 1], wenn n=1(mod.4) und n=b (mod. P) 
oder n=3(mod. 4) und n= a (mod. P). 
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Einem jeden solchen Congruenzpaare entspricht aber (nach $. 25) 
eine bestimmte Classe von Zahlen » (mod. 4P); man erhält 
daher e(P) =3%g(4P) solche Classen von Zahlen n, die der 
einen Kategorie angehören, und ebenso viele Olassen von Zahlen n, 
die den entgegengesetzten Charakter haben; diese Classen bilden 
arithmetische Reihen von der Differenz 4D. Dies Resultat gilt 
auch noch in dem Falle D—= — 1, obgleich dann keine Zahl b 
existirt. 


Beispiel. Für D—= + 15 wird 
D h 
= +1, wenn n=1(mod.4,=+1, +2, + 4, — 7 (mod. 15) 
oder n=3 (mod. 4), = — 1,— 2, — 4, + 7 (mod. 15), 
dagegen 
D 
() —=—1, wenn „=1(mod.4), = — 1, — 2, — 4, + 7 (mod. 15) 
oder n=3(mod.4, =+1, +2, +4, — 7 (mod. 15); 
hieraus ergiebt sich 


15 
(- —+1, wenn n=1,7, 11,17, 43, 49, 53, 59 (mod. 60) 


=) — 1, wenn n=13, 19,23, 29, 31, 37, 41, 47 (mod. 60). 


Die Rechnung gestaltet sich am einfachsten, wenn man die 
sämmtlichen positiven relativen Primzahlen zu 4 P darauf prüft, 
ob sie der einen oder anderen Kategorie angehören, und sie lässt 
sich noch durch manche Kunstgriffe abkürzen, die hier nicht er- 
wähnt werden können. 

11..D=r2P= 2.(m08.8). 


In diesem Falle ist, wenn n eine positive relative Primzahl 


zu D bedeutet, 
Y, (n?— m 
(2) — (— 1)% 2 5): 


+ 1 (mod. 8), = « (mod. P) 


und folglich 
D 


—)= +], wenn n 
n 


Il 


oder n=+ 3 (mod. 8), = 5 (mod. P), 

dagegen 
(7) — --], won n=+ 1 (mod. 8), = b (mod. P) 

n 
oder n=+3 (mod. 8), = «a (mod. P) 
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und jedem bestimmten Congruenzpaare entspricht eine bestimmte 
Zahlclasse n (mod. 8 P); die Zahlen » vertheilen sich daher in 

. aritımetische Reihen von der Differenz 4 D; jeder der beiden 
Kategorien gehören gleich viele Zahlelassen an. 


Beispiel. Ist D— — 6, so ergiebt sich 


=) — +1], wenn n=1,5, 7, 11 (mod. 24) 


e - ) ef I, wenn = 13, 17, 19, 23 (mod. 24). 
IV. D=+2P= 6 (mod. 8). 
In diesem Falle ist 


DN n 
Eee Yan) +Ym—ı) ( — 
kr. ea (F): 


und folglich 


(>) — +1, wenn n=1,3 (mod. 8, = a (mod. P) 
oder n=5,T (mod. 8), = b (mod. P), 

dagegen 
() =—], wenn n=1,3 (mod. 8), = b (mod. P) 
oder n=5,7 (mod. 8), = a (mod. P). 


Die Zahlen n vertheilen sich wieder in arithmetische Reihen von 
der Differenz 4 D; jeder der beiden Kategorien gehören gleich 
viele Zahlelassen an. 


Beispiel. Für D= + 6 ergiebt sich 


() =+J], wenn n=|1*, 5,19, 23 (mod. 24) 


t 
(>) = —1ı wan n=17,11,13,17 (mod. 24). 

Wir bemerken schliesslich, dass die vier Fälle sich zusammen- 
fassen lassen, wenn man zwei positive oder negative Einheiten 
ö, & einführt, so, dass öo= + 1 oder =— 1, je nachdem - P=1 
oder = 3 (mod. 4), unddasse= +1 oder = — 1, je nachdem 
D ungerade oder gerade ist. Die vier Fälle stellen sich dann 
folgendermaassen dar: 
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De R>=1(mod.d), FAR Brenz 
D=+ P=3 (mod.4), = e== +1; 
D=+2P=2 (mod. 8), A e—=—|]; 
De+2r =6 (md, de— L,'is=—L. 


Dann ist vermöge des allgemeinen Reciprocitätssatzes und der 
Ergänzungssätze (8. 46) 


(2) = — Yun) Yan) (5). 


wo n wieder irgend eine positive relative Primzahl zu 2.D be- 
deutet. 

Lässt man n ein vollständiges System incongruenter Zahlen 
nach dem Modulus 4 D durchlaufen, welche zugleich positiv und 
relative Primzahlen zu 2. D sind, so ergiebt sich in allen vier Fällen, 
dass die entsprechende Summe 


ORL 


ist; im ersten Falle genügt es schon, dass n ein solches vollstän- 
diges Restsystem nach dem Modulus 2.D durchläuft. 


Vierter Abschnitt. 


Von den quadratischen Formen. 


8. 58. 


Unter einer Form versteht man in der Zablentheorie im All- 
gemeinen eine ganze rationale Function von Variabelen, deren 
Coefficienten ganze Zahlen sind (vergl. $. 39). Je nach dem 
Grade derselben unterscheidet man lineare, quadratische, eubische 
Formen u.s.w.; je nach der Anzahl der vorkommenden Variabelen 
spricht man von binären, ternären Formen u. s. w. Wir werden 
uns im Folgenden ausschliesslich mit Ausdrücken von der Form 

ax? + 2bxy + ey? 
beschäftigen, wo a, b, ce bestimmte, gegebene ganze Zahlen, x und 
y aber unbestimmte, variabele ganze Zahlen bedeuten; und wir 
werden diese homogenen binären quadratischen Formen, wo kein 
Missverständniss zu besorgen ist, kurz Formen nennen. 

Wir haben dem Coetticienten des Productes xy der beiden 
Variabelen gleich die Gestalt einer geraden Zahl 25 gegeben, weil 
die Untersuchung dadurch erleichtert wird; sollte in einer Form 
dieser Coefficient eine ungerade Zahl sein, so würde es genügen, 
die ganze Form mit 2 zu multiplieiren, um diesen Fall auf den 
obigen zurückzuführen, und aus den Eigenschaften der so erhalte- 
nen Form würde man mit Leichtigkeit auf die Eigenschaften der 
ursprünglichen Form zurückschliessen können. 

Sind die drei Glieder in der obigen Anordnung geschrieben, 
so nennt man a den ersten, b (nicht 25) den zweiten, c den dritten 
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Ooeffieienten; a und ce fasst man auch wohl unter dem gemein- 
schaftlichen Namen der äusseren Coefficienten zusammen, und 
nennt dann 5 im Gegensatz den mittleren Coefficienten; ähnlich 
heisst & die erste, y die zweite Variabele. Eine solche Form be- 
zeichnet man wohl auch kurz durch das Symbol (a, db, c), wenn es 
sich nur darum handelt, die Coeffieienten anzugeben, von denen 
allein die Eigenschaften der Form abhängen können. 

Wir schliessen nun ein- für allemal die Fälle aus, in welchen 
die Form sich in zwei lineare Factoren mit rationalen Ooefficienten 
zerfällen lässt, weil diese eine andere und zwar einfachere Be- 
handlung gestatten. Zunächst folgt hieraus, dass in den Formen, 
mit welchen allein wir uns beschäftigen wollen, keiner der äusseren 
Coefficienten gleich Null sein wird; da ferner 


ax? + 2bay+ ce = . ((ax I a)y?) 


ist, so ergiebt sich weiter, dass die Zahl 5? — ac nie eine voll- 
ständige Quadratzahl sein darf, denn sonst würde die Form 


ax2 + 2bay + ey’ — 
2 (az Fild=E Vor = ar) ») (az +45 — Vh2 ae) v) 


ein Product aus zwei linearen Factoren mit rationalen Coefficienten 
sein. Die Zahl b2 — ac, von welcher, wie wir sehen werden, die 
Eigenschaften der Form (a, b, c) hauptsächlich abhängen, heisst 
die Determinante*) dieser Form; wir werden sie im Folgenden mit 
dem Buchstaben D bezeichnen. Die unseren Formen (a,b, e) 
auferlegte Beschränkung besteht mithin darin, dass D kein Qua- 
drat, aJso auch nicht Null ist. 

Einige höchst merkwürdige Sätze von Fermat haben Euler 
veranlasst, sich eingehend mit den quadratischen Formen zu be- 
schäftigen, doch beziehen sich seine Untersuchungen grösstentheils 
nur auf specielle Fälle; Lagrange**) legte den Grund zu einer 
allgemeinen Theorie derselben, die dann später von Legendre***), 
vor Allen aber durch Gauss vervollständigt wurde. 


*) Gauss: D. A. art. 154. we... 
#**) Recherches d’Arithmetique (Nouv. M&m. de !’Ac. de Berlin, 1773, 1775). 
wer) Theorie des Nombres, 3me ed. Paris 1830. Deutsche Vebersetzung 


von Maser (1836—1887). 
Dirichlet, Zahlentheorie. 9 
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Ihre Entstehung verdankt die ganze Theorie dem Probleme, 
zu entscheiden, ob eine gegebene Zahl m durch die gegebene Form 
(a, b, c) darstellbar ist, d. h. ob es specielle Werthe von x, y giebt, 
für welche die Form den Werth m erhält. Doch ist zur voll- 
ständigen Lösung desselben die Theorie der Transformation 
erforderlich, mit welcher wir uns zunächst beschäftigen wollen. 


8. 54. 


Ebenso wie die Gleichungen der Curven in der analytischen 
Geometrie ihre Gestalt ändern, wenn ein anderes Coordinaten- 
system gewählt wird, so geht eine quadratische Form (a, d, ec) 
durch Einführung zweier neuen Variabelen in eine neue quadra- 
tische Form (a’, b', c') über. Sind nämlich x, y die Variabelen 
der Form (a, b, c), und setzt man 


z==0r 4. ßY, 
Br a) 
yzya' +Öy, 


wo «, ß, 7, ö vier bestimmte ganze Zahlen, und x’, y’ die neuen 
Variabelen bedeuten, so wird 


as? + 2bay+ecey:=a'r? +2bz'y' + c'y'>, 


und die Coefficienten a’, db’, c’ der neuen quadratischen Form 
hängen auf folgende Weise von denen der ursprünglichen Form 
und von den vier Üoefficienten &, ß, y, ö ab: 


a’ = au? + 2bay + cy? 
aaß +b(aö + By) + cyÖ (2) 
c' = uß? +25Bö + cö%., 


Man drückt den Zusammenhang der beiden Formen kurz so aus: 
die Form ax? + 2bxy + cy? geht durch die Transformation oder 
Substitution (1) in die Form a’x’2 + 2b’ x’y' + c'y’? über. Die 
Zahlen o, ß, y, ö heissen der Reihe nach der erste, zweite, dritte, 
vierte Coeffievent der Substitution. Da die Wahl der Buchstaben zur 
Bezeichnung der Variabelen von ganz untergeordneter Bedeutung 
ist, und die Natur der Formen und Substitutionen nur von den 
Coeffieienten abhängt, so drückt man sich häufig noch kürzer so 
aus: die Form (a, d, c) geht durch die Substitution «, ß, y, 6 


N 
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oder (7:5) in die Form (a’, b’, c') über; und diese Ausdrucks- 
weise soll nicht mehr oder weniger sagen, als dass die drei 
Gleichungen (2)- stattfinden. Hierbei ist wohl auf die Stellung 
der Üoefficienten der Formen sowohl, wie derjenigen der Substi- 
tution zu achten; behalten wir die eben eingeführten Bezeich- 
nungen bei, so müssen wir z. B. sagen, dass gleichzeitig die Form 


(a, d, c) durch die Substitution (* 5) in: (a4, 54, ce, 


(Gsbechhn R » (5 5 Su 0L LO, 
« n H 5) Beulebiech), 


m (5 Y) „(ec br, a) 
übergeht. 

Es leuchtet ein, dass jede durch die zweite Form (a’, d’, €‘) 
darstellbare Zahl auch durch die erste Form (a, b, c) dargestellt 
werden kann; denn wird die Zahl m durch (a’, b’, c') dargestellt, 
indem den Variabelen x’, y' die speciellen Werthe r’, s’ ertheilt 
werden, so setze man 

neun Ben 8 wre 08, 
und es wird die Form (a, b, c) dieselbe Zahl m darstellen, sobald 
2 =Yr,y=s gesetzt wird. Man sagt deshalb auch: die Form 
(a,.b, c) enthält die Form (a’, b’, ec’), oder deutlicher: die Form 
(a’, b’, ec’) ist unter der Form (a, b, c) enthalten*); eben weil 
sämmtliche durch («a’, b’, c') darstellbare Zahlen unter den durch 
(a, b, c) darstellbaren enthalten sind **). 

Von besonderer Wichtigkeit ist die Relation, in welcher die 

Determinante 

DH 
der neuen Form zu der der früheren steht; substituirt man für 
a, b', c' ihre Ausdrücke gemäss den Gleichungen (2), so findet 
man nach leichten Reductionen 


D'= (ed — Py)?D; 


*) Gauss: D. A. art. 157. 

**) Ueber die Umkehrung dieses Satzes siehe Schering: Theoremes re- 
latifs aux formes binaires quadratiques qui representent les mömes nom- 
bres, Journal de Mathömatiques publ. p. Liouville T. IV. 2e serie. 1859. 

Q* 
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die neue Determinante ist daher stets gleich der alten, multiplieirt 
mit einer Quadratzahl; beide Determinanten haben also auch dasselbe 
Vorzeichen. Da wir von vornherein Formen ausschliessen, deren 
Determinanten —= 0 sind, so betrachten wir deshalb auch nur 
solche Substitutionen (4 5), für welche die Coefficientenverbindung 
0%ö — By (die sogenannte Determinante der Substitution) einen von 
Null verschiedenen Werth hat. Hieran knüpft sich jedoch noch 
eine wichtige Unterscheidung; je nachdem nämlich dieser Ausdruck 
&ö — ßy einen positiven oder negativen Werth hat, soll die Sub- 
stitution (%3) eine eigentliche oder uneigentliche heissen, und diese 
Ausdrucksweise soll auf die Beziehung zwischen den Formen (a,b, c) 
und (a’, b', c’) übertragen werden, indem wir sagen, dass die Form 
(w', b', ec’) eigentlich oder uneigentlich unter der Form (a, b, c) ent- 
halten sei, je nachdem die Substitution (7), durch welche die letz- 
tere in die erstere übergeht, eigentlich oder uneigentlich ist. Um 
Missverständnisse zu vermeiden, fügen wir sogleich hinzu, dass eine 
Form eine andere sowohl eigentlich als auch uneigentlich enthalten 
kann; denn es tritt häufig der Fall ein, dass eine Form einmal durch 
eine eigentliche, ein anderes Mal durch eine uneigentliche Substi- 
tution in eine und dieselbe zweite Form transformirt wird. . So 
z. B. geht die Form (3, 13, 18) durch die eigentliche Substitution 
+p ‚7), und ebenso durch die uneigentliche Substitution ( 
in die andereForm (— 5, — 5, 18) über; die erstere enthält daher 
die letztere sowohl eigentlich als auch uneigentlich. 

Man nennt ferner zwei Substitutionen gleichartig, wenn sie 
beide eigentlich, oder beide uneigentlich sind, unyleichartig, wenn 
die eine eigentlich, die andere uneigentlich ist. 


Sehr 
Behalten wir die vorhergehenden Bezeichnungen bei, und 
nehmen wir an, dass die Form 
(a, d/,e)=a'a'2 + 2b’z'y! + c'y'2 
durch eine neue Substitution 
a’ — an" nz By" 
Yy — ie Ha + OT 
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in die Form 

(en, N, e”) — a''z!'2 + 2 3 ey"? 
übergeht, so geht offenbar die erste Form (a, b, c) durch die Sub- 
stitution 

= a(a' 2" + ß'y”) = Ban" + ö'y") 

Y — y(a'z’ + B'y') + ö(y’ a’ + ö’y") 


x = (aa + By')a" + (aß! + Bö')y” 
Da 7.07)0" + Be) y" 
in die dritte Form (a”, 5”, c”) über. Hieraus folgt der Satz: 


oder 


Enthält eine Form eine zweite, diese wieder eine dritte, so 
enthält auch die erste Form die dritte. 

Bezeichnet man nun die Coefficientenverbindung 

(ua + Br’) ß’ + 88) — (aß! + Bö')(ya’ + 6Y') 
mit &, so ist nothwendig die Determinante der dritten Form 
D" — s?2D; da aber andererseits 

Wa 10:6 ae By)?:D, a EI B202DN, 
also auch 
D" = (a8 — By)? (#6 — B'yYeD, 

und D von Null verschieden ist, so schliessen wir hieraus, dass 

&2 = (a0 — By)? (ad — P'y')? 
ist, und man überzeugt sich leicht durch Vergleichung beider 
Seiten, dass die Quadratwurzel in folgender Weise auszuziehen ist: 

e = (a8 — By) («6 — P'Y)). 
Aus dieser Gleichung (welche einen der einfachsten Sätze der 
Determinantentheorie enthält) folgt noch eine wesentliche Ver- 
vollständigung des obigen Satzes, nämlich: 

Die erste Form enthält die dritte eigentlich oder uneigentlich, 
je nachdem die erste die zweite in derselben oder in entgegengesetzter 
Art enthält, wie die zweite die dritte. 

Fährt man in derselben Weise fort und transformirt die dritte 
Form in eine vierte, diese in eine fünfte u. s.f.. so ergiebt sich un- 
mittelbar der allgemeine Satz: Wenn von einer Reihe von Formen 
jede die nächstfolgende enthält, so enthält die erste Form auch die 
letzte, und zwar eigentlich oder ameigentlich, je nachdem die Anzahl 
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der hierbei auftretenden uneigentlichen Substitutionen gerade oder 
ungerade ist. 

Die Substitution, durch welche die erste Form unmittelbar in 
die letzte transformirt wird, heisst zusammengesetzt aus den ein- 
zelnen successiven Substitutionen; um die Zusammensetzung von 
zwei Substitutionen anzudeuten, wollen wir uns der Bezeichnung 


NEN-GELHSELN 


bedienen; offenbar ist es im Allgemeinen nicht erlaubt, die 
Ordnung der beiden successiven Substitutionen umzukehren, weil 
hierdurch auch die resultirende Substitution geändert würde. 
So ist z.B. 


Get) ei) Hi) >) 

Dagegen ist es bei drei successiven Substitutionen $, 8’, 8” 
gleichgültig, ob man erst $S und S’ zusammensetzt, und dann das 
Resultat SS’ mit S” verbindet, oder ob man S mit dem Resultat 


S'S" der zweiten und dritten Substitution zusammensetzt; in 
Zeichen: 


(S8)8" — S(S' 8"). 


Dies folgt unmittelbar aus dem Begriffe dieser Zusammensetzung; 
denn sind (%,y), (2’, y'), (©”, y”) und (x”’', y"’) die successiven 
Variabelen, so ist es für die Ausdrücke von x, y durch x”, y’"" 
gleichgültig, ob man die Variabelen x”, y’ oder die Variabelen x’, y’ 
als Zwischenglieder einschiebt. Diese aus den drei auf einander 
folgenden Substitutionen $, S’, S”’ zusammengesetzte Substitution 
kann daher kurz durch SS’ S” bezeichnet werden, und aus der 
in $. 2 vorgetragenen Schlussweise ergiebt sich, dass Aehnliches 
auch für jede grössere Anzahl von Substitutionen gilt, die in 
bestimmter Ordnung auf einander folgen und durch successive 
Verbindung von je zwei benachbarten Gliedern zu einer einzigen 
Substitution zusammengesetzt werden; setzt man z. B. 


Ss$g' — Yh s’s" — Fi Ss" gm — RN 
so ist zunächst 7’S”’ = ST', T'$" = $8’T", und folglich 


(2.8.)8% = (5 2) sr — SAW De 
_— S(8' YEu) — EI = Sss' su SU 


’ 
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Ferner ist für die Folge zu bemerken, dass die Substitution 
(3?) bei der Zusammensetzung stets fortgelassen werden darf, da 
sie keine Aenderung hervorbringt. 

Endlich leuchtet ein, dass der obige Satz auch so ausgesprochen 
werden kann: Die aus den Substitutionen S, 8’, 8"... zusammen- 
gesetzte Substitution S S’S" ... ist eigentlich oder uneigentlich, je 
nachdem die Anzahl der unter ihmen befindlichen uneigentlichen 
Substitutionen gerade oder ungerade ist, 


[v 77) 


56. 


Besonders wichtig ist nun die Frage: wann enthalten zwei 
Formen sich gegenseitig? Offenbar ist dann das System aller durch 
die eine Form darstellbaren Zahlen identisch mit dem System der- 
jenigen Zahlen, welche durch die andere Form dargestellt werden 
können. Zwei solche Formen, die sich gegenseitig enthalten, 
werden wir äquivalent*) nennen. Sind D, D’ ihre Determinanten, 
so muss sowohl D’:D, als auch D:D', eine ganze Quadrat- 
zahl, also eine ganze positive Zahl sein, und hieraus folgt als 
eine für die Aequivalenz zweier Formen erforderliche Bedingung, 
dass ihre Determinanten D und D’ gleich sein müssen. 

Diese Bedingung ist aber umgekehrt nicht hinreichend, um 
auf die Aequivalenz schliessen zu können. Letzteres ist erst dann 
gestattet, wenn man ausserdem weiss, dass die eine der beiden 
Formen die andere enthält. In der That, wenn die beiden Formen 
(a, b, e) und («', b’, e') gleiche Determinanten haben, und wenn 
ausserdem die erstere durch die Substitution 

£t—=ox -+ Py' 

yy# +öy 
in die letztere übergeht, so folgt aus der Relation 

D' — (ud — ßy)?.D 

und der Gleichheit von D’ und D die Gleichung 

eds — fr—=Htl 
und hieraus, wenn man zur Abkürzung add  y=+t1=: 
setzt, 
x’ = + dx — eßy 
y—=—eyi + eEuy 


*) Gauss: D. A. art. 157. 
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und es geht daher durch diese Substitution mit ganzzahligen 
Coefficienten die Form (a’, b’, c’) in die Form (a, b, e) über; also 
sind in der That beide Formen einander äquivalent. Die Sub- 


stitutionen 
%, ßB er ö, “ER eß\ 
& 5) = (& ey, + 20 


deren jede die inverse der anderen heisst, und durch deren Zu- 
sammensetzung immer die Substitution (j ?) entsteht, sind offenbar 
entweder beide eigentlich, oder beide uneigentlich; je nachdem 
das Eine oder das Andere stattfindet, sollen die beiden Formen 
eigentlich oder wuneigentlich äquivalent*) heissen. 

Sowie wir eben gesehen haben, dass die eine von zwei äqui- 
valenten Formen in die andere immer durch eine Substitution 
& 5) übergeht, in welcher «ö& — ßy = + 1 ist, so leuchtet auch 
umgekehrt ein, dass durch jede solche Substitution eine beliebige 
‘ Form nothwendig in eine ihr äquivalente transformirt wird; denn 
die Determinanten beider Formen sind einander gleich. In der 
Existenz einer solchen Substitution besteht also die erforderliche 
und hinreichende Bedingung für die Aequivalenz zweier Formen. 

Aus dem Begriffe der Aequivalenz ergiebt sich unmittelbar, 
dass jede Form sich selbst eigentlich äquivalent ist; denn sie geht 
durch die eigentliche Substitution (j;}) in sich selbst über. Dies 
ist nur ein specieller Fall des folgenden Satzes, welcher sehr oft 
zur Anwendung kommen wird: Wenn zwei Formen (a, b, c) und 
(a, b', e') von gleicher Determinante D denselben ersten Coeffieienten 
a huben, und wenn ihre mittleren Coefficienten b, b' einander con- 
gruent sind in Bezug auf den Modul a, so das b’ —=aß+ b; 
so sind die beiden Formen eigentlich äquivalent, und die erstere 
geht durch die eigentliche Substitution (11) in die letztere über. 

Ferner bemerke man folgende Fälle der uneigentlichen Aequi- 
valenz: Zwei entgegengesetzte**) Formen (formae oppositae), d. h. 
zwei Formen (a, b, c) und (a, —b, e), welche sich nur durch das 
Vorzeichen des mittleren Coefficienten unterscheiden, sind stets 
unergentlich äquivalent, indem die eine durch die Substitution 
(5 _}) in die andere übergeht. Dasselbe gilt von zwei Gefährten***) 


*) Gauss: D. A. art. 158. 
**) Gauss: D. A. art. 159. 
He Tauss DA ar 187 
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(formae sociae), d. h. von zwei Formen (a,b,ec) und (c,b, a), welche 
dieselben Coefficienten, nur in umgekehrter Folge, haben; die eine 
geht in die andere durch die Substitution 5) über. 

Aus diesen beiden Fällen folgt wieder durch Zusammensetzung, 
dass die beiden Formen (a, b, c) und (ec, — b, a) eigentlich äquivalent 
sind; denn die erstere geht in die letztere durch die Substitution 
(_%:}) über*). 


8. 57. 


Auch hier bei der Aequivalenz schliesst die eine Art derselben 
die andere nicht aus; es kommt häufig der Fall vor, dass zwei 
Formen einander sowohl eigentlich als uneigentlich äquivalent 
sind; in dem oben (8. 54) angeführten Beispiel sind wirklich die 
beiden Formen (3, 13, 18) und (— 5, —5, 18) eigentlich und un- 
eigentlich äquivalent; die erstere geht durch die Substitutionen 
(+?) und (#7 +3) in die letztere über, und umgekehrt diese in 
jene durch die inversen Substitutionen (1?) und (7 #7). 

Wenn zwei Formen sowohl eigentlich als uneigentlich äqwiva- 
lent sind, so ist jede von ihnen sich selbst uneigentlich äqwivalent. 


Denn, wenn die Form (a, b, c) durch jede der beiden Substi- 


tutionen 
B ) und (Gi In)» 
in denen 
at tl Mr =, 
in die Form (a’, b’, c') übergeht, so geht (a’, b’, ec’) durch jede 
der beiden inversen Substitutionen 
Er ze) a (Fe) 


*) Dieser Fall und ebenso der andere, oben erwähnte Fall der eigent- 
lichen Aequivalenz treten so häufig auf, dass es sich rechtfertigen liesse, 
sie durch besondere Namen auszuzeichnen; nach einem in der vorigen 
Auflage dieses Werkes gemachten Vorschlage könnte man zwei Formen 
(a, b, c), (a, db’, ec’), die durch Substitutionen von der Gestalt e ) in ein- 
ander übergehen, parallele Formen, und je zwei Formen (a, b, c), (c, —b, a) 
complementüre Formen nennen (vergl. 8. 63, Anmerkung). 
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in (a, b, c) über; und hieraus folgt, dass (a,b, ec) durch jede der 
beiden zusammengesetzten, und zwar nothwendig uneigentlichen 
Substitutionen 


ee ee 


in sich selbst übergeht. So z. B. geht die Form (3, 13, 18) durch 
die uneigentlichen Substitutionen (+19) (++ 3?) = (3 75) und 
(Hr 33)@9) — (#735) in sich selbst über. 
Es ist kein Zufall, dass diese beiden auf verschiedene Art 
zusammengesetzten Substitutionen identisch ausfallen; setzt man 


nämlich A: = R 3 
Wale ze): 


so findet man zunächst 


EN NZ ER, 
( De a a) > (+ Fa Dt 
und wir haben daher, um die Identität dieser beiden (inversen) 
Substitutionen nachzuweisen, nur noch zu zeigen, dass in jeder 
uneigentlichen Substitution ( 5), durch welche eine Form in sich 
selbst übergeht, stets der erste und vierte Coefficient einander 
gleich, aber entgegengesetzt sind. Dies geschieht leicht auf fol- 
gende Weise. Wenn die Form (a, d, c) durch die uneigentliche 
Substitution (%5) in sich selbst übergeht, so ist 


aa? +(2ba +cy)y=a 

aß +blaö+ß)toyi=b 

eo — r—=—l. 
Die zweite dieser drei Gleichungen geht, wenn man der dritten 
gemäss ßy durch &ö + 1 ersetzt. in folgende über: 
acadß + 2dbax + cy)dö= 0; 

eliminirt man ausdieser und aus der ersten jener drei Gleichungen 
die Grösse 25& + cy, so erhält man, wenn man den Factor «a 


wegwirft (der ja von Null verschieden ist, weil sonst die De- 
terminante D eine Quadratzahl wäre). die Relation 


(2? — 1)d = aßy, 
woraus mit Rücksicht auf &ö — ßy = — 1 wirklich folgt, dass 
d = — « ist, was zu beweisen war. 
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8. 58. 


Jede uneigentliche Substitution, durch welche eine Form (a,b, €) 
in sich selbst übergeht, ist daher nothwendig von der Form (% +?) 
und esist also gleichzeitig « + 8y—=1. Von besonderem Interesse 
ist der specielle Fall y — 0; dann ist  — + 1 und entsprechend 
taß= 2b; eine solche Form, deren doppelter mittlerer Coeffi- 
cient durch den ersten theilbar ist, soll eine forma anceps*) oder 
eine zweiseitige**) Form heissen. Und umgekehrt ist leicht zu 
sehen, dass jede zweiseitige Form sich selbst uneigentlich äqui- 
valent ist; denn wenn (a, b,c) eine solche Form, und also2b—=aß 
ist, so geht (a, b, ec) wirklich durch die uneigentliche Substitution 
(9 +7) in sich selbst über. Dasselbe gilt offenbar von jeder Form, 
welche einer zweiseitigen Form äquivalent ist; aber es besteht 
auch der umgekehrte Satz ***). 

Wenn eine Form sich selbst uneigentlich äqwivalent ist, so giebt 
es stets eine ihr äquivalente zweiseitige Form. 


Beweis. Es sei p eine solche Form, welche durch die un- 
eigentliche Substitution (% 42) in sich selbst übergeht; ist y = 0, 
so wissen wir, dass p selbst eine zweiseitige Form, und folglich 
der Satz richtig ist. Ist aber x von Null verschieden, so suchen 
wir eine eigentliche Substitution (7 0), durch welche die Form 
in eine ihr äquivalente zweiseitige Form übergeht, die wir mit » 
bezeichnen wollen. Da also Ag — uv— + 1, und folglich ı 
durch die inverse Substitution (4$: 7%) in p übergeht, so muss 
ı» durch die offenbar uneigentliche, aus den drei successiven Sub- 
stitutionen 


*) Gauss: D. A. art. 163. 

**) Im mündlichen Vortrage gebrauchte Dirichlet immer die Bezeich- 
nung forma anceps, welche ich auch bei der Ausarbeitung der ersten Anuf- 
lage (1863) beibehalten habe; in der zweiten und dritten Auflage (1871, 
1879), wo diese Formen und die ihnen entsprechenden Formen -Classen 
häufiger auftraten ($$. 152, 153), habe ich sie im Anschluss an die von 
Kummer (Monatsber. d. Berliner Akad. vom 18. Februar 1858) auf einem 
verwandten Gebiete benutzte Bezeichnung ambige Formen genannt; da aber 
diese Wortbildung wohl mit Recht beanstandet ist, so schlage ich jetzt die 
obige Bezeichnung vor, welche sich auch ohne Zwang verallgemeineren 
lässt (vergl. $S. 149). 

**r) Gauss: D. 4. art. 164. 
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Er) BEI Ge 


zusammengesetzte Substitution in sich selbst übergehen. Der 
dritte Coefficient dieser Substitution ist 


yh?— 2aAv — Pv?, 


und es kommt nur darauf an, zwei relative Primzahlen A, » so 
zu bestimmen, dass dieser Coefficient — 0 wird, denn dann ist v 
eine zweiseitige Form. Diese Forderung reducirt sich, wenn man 
mit y multiplicirt und bedenkt, dass & + ßy — 1 ist, auf die 
folgende: 

A em Are 


e- De etg sn i 
(yA — av) ee 1 e z Fat 


da unserer Annahme nach x von Null verschieden ist, so kann man 
also A und v dieser Forderung gemäss bestimmen, und zwar als 
relative Primzahlen, wenn man den Bruch (« + 1): y auf seine 
kleinste Benennung A: v bringt. Dies Letztere ist erforderlich, 
weil ja die vier Coefficienten A, u, v, eg derGleichung Ao — uv—=1 
genügen müssen. Sobald nun A und v auf dem angegebenen Wege 
bestimmt sind, so kann man dann unendlich viele Werthenpaare 
‘ für e und « (nach &. 24) finden, welche diese letzte Forderung 
erfüllen. Auf diese Weise ist also wirklich aus ($ 6) eine eigent- 
liche Substitution (r 6) gefunden, welche die gegebene Form @ in 
eine ihr äquivalente zweiseitige Form % transformirt, und hier- 
durch der obige Satz bewiesen. 

Nehmen wir als Beispiel die obige Form (3, 13, 18), welche 
durch die uneigentliche Substitution (*} #2) in sich selbst über- 
geht; wir haben also nur 

A Sl 

en 
zu setzen; nehmen wir das obere Zeichen, so ist A=+t1l,v—T1 
zu setzen, und entsprechend og +«—= +1. Nehmen wir die 
oberen Zeichen und eg = 1, u — 0, so erhalten wir die Substitu- 
tion (+79), durch welche, wie schon oben bemerkt ist, die Form 
(3, 13, 18) in die Form (— 5, —5, 18) übergeht, welche in der 
That eine zweiseitige Form ist. 

Ferner: Die Form (7, 1, —1) geht durch die uneigentliche 
Substitution = e =) in sich selbst über; in diesem Fall haben 
wir also 
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EN Tanz 

u eg 
zu setzen; nehmen wir der Einfachheit halber wieder das obere 
. Zeichen, so können wir wieder A= Lv— — I N) 


setzen; und in der That geht die Form (7, 1, —1) durch die 
Substitution (*}}) in die zweiseitige Form (4, 2, — 1) über. 


8. 59. 


Wir verlassen hiermit diesen interessanten Gegenstand und 
beschäftigen uns von jetzt an ausschliesslich mit der eigentlichen 
Aequivalenz; nur diese soll im Folgenden gemeint sein, wenn 
schlechthin von Aequivalenz gesprochen wird; ebenso soll unter 
Substitution immer nur noch die eigentliche Substitution verstan- 
den sein. Werden daher zwei Formen /, f’ äquivalent genannt, 
so bedeutet dieser Ausdruck stets ($. 56), dass eine Substitution 
(5 5) ezistirt, deren Coefficienten der Bedingung ed — ßy—=+1 
genügen, und durch welche f in f’ übergeht; umgekehrt geht dann 
f' ın f über durch die inverse Substitution [ o, 5); deren Üoefh- 
cienten derselben Bedingung d « — (— ß) (—y) = + 1 genügen. 
Aus dem allgemeinen Satze des $. 55 geht nun folgender specielle 
hervor: Sind zwei Formen einer dritten ägwivalent, so sind sie auch 
einander äquivalent; und dieser Satz bildet die Grundlage für den 
wichtigsten Begriff in der ganzen Theorie der quadratischen Formen. 

Es sei / eine bestimmte gegebene Form von der Determinante 
D, und F der Inbegriff aller der Formen f, f', f" - - -, welche mit 
f äquivalent sind; zufolge des eben erwähnten Satzes sind nun je 
zwei-in dem System F' vorkommende Formen f', f" ebenfalls äqui- 
valent; ist daher f’ irgend eine in F vorkommende Form, so ist das 
System aller mit f’ äquivalenten Formen identisch mit dem System F* 
Ein solches System unter einander äquivalenter Formen soll eine 
Classe von Formen*) oder eine Formenclasse heissen, und es leuchtet 
ein, dass durch irgend ein Individuum einer solchen Classe alle 
anderen derselben Classe angehörenden Formen vollständig be- 
stimmt sind; man kann daher immer ein solches Individuum als 
Repräsentanten der Formenclasse ansehen. 


*) Gauss: D. A. art. 223. 
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Es würde nicht schwer sein, zu beweisen, dass es in jeder 
solchen Formenclasse unendlich viele Individuen giebt, d. h. dass 
die Anzahl der Formen, in welche eine gegebene Form f durch die 
unendlich vielen verschiedenen Substitutionen (% #) übergeht, in 
denen «8 — ßy— + 1, unendlich gross ist, obgleich es vorkommen 
kann, und zwar bei positiven Determinanten immer vorkommt, 
dass unendlich viele von diesen Substitutionen die Form f nur in 
eine und dieselbe Form f’ transformiren; allein dieser Nachweis 
hat für uns zunächst kein Interesse. Von grösserer Wichtigkeit 
und von dem grössten Interesse ist dagegen die folgende Be- 
trachtung. 

Denkt man sich alle Formen von einer und derselben Deter- 
minante D in ihre verschiedenen Classen eingetheilt, und wählt 
man aus jeder Classe nach Belieben eine Form als Repräsentanten 
derselben, so erhält man ein sogenanntes vollständiges System 
nicht äqwivalenter Formen für diese Determinante D; die funda- 
mentale und vollständig charakteristische Eigenschaft eines solchen 
vollständigen Formensystems S besteht darin, dass jede beliebige 
Form von der Determinante D stets einer, aber auch nur einer 
von den in diesem System S enthaltenen Formen äquivalent ist. 
Die Anzahl dieser verschiedenen Classen (und also auch ihrer Re- 
präsentanten in dem vollständigen Formensystem S) ist nun, wie 
sich zunächst für negative, später auch für positive Determinanten 
herausstellen wird, eine endliche, und wir bezeichnen absichtlich 
schon jetzt die genaue Bestimmung dieser Classenanzahl für eine 
gegebene Determinante, welche innig mit den schönsten algebrai- 
schen und analytischen Untersuchungen dieses Jahrhunderts ver- 
knüpft ist, als die letzte und hauptsächlichste von uns zu lösende 
Aufgabe. 

Der Weg zu diesem Ziele wird gebahnt durch die Lösung der 
beiden folgenden Hauptprobieme in der Theorie der Aequivalenz: 

I. Zu entscheiden, ob zwei gegebene Formen von gleicher Deter- 
minante äquivalent sind, also derselben Olasse angehören, oder nicht. 

U. Alle Substitutionen zu finden, durch welche die eine von 
zwei gegebenen äquivalenten Formen in die andere übergeht. 

Es wird aber gut sein, die Beschäftigung mit diesen beiden 
Problemen dadurch zu motiviren, dass wir zeigen, wie die Theorie 
der Darstellung der Zahlen durch quadratische Formen vollständig 
auf dieselben zurückgeführt werden kann; und so schicken wir im 
Folgenden einige Hauptsätze dieser Theerie voraus. 
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8. 60. 


Man nennt, wie schon im Anfang dieses Abschnittes erwähnt 
ist, eine ganze Zahl m darstellbar durch die quadratische Form 


(a, b, c), wenn es zwei ganze Zahlen x, y giebt, welche der Glei- 
chung 


ax? + 2bzy + cy?—= m (1) 
genügen. Wir können uns aber zunächst auf sogenannte eigentliche 
Darstellungen (x, y) beschränken, in welchen die beiden darstellen- 
den Zahlen x, y relative Primzahlen sind; denn ist ö der grösste 
gemeinschaftliche Divisor von zund y, so ist m nothwendig theilbar 
durch ö?; setzt man nüun = x'd,y—= y'ö und m = m’ö2, so 
wird m’ offenbar durch die Form (a,b, c) dargestellt, wenn x’ und y' 
als darstellende Zahlen genommen werden. Da nun die letzteren 
relative Primzahlen sind, so erkennt man leicht, dass, sobald alle 
eigentlichen Darstellungen der Zahlen bekannt sind, hieraus die 
übrigen (uneigentlichen) Darstellungen leicht gefunden werden 
können; wir schliessen daher die letzteren von unserer jetzigen 
Betrachtung ganz aus. Dies vorausgeschickt, schreiten wir zur 
Erforschung der erforderlichen und hinreichenden Bedingungen 
für die Darstellbarkeit einer gegebenen Zahl m durch eine ge- 
gebene Form (a, b, c). 

1. Wir nehmen also an, die obige Darstellung (1) der Zahl 
m durch die Form (a, 5, ec) von der Determinante D=b? — ac 
sei eine eigentliche, d.h. x und y seien relative Primzahlen. Dann 
giebt es (nach $$. 22, 24) immer unendlich viele Paare von ganzen 
Zahlen £, n, welche der unbestimmten Gleichung ersten Grades 
aıy—y=+l (2) 
Genüge leisten. Wählen wir ein solches Paar &, n nach Belieben 
aus, so geht (nach $. 56) die Form (a, d, ce) durch die Substitution 
n ) in eine äquivalente Form (m, n, I) über, deren erster Coeffi- 
cient zufolge (1) die dargestellte Zahl m ist; der mittlere Coefh- 
cient wird 
n= (az + by)&E + (bz + cy)n (3) 
und der dritte Coefficient I ergiebt sich, da beide Formen (nach 
8.56) dieselbe Determinante haben, aus der Gleichung »? — mI=.D 
(denn m kann nicht = 0 sein, weil sonst D ein Quadrat wäre). 
Da nun dieser dritte Coefficient ! nothwendig eine ganze Zahl ist, 
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so folgt, dass D quadratischer Rest von m, und dass n eine Wurzel z 


der Congruenz Be ” 
ıst. 

2. Gesetzt nun, man nimmt statt der beiden Zahlen &,n 
irgend ein anderes Paar von Zahlen &', 7’, welche derselben 
Bedingung (2) genügen, so geht die Form (a, 5, c) durch die 
Substitution (#5) ebenfalls in eine äquivalente Form (m, n’, 1’) 
über, und man erhält wieder eine Wurzel 


n'— (au +by)E+(bz+ey)n 
der Congruenz (4). Es ist nun von Wichtigkeit, zu untersuchen, 
in welcher Beziehung diese zu der Wurzel n steht. Nach unseren 
früheren Untersuchungen ($. 24) wird jede Lösung &’, 7’ der un- 


bestimmten Gleichung &n’— y&’—1 einmal und auch nur einmal 
erzeugt durch die Formeln 


Eh ee + yo, 
wenn v alle ganzen Zahlen von — » bis + © durchläuft. Sub- 


stituirt man nun die vorstehenden Ausdrücke in den von n’, so 
erhält man, mit Berücksichtigung von (1) und (3), das Resultat 


n'—=n-+ mv, also n’ = n (mod. m). 


Hieraus folgt, dass alle Wurzeln n,n’ der Congruenz (4), welche 
auf die obige Art aus einer gegebenen eigentlichen Darstellung 
(x, y) der Zahl m durch die Form (a, db, c) abgeleitet werden 
können, die sämmtlichen Individuen einer und derselben Zahl- 
classe (mod. m) sind, also nur eine und dieselbe Wurzel dieser 
Congruenz bilden (8. 21); jedes Individuum dieser Zahlelasse wird, 
wenn v alle ganzen Zahlen durchläuft, d.h. wenn man der Reihe 
nach alle Auflösungen £, n der Gleichung (2) wirken lässt, ein- 
mal und auch nur einmal erzeugt. Man sagt daher, die Dar- 
stellung (x, y) der Zahl m gehöre zu dieser Wurzel n (mod. m) 
der Congruenz (4), weil durch den angegebenen Process nur diese 
und keine andere Wurzel derselben zum Vorschein kommt. 
Zugleich leuchtet ein, dass die Form (a, b, e) durch die sämmt- 
lichen Substitutionen & n) deren erster und dritter Coefficient die 
beiden darstellenden Zahlen x und y sind, in unendlich viele äqui- 
valente (parallele) Formen (m, n, 1) übergeht (vergl. $. 56), deren 
gemeinschaftlicher erster Coefficient die dargestellte Zahl m ist, 
während der mittlere Coefficient n alle Zahlen einer völlig 
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bestimmten Olasse (mod. 2), und zwar jedes Individuum derselben 
nur einmal, durchläuft*). 

3. Das Vorhergehende reicht hin, um übersehen zu können, 
dass die Aufgabe, alle eigentlichen Darstellungen einer gegebenen 
Zahl m durch eine gegebene Form (a, b,c) zu Jinden, auf die 
Lösung der beiden Probleme zurückkommt, die wir am Schluss des 
vorigen Paragraphen aufgestellt haben. Man untersuche zunächst, 
ob D quadratischer Rest von m ist oder nicht; im letzteren Fall 
ist m durch keine einzige Form der Determinante D eigentlich 
darstellbar; im ersteren Fall bestimme man alle incongruenten 
Wurzeln der Congruenz (4), und verfahre mit jeder einzelnen, 
wie folgt. Es sei n ein bestimmter Repräsentant einer bestimmten 
Wurzel, und zwar n?—= D + ml, so ist (m, n, I) eine bestimmte 
Form von der Determinante D. Giebt es nun eine Darstellung 
(%, y) der Zahl m durch (a, b, c), welche zu der durch » reprä- 
sentirten Wurzel der Congruenz (4) gehört, so ist die Form (a, b, c) 
äquivalent mit (m, n, l), und die Darstellung (x, y) liefert eine 


*) Es liegt nahe, die Zahlclasse n (mod. m) unmittelbar aus der ge- 
gebenen Darstellung (x, y) selbst zu bestimmen, ohne Zuziehung der Zahlen 
&, n. Die Auflösung der beiden Gleichungen (2) und (3), welche beide vom 
ersten Grade in Bezug auf &, n sind, giebt 

mm =zace+(b+ny -—mSs=(b — n)e-+ cy, 
und hieraus folgen die Congruenzen 
—yn=ax-+ by, an=bx- cy (mod. m), 
durch welche die Zahlelasse n (mod. m), wie man leicht erkennt, vollständig 
bestimmt ist. — 

Wir schalten an dieser Stelle noch folgenden Satz ein, von welchem 
wir später Gebrauch machen werden: Giebt es zwei ganze Zahlen «w, y, 
welche den Bedingungen 

ax? + 2bay + cy? = m 
aa tl ıtn)y=0, b—mM)xz+ cy= 0 (mod. m) 
genügen, wo m, n, a, b, ce gegebene Zahlen bedeuten, deren erste von Null 
verschieden ist, so ist die Form (a, b, c) mit einer Form (m, n, l) äquiva- 
lent, deren erste beide Coefficienten m, n sind. Denn setzt man die auf der 
linken Seite der beiden Congruenzen befindlichen Ausdrücke resp. gleich 
mn, —mE&, so ergiebt sich durch Multiplication mit =, y und, „Addition 
m(en—y) = m, also @n — y& = + 1, woraus dann das Uebrige leicht 
folgt. Dass ferner umgekehrt, wenn zwei Formen (a,b, c) und (m, n, Ü) 
äquivalent sind stets zwei Zahlen ©, y existiren, welche den vorstehenden 
Bedingungen genügen, leuchtet aus dem Obigen unmittelbar ein. Mithin 
ist die Hristenz zweier solcher Zahlen x, y vollkommen charakteristisch 
für die Aequivalenz der beiden Formen. 
Dirichlet, Zahlentheorie. 10 
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und nur eine Substitution (5 -); durch welche die erstere in die 
letztere übergeht. Es muss daher zunächst entschieden werden, 
ob die beiden gegebenen Formen (a, b, c) und (m, n, l) von. der 
Determinante D Äquivalent sind oder nicht — dies ist das erste 
ler beiden genannten Probleme; gesetzt nun, die beiden Formen 
erweisen sich als nicht äquivalent, so existirt keine einzige zu 
dieser Wurzel n gehörige Darstellung der Zahl m durch die Form 
(a, b, c). Zeigt es sich aber, dass die beiden Formen äquivalent 
sind, so müssen alle Substitutionen (F; ,) aufgesucht werden, 
durch welche (a, b, e) in (m, n, T) übergeht — dies ist das zweite 
Problem. Der erste und dritte Coefficient (x und y) einer jeden 
solchen Substitution bilden dann auch wirklich eine eigentliche 
zu der Wurzel n gehörige Darstellung der Zahl m durch (a, b, ce), 
und da, wie schon bemerkt, aus jeder solchen Darstellung (x, y) 
umgekehrt eine und nur eine solche Substitution (& 3: entspringt, 
so erhält man durch die sämmtlichen Substitutionen der an- 
gegebenen Art auch alle zu n gehörigen Darstellungen, und jede 
nur einmal. Genau in derselben Weise verfährt man mit den 
übrigen Wurzeln der Congruenz (4), deren Anzahl, falls m und 
D relative Primzahlen sind, nach $. 37 zu bestimmen ist. 


8. 61. 


Nachdem wir uns in der vorhergehenden Digression davon 
überzeugt haben, dass in der That die Theorie der Darstellung 
vollständig auf die beiden (in 8.59) erwähnten Probleme der Lehre 
von der Aequivalenz zurückgeführt werden kann, so wenden wir 
uns nun zu der Lösung derselben. Das erste, zu erkennen, ob 
zwei Formen von gleicher Determinante Äquivalent sind oder nicht, 
erfordert von vornherein ganz verschiedene Methoden, je nachdem 
die Determinante positiv oder negativ ist; in beiden Fällen ist aber 
die Lösung von der Art, dass, wenn die Aequivalenz der beiden 
Formen erkannt wird, zu gleicher Zeit auch eine Transformation 
der einen in die andere gefunden wird. Da also-bei zwei wirklich 
äquivalenten Formen immer eine solche Transformation durch die 
Lösung der ersten Aufgabe gefunden ist, so besteht das zweite 
Problem nur noch darin. aus einer solchen Transformation alle 
anderen zu finden; und da die Lösung desselben zunächst nicht 
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von dem Vorzeichen der Determinante abhängt, sondern für posi- 
tive wie für negative Determinanten anfangs eine gleichmässige 
Behandlung zulässt, so stellen wir es dem anderen voran. 

Unsere Aufgabe ist also die, aus einer Substitution Z, durch 
welche eine Form @ in eine äquivalente Form % übergeht, alle 
Substitutionen $ zu finden, welche denselben Erfolg haben. Wir 
können dieselbe sogleich durch einige Bemerkungen bedeutend 
vereinfachen, indem wir sie auf den einfachsten Fall reduciren. in 
welchem beide Formen identisch sind. Denn gesetzt, wir kennen 
alle Substitutionen 7, durch welche die Form @ in sich selbst 
übergeht, so geht @ offenbar durch aile Substitutionen TL in die 
andere Form Y über. Alle diese Substitutionen TL gehören also. 
zu den gesuchten Substitutionen $. Jetzt behaupten wir auch um- 
gekehrt, dass auf diese Weise alle Substitutionen S erzeugt werden, 
und jede nur ein einziges Mal; denn bezeichnen wir mit Z’ die 
inverse Substitution von Z (durch welche also die Form » in di 
Form @ zurückkehrt), so ist jede in der Form SL’ enthaltene 
Substitution eine solche, durch welche die Form @ in sich selbst 
übergeht, und gehört mithin zu den mit 7 bezeichneten Substitu- 
tionen, so dass wir SL’ — T setzen können. Da nun die aus 
L’ und L zusammengesetzte Substitution L’ZL — (} 1) ist, so folgt 
hieraus SL'’L—S — TL, also wird wirklich jede Substitution 8 
auf die angegebene Art erzeugt. Dass endlich jede Substitution 
S nur durch eine einzige Substitution 7 erzeugt wird, leuchtet 
hieraus ebenfalls ein; ist nämlich TL = 8, so ist T= SL’, also 
ist die Substitution 7, durch welche eine bestimmte Substitution 
S erzeugt wird, immer eine vollkommen bestimmte, so dass zwei 
verschiedene Substitutionen 7’ auch zwei verschiedene Substitu- 
tionen S erzeugen. 

Da also der Complex der Substitutionen 5 vollständig mit 
dem Complex der Substitutionen TZ übereinstimmt, wo L die 
gegebene Substitution bedeutet, durch welche die Form @ in die 
äquivalente Form ı% übergeht, so kommt es nur noch darauf an, 
alle Substitutionen 7 zu finden; unser Problem ist daher auf das 


folgende zurückgeführt: 

Alle Substitutionen zu finden, durch welche eine Form in sich 
selbst übergeht. 

Bevor wir zur Lösung desselben schreiten, stellen wir eine 


EL NN 
Betrachtung an, welche für die Folge von grosser Wichtierkeit is 
10* 
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Bedeutet 6 den grössten (positiven) gemeinschaftlichen Theiler der 
drei Zahlen a, 25, c, so leuchtet ein, dass alle durch die F orm 
(a, b, c) darstellbaren Zahlen durch o theilbar sind, und wir 
wollen, wo kein Missverständniss zu besorgen ist, diese Zahl 6 
kurz den Theiler der Form (a, b, c) nennen. Dann sind zwei 
Fälle möglich: 

1. Ist 25:0 eine gerade Zahl, so geht o in b, und folglich 02 
in der Determinante D —= b? — ac auf; und umgekehrt, wenn 0? 
in D aufgeht, so ist b durch 6 theilbar, also 25:6 eine gerade 
Zahl; zugleich ist dann o der grösste gemeinschaftliche Theiler 
der drei Coefficienten a, b, c. 


2. Ist 25:6 eine ungerade Zahl, so ist 6 jedenfalls gerade, 

und 62 geht nicht in D, wohl aber in 4D auf, und zwar ist 

4D 2b\? ac 

==(57) — 42° = 1 (mod. 4), 
also 4 D==62 (mod. 462); und umgekehrt, wenn 4 D== 0? (mod. 4 0°), 
so ist auch (2b)? = 62 (mod. 402), folglich 25 : 6 eine ungerade 
Zahl; zugleich ist 46 der grösste gemeinschaftliche Theiler der 
drei Coefficienten a, b, c. 

Der Theiler 6 einer jeden Form von der Determinante D ge- 
nügt daher entweder der Bedingung D = 0 (mod. 6°), oder dieser 
4D = 6? (mod. 46°); umgekehrt, ist 6 eine positive Zahl, welche 
der einen oder anderen dieser Bedingungen genügt, so existiren 
auch Formen (a, d, c) von der Determinante D, deren Theiler 6 
ist; je nachdem nämlich o der ersten oder der zweiten Bedingung 


genügt, ist 
—D ‚. @—4D 
(6 0, —) oder (6 P2 6, en 


eine Form von der Determinante D und vom Theiler 6, und zwar 
die sogenannte einfachste solche Form (forma simplieissima); die 
einfachste Form (1, 0, — .D) vom Theiler 1 heisst die Hauptform 
(forma prineipalis) der Determinante D*). 

Der grösste gemeinschaftliche Theiler x der drei Coefficienten 
a, db, c'einer Form (a,b, c) ist im ersten Fall — 6, im zweiten —16; 
ist nun vr — 1, so heisst die Form eine ursprüngliche **) (forma 


*) Gauss: D. A. artt. 231, 250. 
**) Gauss: D. A. art. 2%, 
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Primitiva), und zwar, wenn G—=1 ist, eine Form der ersten Art*) 
(forma proprie primitiva oder forma propria nach Guauss), dagegen, 
wenn 6 = 2 und also D= 1 (mod. 4) ist, eine Form der zweiten 
Art (forma improprie primitiva oder forma impropria). Ist ferner 
> .L,wda=ra,b=rib,ce=t, bb’ —dd=D, D=rD', 
so heisst die Form (a, b, c) abgeleitet (derivata) aus der ursprüng- 
lichen Form (a', b’, c') der Determinante D’. 

Aus den Formeln der Transformation [$. 54, (2)] geht nun 
hervor, dass, wenn eine Form (a, b', e') unter einer Form (a, b, ec) 
enthalten ist, jeder gemeinschaftliche Theiler der Zahlen a, 25, ec 
auch gemeinschaftlicher Theiler der Zahlen a‘, 2 b’, e' sein muss, 
woraus unmittelbar folgt, dass je zwei äquivalente Formen den- 
selben Theiler 6 besitzen; mithin kommt dieser Theiler allen zu 
einer und derselben Classe gehörigen Formen gemeinschaftlich zu, 
und kann daher füglich der Theiler der Formenclasse genannt 
werden. Dasselbe gilt offenbar von dem grössten gemeinschaft- 
lichen Theiler z der Oovefücienten a, b, c einer jeden zu einer 
bestimmten Classe gehörigen Form (a, 5, ec). Hiernach leuchtet 
von selbst ein, was unter der einfachsten Classe vom Theiler 6, 
unter der Hauptelasse, unter einer ursprünglichen (lasse der 
ersten oder zweiten Art, oder unter einer abgeleiteten Olasse zu 
verstehen ist. Endlich bildet der Inbegriff aller Formen von 
gleicher Determinante D und von gleichem Theiler o eine so- 
genannte Ordnung**) (ordo), und aus dem Vorhergehenden folgt, 
dass dieselbe der Complex aller Olassen der Determinante .D ist, 
welche den Theiler 6 haben. 


8. 02. 


Es sei nun (5%) irgend eine Substitution, durch welche die 


Form (a, b, c) von der Determinante D und vom Theiler 6 in sich 
selbst übergeht, so ist zunächst 


ko —uv—=l (1) 

d ferner (nach S. 54 
und ferner ( S ER REN @) 
alu +bfo+ur)+ce=b; (3) 


*) Dirichlet: Recherches sur diverses applications de Vanalyse infini- 
tesimale & la theorie des nombres. 2e partie. $. 7. Crelle’s Journal, Bd. 21. 
**) Gauss: D. A. art. 226. 
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da aus diesen drei Gleichungen schon folgt, dass (a, b, c) in eine 
äquivalente Form übergeht, deren erster und zweiter Üoefficient 
a und b sind, so ist der letzte Coefficient c’ der neuen Form wegen 
der Gleichheit der Determinanten nothwendig — c; und folglich 
drücken diese Gleichungen vollständig aus, dass (F ) eine Sub- 
stitution der verlangten Art ist (dies würde nicht ebenso voll- 
ständig geschehen, wenn man die Gleichung Ag — uv —=1 durch 
die andere Gleichung au? + 2bug + ce?! —= c ersetzen wollte; 
denn dann würde man rückwärts nur schliessen können, dass 
io — wur —=Ht1 ist), 

Wir behandeln diese drei Gleichungen mit den vier Unbe- 
kannten A, u, v, o auf folgende Weise. 

Wird Age durch uv + 1 ersetzt, so nimmt die Gleichung (3) 
die Form 
aku + 2buv +cve=0 
an; verbindet man hiermit die Gleichung (2) und eliminirt einmal 
2b, dann c, so erhält man unter Berücksichtigung der Gleichung (1) 
die beiden folgenden: 


uu +cev=0; all — eo) + 2dvr—0. 


Da a von Null verschieden ist (weil sonst D eine Quadrat- 
zahl wäre), so kann man folglich 


a € 2b 
ru er ee Hr (4) 


setzen, worin « eine neue unbekannte, und zwar ganze Zahl be- 
deutet, weil v, u, A — e ganze Zahlen sind, und 6 der grösste 
gemeinschaftliche Divisor von a, e, 25 ist. Setzen wir diese Aus- 
drücke für # und v in die Gleichung (1), so erhalten wir 


Ge. 
B=-—ZuHl, 
und hieraus in Verbindung mit dem vorstehenden Ausdruck für 
A — g die Gleichung 
4(Du2 + 02) 


AHV =A— + = 


= Du? + 0°. 


oder 
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Hieraus ergiebt sich, dass 16(A+.e) jedenfalls eine ganze 
Zahl sein muss; bezeichnen wir sie mit £, so erhalten wir 


2t 
A+g=— udt?— Du + 0°. (5) 
Wir können die vorstehende Untersuchung mit Rücksicht auf 
(4) und (5) in Folgendem zusammenfassen *): 
Ist (7; 5) eine Substitution, durch welche die Form (a, b, c) von 


der Determinante D und vom Theller 6 in sich selbst übergeht, so 
ist stets 


a u 
Bee B 
Wh oe = ri 


wo t, u zwei ganze Zahlen bedeuten, welche der unbestimmten @lei- 
chung 

tt? — Du? = 6? (U) 
(renüge leisten. 

Aber dieser Satz lässt sich auch umkehren: 

Sind t, u zwei ganze, der Gleichung (1I) genügende Zahlen, so 
sind die durch die Gleichungen (1) bestimmten Zahlen 4, u, v, @ 
die ganzzahligen Coefficienten einer Substitution (5; %), durch welche 
die Form (a, b, c) in sich selbst übergeht. 

Dies ergiebt sich auf folgende Weise. Zunächst ist zu be- 

weisen, dass 4, u, v, o ganze Zahlen werden; da 6 in a und inc 
aufgeht, so sind v und u ganze Zahlen; da ferner 0? in 4D und 
zufolge (Il) auch in 412 aufgeht, so ist 24 theilbar durch 6, und 
da o auch in 25 aufgeht, so sind 2A und 20 ebenfalls ganze 
Zahlen, deren Summe —= 4t: 6, also eine gerade Zahl ist; mithin 
sind 2A und 2o entweder beide gerade oder beide ungerade; da 
aber ihr Product 


Vin H2n72 en 2 e 
t b2u u ac _, FRLMER 
66 


ZA 


7 


6° 6? 
gerade ist, so sind 24 und 2o gerade Zahlen, also A und g ganze 


Zahlen. | 
Nachdem dieser erste Punct sichergestellt ist, findet man 


leicht durch wirkliche Substitution der Ausdrücke (I) unter Be- 


*) Vergl. Gauss: D. 4A. art. 162. 
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rücksichtigung der Gleichung (II), dass die drei Relationen (1), 
(2) und (3) identisch erfüllt sind, dass also in der That die Form 
(a, b, c) durch die Substitution (} %) in sich selbst übergeht. 


RQ 

Aus jeder bekannten Substitution (} ,) kann daher (z.B. durch 
die Gleichungen u = ov: a,t= 64 + bu) eine Lösung t, « der 
Gleichung (IT) gefunden werden, und umgekehrt. Es ist aber 
wichtig, zu bemerken, dass zwei verschiedenen Substitutionen auch 
zwei verschiedene Lösungen der Gleichung (II) entsprechen, und 
umgekehrt zwei verschiedenen Lösungen der Gleichung (II) auch 
zwei verschiedene Transformationen der Form (a,b, c) in sich 
selbst. Denn die Relationen (I) sind derartig, dass gegebenen 
Werthen £, w ein und nur ein System von Werthen A, u, v, o, und 
umgekehrt gegebenen Werthen von A,u,v,oe ein und nur ein 
. System von Werthen ti, «u entspricht. 

Hiermit ist also unser Problem nicht vollständig gelöst, son- 
dern nur auf das andere reducirt: 

Alle ganzzahligen Lösungen der unbestimmten Gleichung (I) 
zu finden. 

Dieses letztere bietet nun nicht die geringste Schwierigkeit 
dar, sobald die Determinante D negativ ist. Wenn nämlich 4 
ihr absoluter Werth, also D — — 4 ist, so hat die Gleichung (II) 

2 + Zu — 0? 
nur eine endliche Anzahl von Lösungen t, v; und zwar ist, wenn 

1. D= 0 (mod. 0°), die Anzahl der Lösungen der Gleichung 

immer — 2, sobald 4 > 0? ist; diese Lösungen sind offenbar 


i=+6, =0 md t=—06 v0; 


im Fall 4 — 0? ist aber die Anzahl der Lösungen —4; diese sind 


a en ln 
ta) wem too En 
2. Ist 4D= 02 (mod.402) und folglich 4 1= 3 6? (mod. 4 0°), 
so ist die Anzahl der Lösungen der Gleichung stets — 2, so oft 


449 > 30°, also 41 > 70°; diese sind 
t=6, u=0; und t=—6 u=ß; 


im Fall 44 — 362 ist aber die Anzahl der Lösungen = 6; diese 
sind 
i=+6,u=0; t= +16, u=+l]1; t=+30,u=—]; 
Ii=—,u=0; t=—lo u=—1; t=—3,u=+1. 
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8. 63. 


Bei weitem schwieriger ist die Theorie der Gleichung (II) für 
den Fall einer positiven Determinante D, und hierin zeigt sich 
zuerst die grosse Verschiedenheit in der Natur der Formen von 
positiver und derer von negativer Determinante. Wir lassen daher 
diese Untersuchung für jetzt fallen, um sie später (in 8.83) wieder 
aufzunehmen, nachdem das andere in 8. 59 erwähnte Problem der 
Lehre von der Aequivalenz seine Lösung gefunden haben wird. 
Auch bei diesem stellt sich etwas Aehnliches heraus, indem es 
durchaus nothwendig wird, die Formen von positiver und negativer 
Determinante vollständig gesondert zu behandeln; und daauch hier 
die Formen von negativer Determinante weit weniger Schwierig- 
keiten darbieten, so behandeln wir diese zunächst. 

Um aber den Gang der Untersuchung nicht zu unterbrechen, 
schicken wir eine Bemerkung voraus, welche sich gleichmässig auf 
Formen von positiver wie von negativer Determinante bezieht. 
Offenbar geht eine Form (a, 5b, a‘), in welcher wir absichtlich den 
letzten Coefficienten nicht mit c, sondern mit a’ bezeichnen, durch 
eine Substitution von der Form (_}}) in eine äquivalente Form 
über, deren Üoefficienten 


a, bU—= —b—-ad, d"—=a+2bd + ad 


sind; diese Form («a’, b’, a’) soll der Form (a, b, a’) nach rechts 
benachbart*), und ebenso soll die leztere (a, b, a’) der anderen 
(a’, b', a’) nach links benachbart heissen. Das Charakteristische 
der Beziehung zweier solcher benachbarter Formen g und go’ 
(formae contiguae) besteht erstens darin, dass sie dieselbe Deter- 
minante haben, zweitens, dass der letzte Coefficient a der einen 
Form @ zugleich der erste Coefficient der anderen Form op’ ist, 
drittens, dass die Summe ihrer mittleren Coefficienten d +’ durch 
diesen gemeinschaftlichen Coefficienten « theilbar ist. Denn haben 
zwei Formen p und g’ diese drei Eigenschaften, und setzt man 
b+b’—— a’ö, so geht in der That die Form @ durch die 


Substitution 
0, 5 
—1ıo 


*) Gauss: D. A. art. 160. 
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in eine neue Form über, deren erste beide Coefficienten a’, ’ mit 
denen der Form g’ übereinstimmen; und da die neue Form jeden- 
falls der Form g äquivalent ist, also auch dieselbe Determinante 
wie p und folglich auch wie g’ hat, so muss sie mit p’ identisch 
sein *). 


8. 64. 


Wir wenden uns nun zu der Untersuchung, ob zwei gegebene 
Formen von gleicher negativer Determinante D= — L äquivalent 
sind oder nicht. Zunächst ist zu bemerken, dass die beiden äusse- 
ren Üoefficienten a und c einer solchen Form 


p=ax + 2bxy-+ cy? 


nothwendig gleiche Vorzeichen haben, da ac = 5? + Z positiv 


ist; da ferner 
ap—= (ax + by)? + I? 


ist, so zeigt sich, dass alle durch die Form g darstellbaren Zahlen 
dasselbe Vorzeichen haben wie a und c. Sind daher (a, 5, c) und 
(a’, b’, c') äquivalente Formen, so haben die äusseren Coefficienten 
a, c' der letzteren Form dasselbe Zeichen wie die der ersteren. Da 
ferner aus der Aequivalenz dieser beiden Formen auch die der 
beider Formen (—a, —b, —c) und (—a’, —b’, — ec‘) folgt, so 
können wir uns im Folgenden auf die Betrachtung der sogenannten 


*) Da (2 h)) == (> * ) (& = ist, so setzt sich der Uebergang von 
(a, b, a’) zu der nach rechts benachbarten Form (a’, L’, a’') zusammen aus 
dem Uebergange von (a, b, a’) zu der (complementären) Form («a’, —b, a) 
und aus demjenigen von (a’, —b, a) zu der (parallelen) Form (u‘, d, a"); 


vergl. $. 56. — Der letzte Grund, weshalb die Substitutionen von der Form 


En h)) eine so wichtige Rolle spielen, besteht darin, dass aus ihnen alle 


anderen sich zusammensetzen lassen; man kann die Coefficienten d in ihrer 
Aufeinanderfolge noch gewissen Beschränkungen, namentlich in Bezug auf 
ihre Vorzeichen, unterwerfen, in der Art, dass jede beliebige Substitution 
sich auch nur auf eine einzige Weise aus solchen einfachen Substitutionen 
zusammensetzen lässt. Eine wichtige Anwendung findet diese Bemerkung 
in der Theorie der unendlich vielen Formen der $-Functionen und in der 
Theorie der elliptischen Modulfunctionen. Man erkennt ferner leicht, dass 
auch der in $. 23 behandelte Algorithmus in der Theorie dieser Substitu- 
tionen und ihrer Zusammensetzung enthalten ist. Man vergleiche ferner 


$. 81. 
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positiven Formen beschränken, in welchen die beiden äusseren 
Coefficienten das positive Vorzeichen haben. 

Um nun über die Aequivalenz zweier Formen dieser Art zu 
entscheiden, vergleicht man sie nicht direct mit einander, sondern 
mit. sogenannten redueirten*) Formen. Man nennt eine Form 
(4, B, C) von negativer Determinante (und positiven äusseren 
Coefficienten) eine reducirte, wenn der letzte Coefficient © nicht 
kleiner ist, als der erste A, und der erste A wieder nicht kleiner, 
als der absolute Werth des doppelten mittleren Coefficienten 2, 
in Zeichen, wenn 

Veri 2 2B) 
ist, wo (B) den absoluten Werth von B bedeuten soll. Wir be- 
weisen nun zunächst folgenden Satz: 

Jede Form von negativer Determinante ist einer reduecirten 
Form äquivalent. 

Zu dem Zweck betrachte man die der gegebenen Form (a,b,«’) 
nach rechts benachbarten Formen (a’, b’, a”); unter diesen wird 
es immer eine (bisweilen auch zwei) geben, in welchen wenigstens 
die eine Bedingung « > 2(b') erfüllt ist. Denn unter allen mit 
— b nach dem Modul a’ congruenten Zahlen giebt es eine b’, deren 
absoluter Werth am kleinsten, und zwar kleiner oder wenigstens 
nicht grösser als 3a’ ist (falls «’ gerade und 5=}.«’ (mod. «') ist, 
würde es zwei solche Zahlen b’ geben, nämlich + $«’), so dass 
jedenfalls 5’ = — b (mod. a’) und ausserdem 2 (#’) < uw’ ist, Ist 
b’ auf diese Weise gefunden, und 5b + 4’ —= — «ö, so geht die 
Form (a, b, a’) durch die Substitution 


0,1 

(&% l, ;) 
in die nach rechts benachbarte Form («’, b’, a’) über, in welcher 
2(b) < a ist. Wenn nun gleichzeitig sich herausstellt, dass 
a’ < a” ist, so ist (a, d’, a’) eine reducirte Form und der Process 
geschlossen. Findet sich aber, dass das Gegentheil 

a0! 
stattfindet, so ist (a, b', a”) noch keine reducirte Form. Mit 
dieser verfahre man ebenso wie mit (a, b, a’), d.h. man transfor- 
formire sie in eine nach rechts benachbarte Form («a”, d", a"), 
in welcher 2(b”)< a” ist; sobald dann gleichzeitig a’ = «”” ist, 


*) Gauss: D. A. art. 171. Die Bedingung As V*, 4 ist schon eine 
Folge der beiden anderen (vergl. $. 65). 
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so ist (a”, d", a”) reducirt, folglich der Process geschlossen; ist 
dies aber nicht der Fall, also 

a' > 3 
so setze man den Process in derselben Weise fort. Immer aber 
wird er nach einer endlichen Anzahl von Operationen schliessen; 
denn wäre dies nicht der Fall, so hätte man eine nie abbrechende 
Reihe von positiven ganzen Zahlen 


Bra aa 


in welcher jede folgende mindestens um eine Einheit kleiner wäre, 
als die unmittelbar vorausgehende, was unmöglich ist, da es immer 
nur eine endliche Anzahl ganzer positiver Zahlen giebt, welche 
kleiner sind als eine gegebene. 

Auf diese Weise ist bewiesen, dass man endlich zu einer Form 
(am, bw, a" +») gelangen muss, in welcher nicht nur 2(5®) < a"), 
sondern auch am < a®+t» ist, 

Zugleich ergiebt sich jedesmal durch die wirkliche Ausfüh- 
rung der Operationen eine Substitution, welche aus den successiven 
Substitutionen von der Form 


( 0, 1\ 
—1,6 
zusammengesetzt ist, und durch welche die gegebene Form (a,b, a’) 
in die ihr äquivalente reducirte Form (a®, b®), a®+2) übergeht. 
Nehmen wir als Beispiel die Form (200, 100, 51), deren De- 
terminante D—= — 200 ist, so haben wir 5’ = — 100 (mod.51) zu 
setzen und finden hieraus b’ —= 2 und d = — 2; die Substitution, 
durch welche die gegebene Form (200,100, 51) transformirt werden 
muss, ist daher gefunden; da wir aber den ersten und zweiten 
Ooefficienten a’ und b’ und die Determinante D kennen, so brauchen 
wir diese Transformation nicht wirklich auszuführen, sondern wir 
berechnen den letzten Coefficienten «’ durch die Formel 


ae 
a 


in unserem Fall finden wir also a” —4. Die benachbarte Form ist 
daher (51, 2, 4); sie ist nicht reducirt, weil der letzte Coefficient 
kleiner ist als der erste. Wir wiederholen daher dieselbe Ope- 
ration, indem wir 5’ = — 2 (mod. 4) und folglich 2’ — + 2 
setzen, wo beide Zeichen zulässig sind; dann ergiebt sich ' — — 1 
oder — 0, je nachdem das obere oder untere Zeichen genommen 
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wird, und ausserdem a” = 51; also ist die neue Form (4,:22,51) 
und diese ist, mag man das obere oder das untere Zeichen wählen, 


redueirt. Ferner geht die gegebene Form (200, 100, 51) durch 
die Substitution 


ee) 


in die Form (4, 2, 51), dagegen durch die Substitution 


( De Ve 

a ee 

in die Form (4, — 2, 51) über. Man sieht aus diesem Beispiele, 
wie einfach der angegebene Algorithmus sich gestaltet. 


8. 65. 


Wir sehen ferner an dem eben behandelten Beispiele, dass 
eine und dieselbe Form zwei verschiedenen reducirten Formen 
äquivalent sein kann, woraus folgt, dass auch zwei verschiedene 
reducirte Formen unter einander äquivalent sein, also derselben 
Classe angehören können. Da es von grosser Wichtigkeit ist, dies 
allgemein zu untersuchen, so stellen wir uns die Frage: 

Wann sind zwei redueirte Formen (a, b, c) und (a’, b', c') von 
gleicher negativer Determinante D—= — 4 einander äquivalent? 

Zunächst ziehen wir einige Folgerungen aus den beiden Be- 
dingungen 

DDUS U, 
welche ausdrücken, dass die Form (a, b, c) eine reducirte ist. Es 
ergiebt sich nämlich aus der ersteren 4b? < a2, aus der letzteren 
a? < ac, also auch 45? < ac oder 3b? < ac — b2, folglich 


0) = V34. 
Hieraus folgt weiter, dass 3ace—= 34 + 3b? < 44 und, da 
a? < ac ist, dass be 
as Vt4 
ist. 
Nehmen wir jetzt an, die beiden reducirten Formen (a, b, ec), 
_(a’, d', c') seien äquivalent, so dürfen wir, ohne die Allgemeinheit 
zu beeinträchtigen, voraussetzen, dass 


IA 
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ist. Es sei nun (%#) die Substitution, durch welche (a, b, ce) in 
(a’, b’, c') übergeht, also 


1 =od— By (1) 
a — an? 2bay-+ cy? (2) 
db’ — auß+Lb(adö+PBy)-t ey. (3) 


Multipliciren wir die Gleichung (2) mit a, so ergiebt sich 
aa —= (aa + by? + IYy?; 
da nun sowohl a, als auch «’< v£4, und also 
aa <24 
ist, so folgt, dass in der vorstehenden Gleichung 7? entweder =0 
oder —= 1 sein muss; denn wäre y? > 4, so wäre aa’ > 4, was 
mit der Bedingung aa’ < #4 streitet. Wir unterscheiden nun 
diese beiden Fälle: 
I, 
Dann lauten die drei obigen Gleichungen folgendermaassen: 
a een 

aus der ersten folgt «=6=-+1; also ist «@ = a, und die dritte 
Gleichung lehrt, dass ’ —b = + aß durch a = «’ theilbar ist; 
da nun aber (d) < 3a und (b’)<}a', also auch (d’) < a ist, so 
sind nur zwei Fälle möglich; entweder ist 7’ —b —=0, also #’ —b 
und folglich, da schon a’ = a ist, auch " = c, d.h. die Formen 
sind identisch, in welchem Fall sich die Aequivalenz von selbst 
versteht; oder es ist der absolute Werth von d’—b, daer unmöglich 
grösser als a sein kann und doch durch «a theilbar sein muss, gleich 
a; ın diesem Fall muss eine der beiden Zahlen 2, d’ gleich + 3a, 
die andere gleich — 3a, und also = sein; wir werden daher auf 
zwei nıcht identische zweiseitige Formen (a,t+a,c) und (a, —Lla,e) 
geführt. Diese sind aber in der That äquivalent, und die erstere 
geht in die letztere durch die Substitution (77) über. 


Hg se 
In diesem Fall lautet die Gleichung (2) folgendermaassen: 
=am 2b + cc; 


da wir angenommen haben, dass a’ nicht grösser als a, und folg- 
lich auch nicht grösser als c ist, so folgt, dass 


au H2bx <0 
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ist. Da nun andererseits 2(b) < a und stets (©) < «?, also auch 
der absolute Werth von 25 nicht grösser ist als a2, so ist ganz 
gewiss 

aa +2 >0. 
Es kann also a@? + 25 weder positiv noch negativ sein, und 
folglich ist 

402 + 2b = 0, 
also «@ —=c; da aber a < a unda<c, so folgt weiter, dass 
sowohl a = a, als auch ce = a ist. Nun kann man die Gleichung 
(3) mit Hülfe der Gleichung (!) in die Form 

b+b —=aoß + 2baö + cö 


bringen, und dac = a, und 2bua —T. aa? ist, so ergiebt sich 
bA-5 = alah. 7 RE 0), 

d.h. 5 + ’ ist theilbar durch a. Hieraus folgt ganz ähnlich wie 
im Fall I, dass 5 +’ entweder —0, oder dass der absolute Werth 
von 5 +5’ gleich a sein muss. Im letzteren Fall müssen b und 
einander gleich, nämlich = + !a sein, dann erhielte man also 
wieder den Fall zweier identischen Formen, der kein Interesse 
darbietet. Im ersteren Fall dagegen ist ’ — —b, folglich, daa’—= a, 
und auch e—=aist, auch € = c — a; wir haben daher folgende 
zwei Formen (a, db, a) und (a, —b, a), welche (wenn 5b von Null 
verschieden ist) nicht identisch sind; diese sind wirklich äquivalent, 
und die erstere geht in die letztere durch die Substitution (} 75) 
über. 

Wir fassen das Resultat der Untersuchung in Folgendem zu- 
sammen: 

Die beiden einzigen Fälle, in denen zwei nicht identische re- 
dueirte Formen derselben (lasse angehören, sind die folgenden: 
die Formen (a, 4a, c) und (a, b, a) gehen resp. durch die Substitu- 


tionen 
1, — 1! 0, —1 
(1) lo) 


in die entgegengesetzten Formen (a, —}a, c) und (a, —b, a) über. 


8. 66. 


Hiermit ist nun auch die Aufgabe gelöst, zu entscheiden, ob 
zwei Formen von gleicher negativer Determinante äquivalent sind 
oder nicht. Sind p und » die beiden Formen, so transformire 
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man jede derselben, falls sie noch nicht reducirt sein sollte, nach 
der oben (8. 64) angegebenen Methode in eine reducirte F orm, @ 
in p', din y. Stellt sich dann heraus, dass p’ und % identisch 
ausfallen, oder dass sie einen der beiden eben untersuchten Fälle 
darbieten, in welchen zwei nicht identische reducirte Formen den- 
noch Äquivalent sind (was durch den Anblick der beiden Formen 
augenblicklich erkannt wird), so sind die gegebenen Formen 
und » gewiss äquivalent. Und zugleich ergiebt sich eine Sub- 
stitution, durch welche die eine Form in die andere übergeht; 
denn durch den Process der Reduction ergeben sich Substitutionen 
$, durch welche p in o', und 7, durch welche % in %’ übergeht. 
Sind daher @’ und x’ identisch, so geht, wenn 7’ die inverse Sub- 
stitution von 7 bedeutet, die Form g durch die zusammengesetzte 
Substitution ST’ in die Form % über. Sind dagegen p’ und % 
nicht identisch, aber doch äquivalent, so ist, wie wir oben gesehen 
haben, immer eine Substitution U bekannt, durch welche 9’ in %’ 
übergeht; und dann geht p durch die zusammengesetzte Substitu- 
tion SUT' ın v über. } 

Zeigt sich aber, dass die Formen g’ und %’ nicht identisch 
sind, und dass sie auch keinen der beiden im vorigen Paragraphen 
erwähnten singulären Fälle darbieten, sind also diese beiden 
reducirten Formen nicht äquivalent, so sind auch die beiden ge- 
gebenen Formen g und Y nicht Äquivalent, wie unmittelbar aus 
8. 59 folgt. 

Hiermit sind für negative Determinanten die beiden in $. 59 
aufgestellten Probleme der Lehre von der Aequivalenz vollständig 
gelöst: soeben das erstere, welches darin besteht, über die Aequi- 
valenz oder Nichtäquivalenz zweier gegebenen Formen zu entschei- 
‚den; und zugleich haben wir jedesmal, wenn die Entscheidung für 
die erstere lautet, auch eine Substitution zu finden gelehrt, durch 
welche die eine Form in die andere übergeht. Das zweite Problem, 
aus einer gegebenen Substitution, durch welche eine gegebene 
Form in eine (hierdurch schon völlig bestimmte) äquivalente Form 
übergeht, alle Substitutionen zu finden, durch welche die erstere 
Form in dieselbe zweite Form übergeht, ist in den $8.61, 62 eben- 
falls vollständig gelöst. 
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8. 67. 


Die Theorie der reducirten Formen setzt uns nun auch in den 
Stand, für jede gegebene neyative Determinante ein vollständiges 
System nicht -äquivalenter Formen ($. 59) aufzustellen, wobei wir 
uns wieder auf solche Formen beschränken wollen, deren äussere 
Coefficienten positiv sind. Da nämlich jede Form von negativer 
Determinante D —= — 7 einer reducirten Form und im Allgemei- 
nen auch nur einer solchen reducirten Form äquivalent ist, so 
brauchen wir, um ein vollständiges Formensystem zu erhalten, nur 
die sämmtlichen reducirten Formen aufzusuchen und jedesmal, 
wenn zwei solche nicht identische Formen einen der beiden in 
$. 65 erwähnten Fälle darbieten, eine von ihnen nach Belieben 
fortzulassen, die andere beizubehalten. Dass die Anzahl der so 
übrig bleibenden nicht äquivalenten reducirten Formen endlich 
ist, ergiebt sich leicht aus den Bedingungen 


2(b)za=c, 
denen eine reducirte Form (a, 5, ec) genügen muss, und der hier- i 
aus (in $. 65) gezogenen Folgerung 


0) = V32. 
Bezeichnet man nämlich die grösste ganze in v:4 enthaltene 


Zahl mit A (so dass A< VY14<A+41), so kann der mittlere 
Coeffhicient 5 keine anderen, als die folgenden 24 + 1 Werthe 
,+1,+2...+2 
haben; und wenn man dem mittleren Coefficienten 5 irgend einen 
dieser Werthe beigelegt hat, so ist «ce —= b? + .4; also hat man die 
Zahl db? + 4 auf alle mögliche Arten in zwei positive Factoren zu 
zerlegen, und jedesmal denjenigen, welcher den anderen an Grösse 
nicht übertrifft, für a, den letzteren für c zu nehmen; stellt sich 
dann gleichzeitig heraus, dass 2(b) < a ist, so ist die so gebildete 
Form wirklich eine reducirte und deshalb aufzuschreiben, im ent- . 
gegengesetzten Falle aber fortzulassen. Auf diese W eise erhält man 
nothwendig alle reducirten Formen; ihre Anzahl ist aber noth- 
wendig eine endliche, denn die Anzahl aller Zerlegungen der 
(24 + 1) Zahlen von der Form (b? + £) in zwei Factoren ist selbst 
endlich. Wir baben daher das Resultat: 
Dirichlet, Zahlentheorie. 11 
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Die Anzahl aller nicht äquwivalenten reducirten Formen von 
negativer Determinante, d.h. die Classenanzahl selbst ist endlich. 

Beispiel 1: Für die Determinante D—= — 12 ist J= 12; 
hieraus A= Y24=2; wir haben daher b folgende Werthe 
durchlaufen zu lassen 


N an 
und dann die Zahlen #2 + I, d.h. die Zahlen 
EEE: 


auf alle möglichen Arten in zwei Factoren zu zerlegen; es ist 
EI EEE N ee 


Selle, 
ie] 21h 2 zei 
Dies giebt, indem der erste Factor immer —= a, der zweite = c 


gesetzt wird, die elf Formen 

(120,612), 2,70, 010 (520 8): 

(1,+1,13); 

(1, 2410). (27.2 81.4, 22 
Von diesen sind die folgenden nicht reducirt 

RE Seen 
weil in ihnen die Bedingung 2(b) <a nicht erfüllt ist; als wirk- 
lich reducirte Formen bleiben daher nur die folgenden fünf übrig 
01,:0,2121, (25.0, BE, 310, All 4}: 
allein die beiden Formen (4, 2, 4) und (4, — 2, 4) gehören unter 
die Ausnahmefälle des 8. 65,.sind also äquivalent. Mithin enthält 
das vollständige Formensystem nur vier Formen, nämlich 
(1,0,12),9.2, 0 0 Ra, 
die als Repräsentanten ebenso vieler Classen gelten. Von diesen 
vier Formen sind nur die beiden folgenden 
AO 10 E02 
ursprünglich, und zwar sind (da D nicht = 1 (mod. 4) ist) beide 
von der ersten Art. 
Beispiel 2: It D=— 35, ao 2= +35, poit i— 3 
also kann 5 nur die sieben Werthe 

OEchirE 2 108 
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durchlaufen; diesen entsprechen die Zahlen 22 + 1: 
35, 36, 39, 44; 


die Zerlegungen derselben in zwei Factoren sind folgende: 


ae ar 
36:=1.36e2.183=-3.2=4.9=6.6 
aus Siege ee 


Aa iD 22 A. 1, 
Aber von den 22 entsprechenden Formen erfüllen nur die folgen- 
den 10 die Bedingung 2(b)< a: 
(1,0,55, (,0,7) @&,+ 1,18) 
&, +12) +19), (#1, 6). 
Da ferner die beiden Formen (2, + 1, 18) den Fall I, die beiden 
Formen (6, + 1, 6) den Fall II des $. 64 darbieten, so existiren 
nur acht nicht äquivalente reducirte Formen 
(10,35), 057,02, 18) 
(NL) A951 ,16); 
diese sind alle ursprünglich; sechs, nämlich 
Be sa VE 7, rt), (4, 15,9) 
sind von der ersten, die beiden anderen 
(2, 1,18), (6, 1, 6) 
sind von der zweiten Art. 
Beispiel 3: It D= — 8 = — J, so ist A—=4, so dass b 
folgende Zahlen 
#1, +23, +3, +4 
durchlaufen muss; die Zerlegungen der entsprechenden Zahlen 
b2 + 4 sind folgende: 
31.8 = 2, Mei, 14. D=6,8 
ee Be 1 | 
Ba 1,59 edel 
Dies] ade a9 
a Ba 3 en VI a RE > 
Von den entsprechenden 27 Formen sind nur folgende 11 reducirt: 


(1,0,48), (2,0, 24), (3, 0,16), (4 0, 12), 


(6.0.8), (,FLT,. AH), (E49). 
11* 
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Unter diesen besteht jedes der drei Paare (7, + 1, 7); (4, +2,13), 
(8,+ 4, 8) aus je zwei äquivalenten Formen; also bleiben nur acht 
nicht äquivalente Formen: 


(1, 0,48), (2,0, 24), (3, 0,16), (4, 0, 12), 

(6,0,8,5 (51,7), (4,2 191,°(894,8) 
Ursprünglich von der ersten Art sind die folgenden vier: 

(1,0,48), (3, 0,16), (7,1,7), (4,2, 13), 


die anderen vier sind derivirte Formen. 


8. 68. 


Um schon jetzt einen Begriff von der Fruchtbarkeit dieser 
Untersuchungen zu geben, verbinden wir in einigen Beispielen die 
gewonnenen Resultate mit der in $. 60 vorausgeschickten Theorie 
der Darstellung der Zahlen durch bestimmte quadratische Formen, 
bemerken jedoch gleich, dass die folgenden Sätze nur specielle 
Fälle eines grossen allgemeinen Satzes sind. 

Die Formen der Determinante D= — 1 bilden nur eine 
einzige Classe, denn es giebt für diese Determinante, wie man 
leicht erkennt, nur die einzige reducirte Form 


(1,077) = 27 ET 
Wir fragen nun nach dem System der durch diese Form darstell- 
baren, d. h. also in zwei Quadrate zerlegbaren Zahlen m; um aber 
die frühere Theorie unmittelbar anwenden zu können, lassen wir 
nur eigentliche Darstellungen (x, y) gelten, in denen die beiden 
darstellenden Zahlen x, y relative Primzahlen sind; ferner wollen 
wir uns der Einfachheit halber auf ungerade darstellbare Zahlen 
m beschränken. Es sei also m eine solche darstellbare ungerade 
Zahl, so ist zunächst m positiv. Da ferner die Determinante — 1 
quadratischer Rest von m ist, so müssen alle in m aufgehenden 
Primzahlen von der Form 4h + 1 sein. Umgekehrt, ist diese 


Bedingung erfüllt, so ist die Determinante — 1 quadratischer 
Rest von m, und die Congruenz 
2? = — 1 (mod. m) 


hat im Ganzen (nach $. 37) 2* incongruente Wurzeln, wenn u die 
Anzahl dieser von einander verschiedenen in m aufgehenden Prim- 
zahlen bedeutet (dies gilt selbst für den Fall, in welchem u — 0, 
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m==1 ist). Es sei n ein bestimmter Repräsentant einer bestimmten 
dieser Wurzeln, und n? + 1 = ml, so bilde man die quadratische 
Form (m, », 7) von der Determinante — 1; da nur eine einzige 
Formenclasse existirt, so ist diese Form der redueirten Form (1,0,1) 
nothwendig äquivalent, und man wird durch die in $. 66 ange- 
gebene Methode eine, und hieraus nach $8. 61, 62 alle Trans- 
formationen finden, durch welche (1, 0, 1) in (m, n, I) übergeht. 
Die Anzahl dieser von einander verschiedenen Transformationen 
an) ist (nach SS. 61, 62) stets = 4; ebenso viele Darstellungen 
(z, y) der Zahl m existiren daher, welche zu derjenigen Wurzel 
gehören, deren Repräsentant » ist. Und da dasselbe Raisonne- 
ment auf jede der 2“ Wurzeln der obigen Congruenz passt, so 
existiren im Ganzen 

4.20 — Qu+2 
verschiedene Darstellungen der Zahl m. 

Stellt man aber die Frage, auf wie viele verschiedene Arten 
eine solche Zahl m in zwei Quadrate zerlegt werden kann, ohne 
Rücksicht auf die Ordnung der beiden Quadrate und auf die Vor- 
zeichen ihrer Wurzeln, so liefern je acht verschiedene Darstel- 
lungen von der Form 

Faty) wm (dytm 

nur eine einzige Zerlegung m —= x? + y? (von diesen acht Dar- 
stellungen gehören vier, nämlich 

(x, Y), a T, —Y), (er Y; 12) (9 —:«) 
zu einer, und die anderen vier 

62 —y) ee X, Y), > Y, — 2), (M 2) 
zu der ihr entgegengesetzten Wurzel); folglich ist die Anzahl 
dieser verschiedenen Zerlegungen 

— De 
mit einziger Ausnahme des Falles m = 1, weil dann nicht acht, 
sondern nur vier verschiedene Darstellungen 
(Fi under) 

existiren, diesich zu der einzigen Zerlegung 1 = 1? + 0? vereinigen. 

In diesem allgemeinen Resultat ist als specieller Fall der 
berühmte von Fermat aufgestellte, zuerst von Euler*) bewiesene 
Satz enthalten: 


*) Demonstratio theorematis Fermatianı, omnem mumerum primum 
formae 4n -— 1 esse summam duorum quadratorum, Nov. Comm. Petrop. 


166 Vierter Abschnitt. : 8. 69. 


Jede (positive) Primzahl von der Form 4h + 1 lässt sich stets, 
und zwar nur auf eine einzige Weise in zwei Quadrate zerfällen. 

Die Bedingung, dass die Quadrate keinen gemeinschaftlichen 
Factor haben, fällt hier fort, da sie sich von selbst versteht. 

Beispiel 1: Die Zahl 37 ist eine Primzahl von der Form 
4h + 1; die beiden Wurzeln der Congruenz z? = — 1 (mod. 37) 
findet man (z. B. mit Hülfe des Wilson’schen Satzes) = + 6; 
nimmt man n —= 6, so hat man die Form (37, 6, 1) zu betrachten, 
welche durch die Substitution (_% #}) in die reducirte Form (1,0,1) 
übergeht; umgekehrt geht also (1, 0, 1) durch die inverse Substi- 
tution (7%) in (37,6,1) über. Also ist die gesuchte Zerlegung 
folgende: 37 —= 6? + 1?; es ist nicht nöthig, die vier zu dieser 
Wurzel + 6, und die anderen vier zu der entgegengesetzten Wurzel 
— 6 gehörenden Darstellungen hier einzeln aufzuschreiben. 


Beispiel 2: Die Zahl m = 65 —=5.13 ist das Product aus 
den beiden Primzahlen 5 und 13, welche beide die Form 4h+ 1 
haben. Mithin giebt es 2* = 16 verschiedene Darstellungen, also 
nur zwei verschiedene Zerlegungen der Zahl 65. Die vier Wurzeln 
der Congruenz 22=— 1 (mod. 65) sind + 8 und + 18; wir bilden 
daher die beiden Formen (65, 8, 1) und (65, 18, 5), welche durch 
die Substitutionen (_® ) und (7277) in die reducirte Form 
(1, 0, 1) übergehen; die inversen Substitutionen sind (75 ,) und 
+7 +7), und folglich sind die beiden gesuchten Zerlegungen fol- 
gende: 

5—82+12 721 4, 


8. 69. 


Alle Formen der Determinante D— — 2 bilden ebenfalls 
nur eine einzige Olasse, da nur eine einzige reducirte Form 
(1,0,2) = 2? + 2y? 
vorhanden ist, Wir fragen auch hier wieder nach allen durch 
diese Form darstellbaren ungeraden Zahlen m; die erste Bedin- 


V,p. 3. — Unter den zahlreichen späteren Beweisen zeichnet sich der von 
H. J. Smith durch grosse Einfachheit aus: De composttione numerorum 
primorum formae AA-H1 ex duobus quadratis (Crelle’s Journal, Bd. 50). — 
Vergl. auch $. 83, Anmerkung, und $. 159. 
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gung ist die, dass — 2 quadratischer Rest von m sein muss: dazu 
ist erforderlich und hinreichend, dass für jede in m aufgehende 
(also ungerade) Primzahl p 


= 


also p von einer der beiden Formen 8% + 1 oder 8h +8 sei. 
Umgekehrt: sind die sämmtlichen @ in m aufgehenden Prim- 
zahlen p alle von der Form 8% + 1 oder 8h + 3, so hat die 
Congruenz 

22 = — (mod. m) 


stets 2“ incongruente Wurzeln. Ist » ein bestimmter Repräsentant 
einer solchen Wurzel, und n? + 2—= ml, so ist die Form (m, n, 1) 
nothwendig der Form (1, 0, 2) äquivalent; man findet daher (nach 
$. 66) eine Substitution (5), durch welche die letztere in die‘ 
erstere übergeht; ausser dieser existirt (nach $. 62) nur noch die 
andere (BER); welche dieselbe Eigenschaft hat; es giebt daher 
zwei verschiedene Darstellungen (x, y) und (— x, — y) der Zahl m, 
die zu dieser Wurzel gehören. Im Ganzen giebt es daher 
Fe Mi Mae 

verschiedene Darstellungen der Zahl m durch die Form (1, 0, 2). 

Man erkennt ferner leicht, dass, wenn die beiden Darstellungen 
+ (a, y) zu der Wurzel » gehören, entsprechend die beiden Dar- 
stellungen +(z, —y) zu der entgegengesetzten Wurzel —n ge- 
hören. Je vier solche Darstellungen geben eine und dieselbe 
Zerlegung der Zahl m in ein Quadrat und ein doppeltes Quadrat 
mithin ist die Anzahl aller verschiedenen Zerlegungen 

sa ZE: 

die einzige Ausnahme bildet wieder der Fall, in welchem u = 0, 
also m — 1 ist; denn dann vereinigen sich die zwei verschiedenen 
Darstellungen [+ n ist=—n (mod. 1)] zu der einzigen Zerlegung 
1=1?2-+ 2.02 Der interessanteste specielle Fall*) ist wieder 
der, in welchem ga = 1 ist: 

‚Jede Primzahl p von einer der beiden Formen 8h + 1 oder 
8h + 3 lässt sich stets und mur auf eine einzige Weise in ein 
Quadrat und ein doppeltes Quadrat zerlegen. 


*) Lagrange: Recherches d’ Arithmetique (Nouv.M&m. de Y’Ac. de Berlin 
1775). 
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Beispiel 1: Ist m = 41, so ist die Bedingung erfüllt; u ist 
— 1; die beiden Wurzeln der Congruenz 2? = — 2 (mod. 41) sind 
+ 11; die Form (41, 11, 3) geht durch die Substitution (77 73) in 
die Form (1, 0, 2) über, diese also rückwärts in jene durch die 
Substitution (+5 +1); also ist = 3, y—= — 4, und folglich 

41 =3?2 + 2.42 

Beispiel 2: Itm—=33—=3.1l, so ist die Bedingung er- 
füllt; u ist —= 2, und folglich muss es zwei verschiedene Zerlegun- 
gen geben. Die Wurzeln der Congruenz z? = — 2 (mod. 33) sind 
+ 8 und + 14: wir bilden daher die beiden Formen (33, 8, 2) und 
(33, 14, 6), welche resp. durch die Substitutionen 


SEO En = 
(Fa) ua (235) 
in die Form (1, 0, 2) übergehen; die inversen Substitutionen sind 
Plate: Se 
= al RE 
und folglich ist 


3—=1?+2.42—5242.22. 


8. 70. 


Alle Formen der Determinante D—=—-3 bilden zwei Classen, 

als deren Repräsentanten man die reducirten Formen 
(1,0,3)—=x2 +3 y 
und 
(2, 1,2) = 222 + 22y + 2y? 

annehmen kann; sie sind resp. von der ersten und zweiten Art. 
Ungerade Zahlen können offenbar nur durch die erstere dargestellt 
werden; es sei daher m eine ungerade und der Einfachheit wegen 
durch 3 nicht theilbare Zahl; damit sie durch die Form (1, 0, 3) 
darstellbar sei, ist erforderlich, dass, wenn p irgend eine in ihr 
aufgehende Primzahl ist, 


ae 


folglich p von der Form 3h + 1 sei. Umgekehrt, sobald diese 
Bedingung für alle u in m aufgehenden Primzahlen p erfüllt ist, 
so hat die Congruenz 

22 a, (mOd. N) 
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stets 2“ incongruente Wurzeln; ist n ein bestimmter Repräsentant 
einer solchen, und n? +3—ml, so ist die Form (m, n, !) von der 
ersten Art (da m ungerade ist) und folglich der Form (1,0, 3) 
äquivalent. Es giebt also (nach 8. 62) zwei Substitutionen 


z, & u 
® „) u (Z Y, Be: 
durch welche die Form (1, 0, 3) in die Form (m, n, 1) übergeht, 
und folglich auch zwei Darstellungen (x, y) und (— x, —y) der 
Zahl m, welche zu dieser Wurzel gehören. Im Ganzen giebt es 
daher 
I 
verschiedene Darstellungen einer solchen Zahl m durch die Form 
(1, 0, 3), die sich aber wieder auf nur 
a ul 
verschiedene Zerlegungen der Zahl m in ein einfaches und ein 
dreifaches Quadrat reduciren (nur auf den Fall u—=0, also m—1 
passt die letztere Formel wieder nicht). Besonders bemerkens- 
werth ist der zuerst von Euler*) bewiesene specielle Fall: 

Jede Primzahl von der Form 3h + 1 ist stets und nur auf 
eine einzige Weise in ein einfaches und ein dreifaches Quadrat 
zerlegbar. 

Gehen wir nun zu den durch die zweite Form (2, 1, 2) dar- 
stellbaren, nothwendig geraden Zahlen über; wir beschränken uns 
auf diejenigen von der Form 2m, wo m wieder eine ungerade und 
durch 3 nicht theilbare Zahl bedeutet. Dann erkennen wir leicht, 
dass der Complex dieser Zahlen m mit dem eben behandelten voll- 
ständig identisch ist. Denn aus der Möglichkeit der Congruenz 
22= — 3 (mod. m) folgt auch die der Congruenz z22= — 3 (mod. 2m), 
und umgekehrt ($. 37), und ausserdem ist die Anzahl der Wurzeln 
wieder — 2“. Ist ferner n’ ein bestimmter Repräsentant einer 
solchen, und n’?+3—=2ml, so ist die Form (2m, n’,T) nothwendig 
von der zweiten Art (denn der mittlere Coeffhicient »’ ist ungerade, 
folglich 7 gerade) und also gewiss der Form (2, 1, 2) äquivalent; 
man kann daher (nach 8. 62) sechs verschiedene Transformationen 
der letzteren Form in die erstere finden, aus welchen folgende 
sechs Darstellungen 


+ (a, 9), + y—z —J),t@+% 7) 


*) Supplementum quorundam theorematum arithmeticorum. (Nov. Comm. 
Petrop. VIII.) 
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entspringen, die alle zu derselben Wurzel n’ gehören (die sechs 
zu der entgegengesetzten Wurzel —n gehörenden Darstellungen 
entstehen aus diesen durch Vertauschung der ersten darstellenden 
Zahl mit der zweiten)*). Im Ganzen existiren daher 


br 20 ea, 2432 


verschiedene Darstellungen der Zahl 2m durch die Form (2, 1, 2), 
oder, was dasselbe ist, der Zahl m durch die Form 22 + ay + y?. 
Sieht man je vier zusammengehörige Darstellungen von der Form 


(2 y), (m —Y), 0 (9 —%) 
als nicht wesentlich verschieden an, so ist die Anzahl der wesent- 
lich verschiedenen Darstellungen nur noch 
ze 


Für eine Primzahl p von der Form 3% + 1 giebt es daher immer 
drei wesentlich verschiedene Darstellungen durch die Form 
23 + au 2 y?. 

Beispiel: Ist m = 13, so sind na=-+717 die Wurzeln der 
Congruenz 2?= — 3 (mod. 26) und also auch der Üongruenz 
z22=—3(imod.13). Wir bilden daher die beiden Formen (13, 7, 4) 
und (26, 7, 2). Sie gehen resp. durch die Substitutionen 

—1,—1 0 1 

Far) ma (ni) 
in die Formen (1, 0, 3) und (2, 1,2) über. Die beiden inversen 
Substitutionen sind 


+ 1, nu 1 —4, —1 
(E31) wa (To 
und folglich ist 


3=12+3-2)= (42 +(-4).1+13; 
hieraus findet man leicht die beiden anderen Darstellungen 


A 
—3243.1+12 


*) Da.von den Zahlen x, y, x + y stets eine ünd. nur eine gerade ist, 
so giebt es unter den sechs zu der Wurzel »’ gehörenden Darstellungen der 
Zahl 2m immer zwei + (x, y'), in welchen y’ gerade ist — 2u; setzt 
man ferner @ +u=t, so geht die Gleichung a’ y’-Hy'y' —m 
über in tt+3uu=m, d. h. man erhält eine Darstellung (t, «) der Zahl 
m durch die Form (1,0,3), und zwar gehört diese Darstellung zu derselben 
Wurzel n‘. Hierin besteht der Zusammenhang zwischen den Darstellungen 
der Zahlen m und 2m resp. durch die Formen (1, 0, 3) und (2, 1, 2) 
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Als letztes Beispiel wählen wir die Determinante D— — 5; 


es giebt zwei nicht äquivalente reducirte Formen 

(1, 0, 5) und (, 1, 3), 
beide sind ursprünglich und von der ersten Art. Wir suchen 
wieder das System aller ungeraden und durch 5 nicht theilbaren 
Zahlen m zu bestimmen, welche durch diese Formen darstellbar 
sind. Die dazu erforderliche Bedingung besteht darin, dass für 
jede in m aufgehende Primzahl p die Gleichung 


—— | — (—. ]\Vveß-) [| Z\ — 
stattfinden muss; hieraus folgt ($. 52, II), dass jede solche Prim- 
zahl von einer der vier Formen 


20k+1, 20h +9, 20h +3, 20h +7 


sein muss. Ist diese Bedingung erfüllt, und # die Anzahl der 
verschiedenen Primzahlen p, so hat die Congruenz 
2? = — 5 (mod. m) 

wieder 2“ incongruente Wurzeln; ist n ein bestimmter Repräsen- 
tant einer solchen. und n? + 5==ml, so ist die Form (m, n, l) noth- 
wendig einer und nur einer der beiden obigen reducirten Formen 
äquivalent; es giebt dann jedesmal (nach 8.62) zwei Substitutionen, 
durch welche diese reducirte Form in (m,n,!) übergeht, also auch 
zwei zu der Wurzel n gehörige Darstellungen der Zahl m durch 
diese reducirte Form. Im Ganzen giebt es also 


2.20 — 2rtı 


Darstellungen einer solchen Zahl durch die obigen reducirten 
Formen. Allein es bleibt noch zweifelhaft, durch welche der beiden 
reducirten Formen die zu einer bestimmten Wurzel n gehörigen 
beiden Darstellungen erfolgen; und eine ähnliche Frage wird 
jedesmal da auftreten, wo es mehrere nicht äquivalente Formen 
derselben Art giebt. In unserem Falle ist es nicht schwierig, 
diesen Zweifel zu heben. 

Ist nämlich die Zahl m darstellbar durch die Form (1, 0, 5), 
also z. B. m —= x: + 5y?, so folgt hieraus m = x? (mod. 5), d. h. 
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m ist quadratischer Rest von 5; ist dagegen die Zahl m darstellbar 
durch die zweite Form (2, 1, 3), also . Bm =22°?+2zy+3y?, 
so ist 2Zm—= (22 + y)? + 5y?= (2x + y)? (mod. 5), und, da 2 
quadratischer Nichtrest von 5 ist, so ist m ebenfalls quadratischer 
Nichtrest von 5. Es tritt also hier die besonders einfache Erschei- 
nung auf, dass alle Darstellungen einer Zahl entweder nur durch 
die Form (1, 0, 5) oder nur durch ‘die Form (2, 1, 3) geschehen, 
je nachdem m quadratischer Rest oder Nichtrest von 5, d.h. je 
nachdem m = + 1, oder = + 2 (mod. 5) ist. Hieraus folgen die 
speciellen Sätze: 


Jede Primzahl von einer der beiden Formen 20h +1, 20h +9 
ist auf vier Arten durch die Form (1, 0, 5) darstellbar (welche 
wesentlich nur eine einzige Zerlegung in ein einfaches und ein fünf- 
Jaches Quadrat bilden); jede Primzahl von einer der beiden Formen 
20h + 3, 20h + T ist auf wier Arten durch die Form (2, 1, 3) 
darstellbar. 


Beispiel 1: Ist m—29, so sind n—=+13 die beiden Wurzeln 


der Congruenz 2? = — 5 (mod. 29); die hieraus gebildete Form 
(29, 13, 6) geht durch die Substitution 
e 1 
+2, —3 


in die redueirte Form (1, 0, 5) über; durch Umkehrung dieser 
Substitution erhält man die Zerlegung 
29=32+5.22 
Beispiel 2: Für m = 27 findet man n—= +7; die beiden 


entsprechenden Formen (27, 7, 2) und (27, — 7, 2) gehen bezüglich 
durch die Substitutionen 


0, +1 1 
(e 1. ie) und (a Ir 5) 
in die reducirte Form (2, 1, 3) über; durch Umkehrung derselben 
erhält man daher die vier Darstellungen 
T=UFNH+LFNEN+IAN 
27 =2(43% + 243) EI) +31) 


von denen die beiden ersteren zu der Wurzel + 7, die beiden 
letzteren zu der Wurzel — 7 gehören. 
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12. 


YR 


Wir wenden uns nun zu den Formen mit positiver Determi- 
nante D, um auch für sie die Hauptprobleme der Theorie der 
Aequivalenz zu lösen. Das zweite Problem (8. 59), aus einer Trans- 
formation einer Form in eine zweite alle Transformationen der 
ersteren in die letztere zu finden, ist durch unsere frühere Unter- 
suchung ($. 62) auf die Aufgabe zurückgeführt, alle ganzzahligen 
Lösungen der Gleichung 

t? — Du? = 0? 

zu finden. Dieselbe ist für positive Determinanten bei weitem 
schwieriger zu lösen, als für negative. Dasselbe gilt von dem 
ersten Hauptproblem: zu erkennen, ob zwei Formen von gleicher 
Determinante äquivalent sind oder nicht. Wir schlagen zur 
Lösung desselben einen ganz anderen Weg ein, wie früher bei 
negativen Determinanten, einen Weg, der aber zugleich die 
Mittel an die Hand geben wird, auch die obige Gleichung voll- 
ständig aufzulösen *). 

Das Charakteristische dieser Methode besteht darin, dass 
wir auch irrationale Grössen in den Kreis unserer Betrachtungen 
ziehen. Ist nämlich (a, db, c) oder 


ax2 + 2bxy + cy? 


eine Form, deren Determinante b? — ac = D positiv ist, so hat 
die entsprechende quadratische Gleichung 


a+ 2bo +coa?—0 


zwei reelle Wurzeln 

en b--V.) = 7 

= C an eyvn: 
die wir, je nachdem das obere oder untere Zeichen genommen 
wird, als die erste oder zweite Wurzel der Form (a, b, c) bezeichnen 
und von einander unterscheiden wollen, indem wir ein- für 
allemal festsetzen, dass das Zeichen Y D stets die positive (Juadrat- 
wurzel aus der Determinante bedeuten soll. Durch die Üoeffi- 
cienten der Form (a, b, c) ist also jede ihrer beiden Wurzeln voll- 

*) Lejeune Dirichlet: Vereinfachung der Theorie der binären qua- 

dratischen Formen von positiver Determinante (Berliner Akad. 1854). 
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ständig, ohne Zweideutigkeit bestimmt. Aber umgekehrt ist auch 
jede Form (a, b, c) der Determinante D durch Angabe einer ihrer 
Wurzeln vollständig charakterisirt, in der Weise, dass zwei Formen 
(a, b, c) und (a’, d', c') derselben Determinante D nothwendig iden- 
tisch sind, sobald sie gleiche erste, oder gleiche zweite Wurzeln 
haben; denn aus der Gleichung 

—bZEVYD _—bTEVD 

e ie C 


worin entweder die beiden oberen, oder die beiden unteren Zeichen 
zu nehmen sind, ergiebt sich in Folge der Irrationalität von Y_D 
zunächst c’ = c, und dann d’ —=b, also auch a’ = a. 

Im Folgenden nennen wir zwei Wurzeln @, ©’ zweier Formen 
resp. (a, b, c), (a’, b’, c') gleichnamig, wenn beide erste, oder beide 
zweite Wurzeln sind, ungleichnamig dagegen, wenn die eine die 
erste, die andere die zweite Wurzel ist. Wir können dann das 
eben erhaltene Resultat auch so aussprechen: Wenn zwei Formen 
dieselbe (positive) Determinante besitzen, und wenn eine Wurzel 
der einen Form mit der gleichnamigen Wurzel der anderen Form 
übereinstimmt, so sind beide Formen identisch. 


8. 73. 


Wir wollen nun annehmen, es seien (a, b, c) und («@, b', ec’) 
zwei äquivalente Formen, und zwar wollen wir für einen Augen- 
blick die uneigentliche Aequivalenz nicht ausschliessen, weil da- 
durch der Nerv der Betrachtung deutlicher hervortritt. Es sei 
(5) eine Substitution, durch welche (a, b, c) in (a', b', c') über- 
geht, also 

ou — Pr—me—=—+l, 

Da durch diese Substitution 

zwar + ßy,y=ya +Ööy 
identisch 

ax + 2bay + ot =azn2 +2 bay + cdy? 

wird, so leuchtet ein, dass vermöge der Formeln 

9 +60 ‚_—ry+ oo 

Robert SEN TT 
aus einer Wurzel ' der Form (a’, b’, c') eine Wurzel » der Form 
(a, db, ce) gefunden werden kann, und umgekehrt; denn die Wurzeln 
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dieser Formen sind ja die Werthe der Verhältnisse y:x und y:«, 
für welche die Formen verschwinden. Aber es fragt sich vor allen 
Dingen, ob zwei so verbundene Wurzeln ® und @' gleichnamig 
sind oder nicht. Da nun 

—bEVYD 


c 


nr 
ist, so folgt 
ung Yc—&(—5bEVD) _ ba+cytovVD | 
—ScHB(-IFVD) —BB—corEBVD' 
machen wir den Nenner rational, indem wir den Bruch durch 
—bß—cö+ßYVD erweitern, und berücksichtigen, dass 
anß+b(md+ By) +eyd—b 
aß? +2bBd+ci?— cd 
ist, so ergiebt sich 


{7} 


o' — RACE 
C 

Wir haben daher folgendes Resultat erhalten: Wenn eine Form 
(a, b, c) durch eine Substitution (55) in eine äquivalente Form 
(a’, b’, c') übergeht, so ist je eine Wurzel der ersteren mit je einer 
Wurzel &' der letzteren Form durch die Relation 
yon wei 
94 +ßo'’ ME o— po 
verbunden; und zwar bilden wo, »' ein Paar gleichnamiger oder un- 
gleichnamiger Wurzeln der beiden Formen, je nachdem die Sub- 
stitution eine eigentliche oder uneigentliche \st. 

Wir schliessen von jetzt an uneigentliche Aequivalenz und 
uneigentliche Substitutionen gänzlich aus; es sind dann also stets 
zwei gleichnamige Wurzeln der beiden äquivalenten Formen in der 
angegebenen Weise mit einander verbunden. Dieser Satz lässt 
sich in folgender Weise umkehren: 

Wenn zwei Formen (a, b, c), («, b’, c') dieselbe Determinante 
haben, und wenn zwei gleichnamige Wurzeln @ und @' derselben 
durch die Gleichung 


{7} 


y+ 60 

+ Bo 

verbunden sind, in welcher die vier gamzen Zahlen «, ß, y, ö der 
Gleichung 


(nes 


eö— pr—l 
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genügen, so sind die beiden Formen üquivalent, und zwar geht die 
erstere durch die Substitution (45) in die letztere über. 

Denn durch diese Substitution geht (a, b, c) in eine äquiva- 
lente Form (a”, b’, c”) über, und bezeichnet man mit ©” ihre mit 
© gleichnamige Wurzel, so ist nach dem eben bewiesenen Satze 


E— . und folglich » = wo"; 
da ferner der Voraussetzung nach ®’ mit ®, folglich auch mit ®” 
gleichnamig ist, und da endlich (a, b’, ce’) dieselbe Determinante 
wie (a, 5, c), und folglich auch wie (a”, b”, c”) hat, so ist zufolge 
der Schlussbemerkung des vorigen Paragraphen (a’, b’, c') identisch 
mit (a”, b’, c’”), d. b. (a, b, c) geht durch die obige Substitution in 
(a’, b', c') über. 

Von besonderer Wichtigkeit für das Folgende ist die Betrach- 
tung zweier benachbarten Formen (a,b, a’) und (a’,b’, a”), in welchen 
der Definition zufolge ($. 63) die Summe 5 + 5’ durch a’ theilbar, 
alsod-+b’—=— a’ö ist, und von welchen die erstere in die letztere 
durch die Substitution (_}; 5) übergeht. Die gleichnamigen Wur- 
zeln » und w’ dieser beiden Formen hängen durch die Gleichungen 


m 1 
en re 
zusammen. 
S. TA. 


Auch bei positiven Determinanten vergleicht man zwei For- 
men, deren Aequivalenz beurtheilt werden soll, nicht unmittelbar 
mit einander, sondern man transformirt jede von ihnen in eine 
sogenannte redueirte*) Form; der Begriff einer solchen ist aber 
hier wesentlich verschieden von demjenigen, welcher früher (8. 64) 
für negative Determinanten aufgestellt ist. 


Eine Form (a, b, c) von positiver Determinante D heisst eine 
reducirte Form, wenn, abgeschen vom Zeichen, ihre erste Wurzel 
—b—YVD 
——— nn 
* . € 
ihre zweite Wurzel 


SW 
nn. 


1 


*) Gauss: D. A. art. 183. 
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ist, und wenn ausserdem beide Wurzeln entgegengesetzte Zeichen 
haben. 

Ziehen wir zunächst einige Folgerungen aus dieser Erklärung. 
Da die erste Wurzel numerisch grösser als die zweite, also auch 
die Summe der beiden Grössen b und YD numerisch grösser als 
ihre Differenz sein soll, so muss, da VD positiv ist, auch b positiv 
sein (nicht — 0); da ferner die beiden Wurzeln entgegengesetzte 
Zeichen haben, so gilt dasselbe auch von den beiden Grössen 


—(b+YVD) und —b+VD; 
und da die erstere gewiss negativ ist, so muss die letztere positiv 
sein; es ist daher 
Deu VD, 


Bezeichnen wir ferner mit (c) wieder den absoluten Werth 
des Coefficienten ce, so muss also im algebraischen Sinne (d. h. mit 
Rücksicht auf die Vorzeichen) 

eV) 


b--V7) 
el eo — <], 
(©) u) | 


d. h. es muss 
0<VYD—-b<()J)<YD+b (1) 


sein; und umgekehrt leuchtet ein, dass jede Form (a, d, c), deren 
Coefficienten diesen letzteren Ungleichungen genügen, sicher eine 
reducirte Form ist, weil aus ihnen rückwärts die ursprünglichen 
Bedingungen sich ableiten lassen. 

Aus der Definition ergeben sich noch weitere Folgerungen. 
Da D—=b2 — ac und #2? < D ist, so müssen a und c entgegen- 
gesetzte Zeichen haben; da ferner die erste Wurzel und c eben- 
falls entgegengesetzte Zeichen haben, so hat die erste Wurzel 
dasselbe Vorzeichen wie der erste Coefficient a der Form. Nun 
hat ferner die zweite Wurzel das entgegengesetzte Zeichen der 
ersten Wurzel, also dasselbe Vorzeichen wie der dritte Coefficient 
c der Form, was sich unmittelbar auch daraus ergiebt, dass YD — b 
positv ist. 

Für den absoluten Werth des ersten Coefficienten a gelten 
dieselben Bedingungen, wie für den von c; denn da 


D 2 b2 E= («) (ec), 


_@D+b) VD-b) 
GEz (Ö 


Dirichlet, Zahlentheorie. 12 


also 
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ist, so ergiebt sich aus den Bedingungen 

VD+b vD—b 

ee 1, 0 < ——— <], 

7 (e) 
dass 
()>VD—b, und ()<YD+b 

ist *). 


Für das Folgende ist noch der specielle Fall bemerkenswerth, 

in welchem 
" YD—(a)<b<YVD und (ec) > (a) (2) 
ist; aus diesen Bedingungen kann man nämlich stets schliessen, 
dass die Form (a, b, c) reducirt ist, obwohl die Umkehrung nicht 
gestattet ist. In der That, giebt man diesen Bedingungen die 
Form 
GEVD—-b<(a) <(d), 

so ergiebt sich zunächst, dass die zweite Wurzel 


—b +YVD 
on. 
numerisch < 1, ferner, dass die erste Wurzel 
—b—VD _ a 
FRE = vD-b 


numerisch > 1 ist. Hieraus folgt weiter, wie oben, dass 5 positiv 
ist, weil YD +5 numerisch grösser als YD — db ist; und folglich 
haben, da ausserdem b < YD ist, beide Wurzeln entgegengesetzte 
Zeichen. Also ıst die Form gewiss eine reducirte. 


8. 75. 


Aus der Erklärung einer reducirten Form ergiebt sich ferner 
der folgende wichtige Satz **) (vergl. 8. 67): 

Für jede positive Determinante giebt es nur eine endliche An- 
zahl redueirter Formen. 

Denn, bezeichnen wir mit A die grösste ganze in YD enthal- 
tene Zahl, so dass A< YVD<A + 1 und also A mindestens —1 
ist, so kann der mittlere Coefficient 5 einer reducirten Form (a, b, c) 


*) Dasselbe ergiebt sich unmittelbar daraus, dass die erste Wurzel einer 
Form (a, d, e) der reciproke Werth der zweiten Wurzel ihres Gefährten 
(e, db, a) ist; mithin sind entweder beide Formen redueirt, oder beide nicht 
redueirt. 

**) Gauss: D. 4A. art. 155. 
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nur die A verschiedenen Werthe 1,2..,4 haben; für jeden dieser 
Werthe von b ist D— b2= (a) (c) auf alle mögliche Arten in zwei 
Factoren zu zerlegen, welche zwischen A — b und A 1-5 
exclusive (oder zwischen A+ 1 — d und A + 5 inclusive) liegen; 
je zwei solchen Factoren « und c hat man entgegengesetzte 
Zeichen zu geben und man muss sie permutiren, wenn sie un- 
gleich sind. Dann sind aber wirklich alle reducirten Formen 
gefunden, und es giebt deren offenbar nur eine endliche Anzahl. 
Beispiel 1: Ist D— 13, so ist A = 3; wir haben daher fol- 
gende ‘Fälle und Zerlegungen: 
a 
a nr 
Do Ar EA 2) 
und diese liefern die folgenden 12 reducirten Formen: 
(+3, 1,#4), 41, 3,+4), +3, 2,43), 
+4 1,+3), 44 3, +1), 42, 3,#2). 
Beispiel 2: Für D = 19 ist A—=4; wir bilden daher folgende 
Tabelle: 
b—= 1; 18 giebt keine Zerlegung; 
DH 
— 3; 1057 =27% D; 
b= 4; =, 3; 
hieraus ergeben sich folgende 12 reducirte Formen: 
(+3, 2,75), 43 3,5, 41473) 
er 2, 23h (= 5, 3,62) (m, 4,+1). 
Beispiel 3: Für D=35 ist A=5; also bilden wir die Tabelle 
b— 1; 34 giebt keine Zerlegung; 


b == 23 3l Er) n b} 
bis 3 26 ” ” ” 
1 4; 19 n 6) ” 


ea ßel.We2,.5; 
wir erhalten daher 8 reducirte Formen: 
+415,#10,423,5#5); 
(+10,5, 21, 45,572. 
Beispiel 4 Für D=179 ist A=8; wir bilden daher folgende 
Tabelle: 


12* 
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DL — 1; 78 giebt keine Zerlegung; 
b=2; 75 ” ” ” 

= 70=717 r 102 

De=ı4: DIE) 29: 

b’e='5,;, DA 0ı5 

b—=6; 43 giebt keine Zerlegung; 
b=7:. 902.5 =3,.0 Zn, 
b=8; B=1l.5=3.35; 


wir erhalten daher 32 reducirte Formen: 
E7,3,71),E&7,4, 79, E65 FF). EA) 
+3, 7,710), 45,7,76,418,+1),€38 +5), 

und | 
+10,3,F7),E94 FNGEI5F6, 5,742), 
(+ 10,7,73, 46,7,75,(&5,8 +1, (45,8 + 3). 


$. 76. 


Aehnlich wie bei negativen Determinanten ($. 64) beweisen 
wir auch die Richtigkeit des folgenden Satzes*): 

Jede Form von positiver Determinunte ist einer redueirten 
Form äquivalent. 

Bezeichnen wir die gegebene Form von positiver Determinante 
D mit (a, b, a’), so suchen wir eine ihr nach rechts benachbarte 
Form (a', b’, @') so zu bestimmen, dass 

VD—-(a)<b' <YD 

wird. Da zufolge der Erklärung einer benachbarten Form der 
mittlere Coefficient d’ jeden Werth erhalten kann, welcher = — 
(mod. a’) ist, und keinen anderen, so fragt sich nur, ob zwischen 
den Grenzen YD— (a’) und YD stets ein solcher Werth existirt; 
dies ist offenbar der Fall, da die sämmtlichen zwischen diesen 
beiden Grenzen enthaltenen ganzen Zahlen 


Il), AFI—l).5. 
ein vollständiges Restsystem in Bezug auf den Modulus «’ bilden; 


aus demselben Grunde ergiebt sich, dass nur eine einzige solche 
Zahl d’ existirt. Nachdem ’ = — b— «a’d bestimmt ist, geht die 


*) Gauss: D. A. art. 183. 
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Form (a, b, a’) durch die Substitution (_?}) in die benachbarte 
Form (a’, b', a”) über, deren Coefficienten «', b’ der obigen Be- 
dingung Genüge sur Findet sich nun, dass zu gleicher Zeit 
(a) > (a’) wird, so ist nach dem am Schlusse des 8. 74 besonders 
hervorgehobenen speciellen Fall (2) die gefundene Form (a’, b', a” 
eine reducirte. Ist dagegen 


(@) > (a), 
so verfahre man mit der gefundenen Form («', b’, a) genau so wie 


mit der gegebenen Form, d.h. man bilde die ihr nach rechts 
benachbarte Form (a”, db’, a"), in welcher 


VD—(w") <W’ <VD 


ist, und welche gewiss eine reducirte ist, wenn (a’”’) > (a") ist. 
Sollte aber wieder 
(a) >> (a’") 

sein, so setze man denselben Process in derselben Weise fort; da 
unter einer gegebenen positiven Zahl (a’) nur eine endliche An- 
zahl von ganzen positiven Zahlen liegt, so muss man nach einer 
endlichen Anzahl von Transformationen durchaus zu einer Form 
(am, dw, ar+»), in welcher sowohl 


VD — (a®) <bm < VD 
als auch 
(a®+D) > (am) 

ist, also zu einer reducirten Form gelangen, was zu beweisen war. 

Es verdient bemerkt zu werden, dass bei diesem Process nicht 
gerade erst die letzte Form eine reducirte zu sein braucht, denn 
es giebt reducirte Formen, in welchen die zweite Bedingung des 
besonderen hier benntzten speciellen Falles nicht erfüllt ist. Von 
grösserer Wichtigkeit ist es aber, besonders darauf aufmerksam 
zu machen, dass durch den angegebenen Process auch jedesmal 
“ eine Substitution gefunden wird, durch welche die gegebene Form 
in die reducirte Form übergeht, und zwar erhält man diese Sub- 
stitution durch Composition der successiven Substitutionen, welche 
in dem Processe auftreten. Der Algorithmus selbst ist durchaus 
nicht beschwerlich (vergl. $. 64), wie folgende Beispiele zeigen. 


Beispiel 1: Die Form (4, 6, 7) hat die Determinante D = 8; 
es ist also A — 2. Unter den Zahlen 
—4, —3, —2, —1,09,12 
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st’ —=1= — 6 (mod. 7); dies giebt die benachbarte Form 
(7, 1,— 1), welche noch nicht reducirt ist. Da (a) — 1 ıst, so 
ist 5’ —= 2 — 2, und folglich erhält man die benachbarte Form 
(—1, 2, 4), welche wirklich reduceirt ist. Durch die Substitution 
_+1)(_ 2) = (Fr, +3) gebt die gegebene Form in die ge- 
fundene über. 

Beispiel 2: Die Form (713, 60, 5) hat die Determinante 
D— 35; man findet nach der angegebenen Methode die nach 
rechts benachbarte Form (5, 5, — 2), und zu dieser wieder die 
Form (—2, 5,5), in welcher der letzte Coefficient in der That 
grösser ist als der erste. In diesem Beispiel ist aber auch schon 
die vorhergehende Form (5, 5, — 2) reducirt. Die gegebene Form 
geht durch die Substitution (_} +,;) in (5, 5, — 2) und durch 
die: Substitution (FF) I) = (ie) id (C-2, 5,5) über. 

Beispiel 3: Die Form (62, 95, 145), deren Determinante 
D— 35, geht durch die folgenden successiven Substitutionen 


RAT Urs 0,1 01 
(ee 1,0)' ee: (> 3)» (ei » 
successive in die Formen 
(145,°-95,.69) (02 290 aan 
über, von denen erst die letzte reducirt ist; die Zusammensetzung 
dieser Substitutionen giebt die Substitution ( E u durch welche 
(62, 95, 145) in (—2, 5, 5) übergeht. 


887. 


Nachdem in den beiden vorhergehenden Paragraphen dar- 
gethan ist, dass jede Form von positiver Determinante einer re- 
ueirten Form Äquivalent ist, und dass nur eine endliche Anzahl 
von reducirten Formen für jede gegebene Determinante existirt, 
so folgt hieraus unmittelbar: 


Die Classen-Anzahl der Formen von positiver Determinante 
ist stets endlich. 

Allein es bleibt noch die Hauptfrage zu beantworten, ob zwei 
nicht identische reducirte Formen derselben Determinante ein- 
ander äquivalent sein können; denn erst dann haben wir (wie 
in 33. 65, 66 für negative Determinanten) die Mittel gewonnen, 
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um über die Aequivalenz von zwei gegebenen Formen derselben 
positiven Determinante entscheiden zu können. Diese Unter- 
suchung stösst bei positiven Determinanten auf bedeutende 
Schwierigkeiten, da in der That immer mehrere nicht identische 
und doch äquivalente reducirte Formen existiren. 

Um einen sicheren Boden für diese Untersuchung zu gewinnen, 
stellen wir zunächst die bestimmte Frage *): 

Kann eine reducirte Form (a, b, «') eine ihr nach rechts be- 
nachbarte Form (a', b', a’) haben, welche ebenfalls redueirt ist? 

Nehmen wir einmal an, dies sei möglich, und es sei gi N) 
die Substitution, durch welche die reducirte Form (a, b, a’) in die 
ebenfalls reducirte Form (a’, ', «') übergeht. Sind dann » und 
@' zwei gleichnamige Wurzeln der ersten und der zweiten Form, 
so hängen diese (nach $. 73) durch die Gleichungen 


EN Be BBrLil ä 
{2} 6 —o 

mit einander zusammen. Wir wollen der Einfachheit halber fest- 
setzen, dass und ®’ die beiden ersten Wurzeln der beiden Formen 
bedeuten (obgleich dieselbe Relation auch zwischen den beiden 
zweiten Wurzeln stattfindet). Da in einer reducirten Form die 
beiden äusseren Coefficienten entgegengesetzte Zeichen haben, und 
die erste Wurzel stets das Zeichen des ersten Ooefficienten besitzt, 
so haben die beiden unechten Brüche ® und ®’ bezüglich die Vor- 
zeichen von a und u’, also entgegengesetzte Vorzeichen, da der erste 
Coefficient a’ der zweiten Form zugleich der letzte Coefficient der 
ersten Form ist. Zufolge der obigen Relationen muss daher @ — Ö 
ein echter Bruch sein von gleichem Vorzeichen wie @; es muss 
daher ö diejenige vollständig bestimmte ganze Zahl sein, welche 
dem absoluten Werth nach nächst kleiner als © ist und dem 
Vorzeichen nach mit ® übereinstimmt. Wir schliessen bieraus, 
dass eine reducirte Form (a, b, a’) höchstens eine einzige nach 
rechts benachbarte Form (a’, b’, a") hat, welche ebenfalls redu- 
eirt ist. 

Aber es existirt auch wirklich immer eine solche der redu- 
cirten Form (a, b, a’) nach rechts benachbarte und reducirte Form 
(a, b', a’). Denn es sei ® die erste Wurzel der redueirten Form 
(a, b, a’), also ein unechter Bruch, dessen Vorzeichen mit den 


*) Gauss: D. A. art. 184. 
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von a übereinstimmt; so wähle man die ganze Zahl ö so, dass ihr 
absoluter Werth (8) die grösste ganze in (w) enthaltene ganze 
Zahl (also nie = 0) wird, und gebe ö das Vorzeichen von ®; 
dann geht die gegebene Form (a, b, a) durch die so bestimmte 
Substitution (_}'}) in eine benachbarte Form (a’, d’, a”) über, 
deren erste Wurzel 
1 
Men 
ee: 
ein unechter Bruch ist, dessen Vorzeichen dem von ® und a ent- 
gegengesetzt ist und also mit dem von a’ übereinstimmt. Be- 
zeichnen wir nun mit ®, und o’, die beiden zweiten Wurzeln, 
so besteht zwischen ihnen dieselbe Relation 
Re 1 . 
an = do ; 
da nun o, ein echter Bruch ist, dessen Vorzeichen dem von wo, 
und also auch dem von ö entgegengesetzt, und da Ö eine von Null 
verschiedene ganze Zahl ist, so folgt, dass ö — ®, ein unechter 
Bruch, und also ®’, ein echter Bruch ist, dessen Vorzeichen mit 
dem von 6, @ und @ übereinstimmt, also dem von ®’ und «’ ent- 
gegengesetzt ist. Es ist also bewiesen, dass die beiden Wurzeln 
o’ und ®’, der neuen Form (a', b’, a’) entgegengesetzte Zeichen 
haben, ferner, dass die erste »’ ein unechter, die zweite w’, ein 
echter Bruch ist; folglich ist diese Form in der That eine redu- 
cirte, was zu beweisen war. 

Jede reducirte Form hat daher eine und nur eine nach rechts 
benachbarte Form, welche ebenfalls redueirt ist, und diese kann auf 
die angegebene Weise immer leicht gefunden werden. 

Genau ebenso liesse sich nun auch beweisen, dass jede redu- 
cirte Form eine und nur eine nach links benachbarte reducirte 
Form besitzt. Doch ist es bequemer, diesen Fall auf den eben be- 
handelten durch die einleuchtende Bemerkung ($. 74 Anm.) zurück- 
zuführen, dass die beiden Formen (a,b,«’) und (a’,b,a) gleichzeitig 
redueirte, oder gleichzeitig nicht reducirte Formen sind. Wenn 
nun die reducirte Form (a, b, a’) eine nach links benachbarte und 
ebenfalls reducirte Form (’a, ’b, «) besitzt, so hat die reducirte 
Form (a, d, a) die nach rechts benachbarte Form (a, ’b, 1.98 
welche ebenfalls reducirt ist; und umgekehrt, sobald die Form 
(a, 'b, a) der reducirten Form (a’, b, a) nach rechts benachbart 
und zugleich reducirt ist, so ist die Form (’a, 'b, a) ebenfalls redu- 
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eirt und der Form (a, d, «’) nach links benachbart. Da wir nun 
gesehen haben, dass eine reducirte Form (a', b, a) immer eine und 
nur eine nach rechts benachbarte reducirte Form (a, 'b, 'a) hat, 
so folgt: 

Jede redueirte Form (a, b, a’) besitzt stets eine und nur eine 
nach links benachbarte reducirte Form ('a, 'b, a). 


8. 78. 


Aus den soeben bewiesenen Sätzen über die nach rechts und 
links benachbarten reducirten Formen ergiebt sich, dass man 
sämmtliche reducirte Formen einer positiven Determinante D in 
Perioden*) eintheilen kann, die auf folgende Weise zu bilden 
sind. Man wähle irgend eine reducirte Form 9, und bilde die 
nach rechts und links fortgesetzte Reihe | 


7 


"2... 9-9 P_-1, Por Pi.P2 >»: 

der successiven nach rechts und nach links benachbarten redu- 
eirten Formen, welche durch das eine Glied 9, vollständig be- 
stimmt sind. Da es nur eine endliche Anzahl von reducirten 
Formen der Determinante D giebt, und die ersten Ooefficienten 
zweier auf einander folgenden Formen stets entgegengesetzte 
Zeichen haben, so muss einmal auf eine Form . dieser Reihe nach 
einer geraden Anzahl 2n von Gliedern eine mit 9, identische 
Form @u+o„ folgen; und da eine Form g, oder Q4+3„ nur eine 
einzige nach rechts, und nur eine einzige nach links benachbarte 
reducirte Form besitzt, so müssen auch die beiden Formen Qu; ı 
und Qu+rı+2n, ebenso die beiden Formen Qu und Pu-ı+2m 
und also auch allgemein je zwei Formen dieser Reihe identisch 
sein, deren Indices dieselbe Differenz 2» haben. In der ganzen 
Reihe sind daher höchstens 2» verschiedene Formen 


9» Pı, Pr --- Pan—2, Pan—ı) 
und diese werden in der That alle von einander verschieden sein, 
wenn keine der Formen 95, 9... Pan. mit 9, identisch ist; 
denn wären 9, und @,.x.„ zwei identische Formen, so müsste 
auch 99, mit @, identisch sein. Nehmen wir also an, dass 2n 
die Anzahl der wirklich verschiedenen Formen dieser Reihe ist, 


*) Gauss: D. A. art. 186. 
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so besteht dieselbe aus einer nach beiden Seiten sich unendlich oft 
periodisch wiederholenden Folge dieser 2% Formen; je zwei Formen 
Yu und 9,, deren Indices eine durch 2n theilbare Differenz u — v 
haben, sind identisch; und umgekehrt, sind die Formen @. und 
9, identisch, so ist u = v (mod. 2n). 

Es kann nun sein, dass diese 2» Formen alle reducirten For- 
men der Determinante D erschöpfen; aber es ist auch möglich, 
dass ausser ihnen noch andere reducirte Formen derselben Deter- 
minante existiren. Im letzteren Falle sei %, eine solche., in der 
obigen Periode nicht enthaltene reducirte Form, so entspricht ihr 
ebenso eine Periode von 2m unter einander verschiedenen Formen 

vo, V%ı, da... Yoam-2, Yam-ı5 
alle diese Formen der zweiten Periode werden auch von denen der 
ersten verschieden sein; denn besässen beide Perioden eine ge- 
meinschaftliche Form, so wären beide Reihen vollständig identisch, 
da von dieser gemeinschaftlichen Form aus die Reihe nur auf eine 
einzige Weise nach rechts und links fortgesetzt werden kann. 

In derselben Weise kann man fortfahren, bis endlich alle 
reducirten Formen in verschiedene Perioden eingetheilt sind; die 
Anzahl der Perioden ist nothwendig eine endliche; die Anzahl der 
Glieder kann in verschiedenen Perioden verschieden sein, jeden- 
falls ist sie stets gerade*). 


*) Von’ besonderem Interesse sind. noch folgende Bemerkungen (Gauss: 
D. A. artt. 187, 194). Wenn (a, b, c) eine reducirte Form ist, so gilt das- 
selbe von ihrem Gefährten (c, b, a) ($. 74); sind die Perioden dieser beiden 
Formen entwickelt, und die beiden Formen selbst nach den Plätzen, welche 
sie in diesen Perioden eiunehmen, mit gu und Ws, bezeichnet, so leuchtet 
ein, dass auch gu+ı und Yr—ı, allgemeiner je zwei Formen ga+n und 
vv—ı Gefährten sind, wo A} jede beliebige ganze Zahl bedeutet. Hieraus 
geht hervor, dass beide Perioden aus gleich vielen Gliedern bestehen 
werden. f 

Es ist nun möglich, dass beide Perioden identisch sind, dass also yr 
selbst ein Glied in der Periode der Form gu ist, und dann wird offenbar 
der Gefährte einer jeden Form dieser Periode ein Glied derselben Periode 
sein. Ist nyn gr der Gefährte von 9, so ist, weil die äusseren Coefficienten 
einer reducirten Form entgegengesetzte Vorzeichen, und ausserdem die ersten 
Goefficienten der auf einander folgenden Formen abwechselnde Vorzeichen 
haben, nothwendig r ungerade= 2m — 1; danun g, und g2am-—ı Gefährten 
sind, so gilt dasselbe von gr und gyam-—ı—n, also auch von ym und Im—1, 
und ebenso, wenn 2n die Anzahl der Glieder der Periode bedeutet, von 
Em+n und Gm—ın = Sm+n-—ı; bezeichnet man daher irgend eine der 
beiden Formen gm oder m -+n mit (A, B, O), so ist die ihr nach links 
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Beispiel L: Wir haben (8. 75) das System der reducirten 
Formen für die Determinante D = 13 aufgestellt; nehmen wir 
z. B. für 9, dieForm (3, 1, — 4), so erhalten wir folgende Periode 
von zehn Formen 


9%=(, 1, —4; pp =(—43 1); 
9% =(1,3, —4) 9 =(—4|, 3); 
9 = (3, 2, —3); 9 = (— 3, 1, 4); 
9% — (4, 3, a, 97 (— u 3, 4); 


9 =(41,—3),; = (—3, 2,3); 

Diese Rechnung geschieht am einfachsten auf folgende Art; 
um aus der reducirten Form (a, b, a’) die ihr nach rechts benach- 
barte reducirte Form (a’, b', a”) zu finden, braucht man nur ihren 
mittleren Coefficienten b’ zu suchen, welcher durch die Bedingung 
"= —b— ad= — b (mod. a‘) und die Nebenbedingungen 

iTrTT-d)S3b ir 
stets vollständig bestimmt ist und durch den blossen Anblick der 
Form sogleich erkannt wird. In unserem Falle ist A = 3; man 
findet daher den mittleren Coefficienten b’ der Form @, durch die 
Bedingungen 
"’=—1(mod.4, 0<W<3, 

nämlich d#’ — 3. Und nachdem so db’ und d —= 1 gefunden sind, 
ergiebt sich 


benachbarte Form identisch mit(C, B, A), und folglich ist-2B=0 (mod. A) 
d. bh. gm und gm m sind zweiseitige Formen ($. 58); und sie sind verschie- 
den, weil m nichtt= m + n (mod. 2n) ist. 

Umgekehrt, ist in einer Periode eine zweiseitige Form (4, B, C) ent- 
halten, so ist ihr linker Nachbar ihr Gefährte (C, B, A), und folglich findet 
sich in derselben Periode noch eine zweite zweiseitige Form. Ausser 
diesen beiden zweiseitigen Formen Ym und Ym+n giebt es aber keine 
andere zweiseitige Form in derselben Periode; denn, wenn gs eine zwei- 
seitige Form ist, so sind gs—ı und gs, und folglich auch gas—ı und yo 
Gefährten; mithin ist ygs—ı identisch mit gam—ı,, folglich 2s = 2m (mod. 2) 
also gs = m, odrs=m + n (mod. 2n). 

Dieser Fall kann offenbar nur bei der Periode einer solchen Form 
eintreten ($$. 56, 58), welche ihrem Gefährten eigentlich und folglich sich 
selbst uneigentlich äquivalent ist, d. h. nur dann, wenn die Form einer 
zweiseitigen Classe angehört (vergl. $. 149). Dass umgekehrt jedesmal, 
wenn diese Bedingung erfüllt ist, die Periode der form auch ihren Ge- 
fährten und folglich zwei zweiseitige Formeu enthalten muss, ist eine un- 
mittelbare Folge des weiter unten ($. 82) bewiesenen Hauptsatzes dieser 
ganzen Theorie. — Man vergleiche die Beispiele im Text. 
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nl —= u+ (b — b')Ö, 

also in unserem Falle «’—1. In derselben Weise ist fortzufahren, 
bis die erste Form @, sich reprodueirt; in unserem Beispiel wird 
der mittlere Coefficient von 9,, dadurch bestimmt, dass er =— 2 
(mod. 3) sein, und ausserdem nicht ausserhalb der Grenzen 1 und 
3 liegen muss, woraus folgt, dass er — 1 ist; also wird 1 iden- 
tisch mit 9,. 

Die so gefundenen zehn ursprünglichen Formen der ersten 
Art erschöpfen aber noch nicht alle reducirten Formen der De- 
terminante. 13; es bleiben noch zwei ursprüngliche Formen der 
zweiten Art übrig 

v=23,—9), m-(-332), 
welche offenbar noch eine zweite Periode bilden. 


a’ 


Beispiel 2: Für D—=19 erhalten wir folgende zwei Perioden, 
jede von sechs Gliedern: 

=, dd) A= 

= 3 —5); =(— 

9, = (8, er ER 


wW=(-3,235) dh =(5,3, —2) 
%, = e 2,35; = (5; 2, —3) 
vb, = (= 3, 4, 6 v,=(l,&, — 3) 

Beispiel 3: Für D — 35 erhält man folgende vier Perioden, 

jede von zwei Gliedern: 
Pen no lagen, 
(10 5 I ee hr) 
e =(25,—- 8b, u =(-55°2 
A =(55—- 29) M=(- 35 5). 

Beispiel 4: Die 32 reducirten Formen der Determinante 
D==179 zerfallen in vier Perioden von je sechs Gliedern und zwei 
Perioden von je vier Gliedern; eine der sechsgliedrigen Perioden 
ist folgende: 

9% = (1,3, —10); 9 = (--10,7, 3) 

9 =, — 58, el 55T, 6) 

9, = (6,5, — 9); 5, = (79,4, 7); 
aus ihr entstehen die drei anderen durch Vertauschung der äusseren 
Coefficienten (womit die Vertauschung von rechts nach links in der 


5,3, 2) 
5,2, 3) 
12458) 


und 
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Folge der Glieder verbunden ist), ferner durch Verwandlung der 
Vorzeichen der äusseren Coefficienten in die entgegengesetzten. 
Eine der beiden viergliedrigen Perioden ist 


% =. (l, 8, zus % == (— 15, T, 2) 

Y5 == (2, iR, 15), U; ==S (— 15, 9, T); 
aus ihr entsteht die andere durch die Zeichenänderung der 
äusseren Üoefficienten. 


8. 79. 


Die vorhergehenden Untersuchungen über die Perioden der 
reducirten Formen von positiver Determinante stehen in der 
engsten Beziehung zu der Entwicklung der Wurzeln dieser For- 
men in Kettenbrüche. Nehmen wir für die Anfangsform 9, einer 
Periode immer eine solche, deren erster Coefficient positiv ist, so 
ist .auch ihre erste Wurzel ®, positiv. Wir bezeichnen mit o, 
die erste Wurzel der Form 9., mit d„ den vierten Coefficienten 
der Substitution 

0 
(& l, 3.) : 


durch welche 9. in die nach rechts benachbarte Form Quzxı 
übergeht, und endlich mit k, den absoluten Werth von d.. Da 
(nach 8. 77) der Coefficient ö, seinem Zeichen nach mit @. über- 
einstimmt, und dem absoluten Werth nach die grösste in dem 
absoluten Werth von ©. enthaltene ganze Zahl ist, und da die 
Wurzeln @, ®,, @, ... abwechselnd positiv und negativ sind, so 
ist (— 1)" @, stets positiv, und folglich 

ku = (— 1)" du; 
zwischen den successiven Wurzeln @., @44+1 . .. bestehen aber 
folgende Relationen ($. 77): 

1 1 


a) ed _ 
3 u41 “+1 
@u+1 Du+2 


Qu = Öu ar 


multiplicirt man diese Gleichungen der Reihe nach mit + I, F1 
u. s. w. der Art, dass die linke Seite stets positiv wird, so er- 


hält man 


1 1 
re Qu = ku + 


_— Do — ee ie 
- Qu+ı' T 9 +1 u+1 or Qu+2 
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und hieraus ergiebt sich für den positiven irrationalen unechten 
Bruch (— 1)“o, der folgende unendliche Kettenbruch ($. 23): 
(— 1)" ou = (ku, kuzı, kurz - - -) 

Offenbar ist dieser Kettenbruch periodisch; denn besteht die 
Periode der reducirten Formen g aus 2n Gliedern. so ist 
Öu+an — du und also auch kurs" = ku; es wiederholt sich daher 
die Reihe der Zahlen k immer nach höchstens 2n Gliedern von 
Neuem. 

Beispiel 1: Nehmen wir D — 13, so haben wir, um die erste 
Wurzel @, der Form 9, = (3, 1, —4) in einen Kettenbruch zu 
entwickeln, ihre Periode aufzustellen ($. 78): 

9 =; 1,—4; 9 = (431) 
9 = (1,3, —4); 9 —=(—-4 1,3) 
P4 — (3. 2,9), wel 4) 
9 =(4,3, —D); 9=(—-1,3, 4) 
9 =(41, 3); 9% = (32,3); 
die successiven Werthe der Substitutionscoefficienten d sind fol- 


gende: 
s=+N1, 4, = — 6, s=+l, , =—|1, del, 
ee — h, ern ei et dene 


daraus ergeben sich die absoluten Werthe 
k, = je kı = 6, I = 13 k; = IE kı — 1; 
ka 1 ker6, Re eh ie Bere 
Hier zeigt sich die eigenthümliche Erscheinung, dass die Periode 
des Kettenbruchs nur aus fünf Gliedern besteht, während die 
Periode der Formen doppelt so viele Glieder enthält; wir werden 
später ($. 83) darauf zurückkommen. Die gesuchte Kettenbruch- 
Entwicklung ergiebt sich hieraus als die folgende: 
1 + Yı3 
4 
Ebenso liefern die beiden anderen reducirten Formen derselben 
Determinante D = 13, nämlich 
v, — (2, 3, ur: 2), v, = (— 2, 3, 2 
folgende Werthe 


—hHEL.I I O Tee 


9, — nn 3 Ö, ee —— > 
also 
ko — 3, kı = 3 
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und folglich 
sea 
— -=%3%..) 
auch hier ist die Periode des Kettenbruchs nur halb so gross, wie 
die der reducirten Formen. 


beispiel 2: Für D— 19 giebt die sechsgliedrige Formen- 
periode 
P% = (3, 2, =); 9 = on 3, 2) 
92 =2,3, —5,; 9 = (— 5, 2,5) 
= 4-1); 5; =(—-1,43) 
die Zahlen 
set, = =e+1l d=—2 = +3 I = —2; 
Esel; 5, ==]; Ko 2. ka==8, 9: 


67 


also 


Beispiel 3: Für D = 79 giebt die sechsgliedrige Periode 
9 = (7,3, — 10); 9, = (—-10, 7,3) 
9 = (3, 8, — 5); 9% = 5, T, 6) 
’ = (6, I 9); N = 9, 4, 7) 
die Zahlen 


Girl, d—=—5, = 3, I, —=—2, uerhl, I, 1; 
RR rin, 2, Bl: kl; 
also entsteht die Entwicklung 
dl, ea: 
Ebenso liefert die viergliedrige Periode 
Y% = (1, 8, B 15); y, = (= 15, {5 2) 
d5, = (2, 17, — 15); d; = (—15, 8, 1) 


die Zahlen 
verne-gserlde—16 
Im = 1, kı == . ko = il ka == 16: 


also den Kettenbruch 


n: 
I 


15 
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Zu gleicher Zeit findet man natürlich auch die Entwicklung der 
Wurzeln der drei anderen Formen 


ern 
A Te 

7 7) 
a la, 

/79 
a ee ee 


durch einfache Verschiebung der Periode*). 


8. 80. 


Es bleibt nun noch die schwierigste Frage zu beantworten 
übrig, nämlich die, ob zwei reducirte Formen derselben Deter- 
minante, welche verschiedenen Perioden angehören, äquivalent 
sein können oder nicht. Dazu müssen wir eine Digression über 
die Theorie der Kettenbrüche machen, in welcher wir einige weni- 
ger bekannte Sätze über dieselben beweisen wollen. 

Ein Kettenbruch (a, b, c,d...), dessen sämmtliche Elemente 
a,b,c,d'‘... positive ganze Zahlen sind (mit Ausnahme des ersten 
a, für welches auch der Werth Null gestattet ist), soll im Folgen- 
den ein regelmässiger heissen; der Werth eines solchen endlichen 
oder unendlichen Kettenbruchs ist bekanntlich stets positiv, und 
umgekehrt ist bekannt, dass jeder positive Werth stets und nur 
auf eine einzige Weise in einen regelmässigen Kettenbruch ver- 
wandelt werden kann. Sehr wichtig für unsere Zwecke ist nun 
die Umwandlung eines unregelmässigen unendlichen Kettenbruchs 


Ca A nn A 


*) Die Form (1, 0, —D) ist der reducirten Form , = (1, 4, 2? — D) 
äquivalent; die letzte Form der entsprechenden Periode ist offenbar gan—ı 
= (2 — D, 2, 1), und hieraus folgt eine Entwicklung von der Form 

1 
ET! = (ko Saat An—2, An-ı, neaıın ko; 24; a n) 
und 
vD = (2; ko Sale In—2, KIn—ı, Kn—2 er) ko, Din: a )s 

Eine ähnliche Entwicklung tritt jedesmal auf, wenn in der Periode 

zwei zweiseitige Formen vorkommen ($. 78). 
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dessen Elemente ganze Zahlen und zwar von einem bestimmten p 
ab sämmtlich positive ganze Zahlen sind, in einen regelmässigen. 
Es wird sich zeigen, dass bei dieser Umwandlung alle Elemente 
u, v.... von einem bestimmten, in endlicher Entfernung liegenden, 
Element u ab unverändert bleiben, und dass die Differenz zwischen 
der Anzahl der geänderten und der Anzahl der sie ersetzenden 
Elemente eine gerade oder ungerade Zahl ist, je nachdem der Werth 
des ganzen Kettenbruchs positiv oder negativ ist. 

Um dies zu beweisen, nehmen wir an, es sei v das letzte nicht 
positive Element des Kettenbruchs, und wir setzen ausserdem 
zunächst voraus, dass v nicht das erste Element des ganzen 
Kettenbruchs ist. Wir suchen nun die Unregelmässigkeit des 
Kettenbruchs von dieser äussersten Stelle v zu entfernen und 
um mindestens eine Stelle weiter nach links zu drängen. 

Hierzu brauchen wir offenbar nur den unendlichen Ketten- 
bruch (uw, v,p, q...) zu betrachten, den wir auch in endlicher 
Borm (u, v, p') oder (u, v,p, g) ode (u, v,9,4,r) u 8 w. 
schreiben können, wenn wir die unendlichen regelmässigen Ketten- 
brüche 

ge 5 N, ST BIER) ES, W. 
zur Abkürzung mit p', q’, r' u. s. w. bezeichnen. Wir haben nun 
folgende Fälle zu unterscheiden. 


1. Ist v = 0, 80. ist 


w„O,p)=setrPr=utpH+ a 
oder also 
0nN)=Uu+rndg); 
es ist also die Unregelmässigkeit von der Stelle v = 0 um mm- 
destens eine Stelle nach links gedrängt, und zugleich ist an Stelle 
der .abgeänderten drei Elemente w, 0, p das einzige Element 


u + p getreten. 
2. Ist v negativ— —n, und n> 1, so erhält man mit 


Benutzung der Identität 
9 -)=-4W-Lhh Bes 1) 


folgende successive Umformung: 
1 and = 
(u. —ln pP) = G —n + au == (# —i,ın 1 2 


—(u—-L,1,n—1l,—Pp) 


Dirichlet, Zahlentheorie. 13 


. 80. 


un 
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und hieraus durch nochmalige Anwendung derselben Identität 


(u, —N, pP, g) => (u —uh ln 2, 1,p N, 
—(v—lL,1,Rr— 23, 1,p— Lg) 


An Stelle der drei abgeänderten Elemente u, —n, p sind die fünf 
Elemente u — 1. 1,n — 2. 1, p — 1 getreten, und von diesen ist 
höchstens das erste negativ. Sollte ferner n— 2 oder p— 1, oder 
sollten beide Zahlen — 0 sein, so wird man durch einmalige oder 
zweimalige Anwendung der unter 1. aufgestellten Regel alle Ele- 
mente, mit Ausnahme des ersten, in positive verwandeln; auch 
dann wird der Unterschied zwischen der Anzahl der abgeänderten 
und der Anzahl der dieselben ersetzendeu Elemente eine gerade 
Zahl bleiben, und die Unregelmässigkeit ist mindestens um eine 
Stelle nach links verschoben. 

3. It v— — 1, so ist die eben angegebene Regel nicht 
anwendbar; wenn gleichzeitig p > 1, so findet man 


(Bu, D, g) =(uw—231»2—2, 9); 
sollte p —= 2 sein, so hat man wieder nach der unter 1. auf- 
gestellten Regel zu verfahren. Ist aber p = 1, so hilft diese 
Formel nichts; dann ist aber 


(f, — I, l,)=R— l se 
und folglich | 
(1, al: %r, s') — (u et de Q. 1,72=,) s'); 
und sollte #» — 1 sein, so würde man wie in 1. verfahren. 

Auf diese Weise ist in allen Fällen ohne Ausnahme die Un- 
regelmässigkeit des Kettenbruchs von der Stelle v um mindestens 
eine Stelle weiter nach links gedrängt, und zugleich ist der Unter- 
schied zwischen der Anzahl der abgeänderten und der Anzahl 
der sie ersetzenden Elemente jedesmal eine gerade Zahl. Durch 
successive Anwendung desselben Verfahrens wird man daher den 
ursprünglich gegebenen Kettenbruch 


(0, Dr ya 0 DIT WEN 
in einen anderen 
(m,D, Cu Re U) 
umformen können, in welchem alle auf das erste folgenden Ele- 


mente b, ce... positive ganze Zahlen sind, welche von einer in 
endlicher Entfernung liegenden Stelle u au mit den Elementen des 
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gegebenen Kettenbruchs übereinstimmen; und zwar wird der 
Unterschied zwischen der Anzahl der abgeänderten Elemente 


.PYy... WU DgGr...t 
und der Anzahl der sie ersetzenden Elemente 
EN NE 
eine gerade Zahl sein, weil dasselbe bei jedem einzelnen Act der 
gesammten Umformung stattfindet. 

Ist nun’«’ positiv oder — 0, so ist die Umformung vollendet 
und der Werth des Kettenbruchs ist positiv; ist dagegen «’ negativ 
== — q, so ist der Kettenbruch negativ, und zwar 

| = — (a. —1,1,65— ]1,e..,) 
oder, wenn 5 —= 1 sein sollte, 
= —(a—1c+ A). 
Bei diesem letzten Act ist die Anzahl der abgeänderten Elemente 
um eine Einheit kleiner oder grösser als die Anzahl der sie er- 


setzenden Elemente; und hiermit ist der letzte Punct unserer 
obigen Behauptung nachgewiesen. 


8. 81. 


Wir bedürfen zweitens für die Untersuchung der Aequivalenz 
zweier Formen noch des folgenden Satzes: 
Sind «, ß, y, 6 vier ganze Zahlen, welche der Bedingung 


eo — Pr—=l 


genügen, und deren erste a von Null verschieden ist; findet ferner 
zwischen zwei Grössen @ und 32 die Relation 


y+62 
a+pR 
statt, so kann man. stets 
Bel, un...1,B, 8) 
setzen, wo die Anzahl der positiven ganzen Zahlen mn ...r eine 
gerade ist, y' und ß’ aber auch Null oder negative ganze Zahlen 
sein können. 
Um diesen Satz zu beweisen, können wir, ohne die Allgemein- 
heit zu beeinträchtigen, annehmen, dass die von Null verschiedene 
13* 
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ganze Zahl & positiv ist; denn sollte & negativ sein, so verwandle 
man die Zeichen aller vier Zahlen &, ß, 7, Ö in die entgegen- 
gesetzten, so bleibt diezwischen ihnen, und ebenso die zwischen ® 
und & bestehende Relation ungeändert. Ist nun zunächst « = 1, 
also & —= ßy + 1, so ist unmittelbar 


+(ßy + DR _ ae 
ea ee 


also ist in diesem Falle unser Satz richtig. Ist aber «> 1, so ent- 
wickle man den Bruch y:« in den Kettenbruch (y', m,n...r), 
dessen Elemente sämmtlich positive ganze Zahlen sind, mit Aus- 
nahme des ersten y', welches positiv, Null oder negativ sein wird, 
je nachdem y positiv und grösser als a, oder positiv und kleiner 
als &, oder endlich negativ ist. 

Wir können ferner voraussetzen, dass die Anzahl der positiven 
Elemente m, n...r gerade ist; denn da bei der gewöhnlichen 
Methode, einen Bruch y:« in einen Kettenbruch zu verwandeln, 
das letzte Element » mindestens — 2 ist, so könnte man, wenn 
die Anzahl der Elemente m, n...r ungerade sein sollte, das letzte 
Element r in den Kettenbruch r — 1 + verwandeln und also statt 
des obigen Kettenbruchs den folgenden (y’,m,n...r— 1,1) nehmen, 
in welchem die Anzahl der positiven Elemente m, n...r—1,1 
nun gerade ist. Bildet man nun nach der früher ($. 23) an- 
gegebenen Methode die sogenannten Näherungsbrüche, 

Y] Phm]) Try, m,n] [Y',m,n...g;r] 

I’ m’ mn) mn...gr] ’ 
so erkennt man leicht, dass ihre Nenner sämmtlich positiv sind. 
Damals haben wir auch bewiesen, dass diese Brüche irreducibel 
sind, und da der letzte der obigen Brüche dem in Folge der 


Relation «8 — 8y = 1 ebenfalls irreducibelen Bruche p:« gleich, 
und & positiv ist, so muss 


e—=[mn...qr, vl, mn...gr] 
sein, weil ein Bruch nur auf eine einzige Weise in die irreducibele 
Form mit positivem Nenner gebracht werden kann. Da ferner die 
TS N\ Ei ' 2 
Anzahl der Elemente y', m, n...q,r ungerade ist, so folgt aus 
der damals aufgestellten Formel [$. 23, (9)], dass 


mn...) DW mn...gr] — Imn...ar] Wumn...g]=—ı 
oder also 
[y m, ng) = Im, n...gjy=1 
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ist; vergleicht man dies mit der Relation &d — By = 1,50 
ergiebt sich (ähnlich wie im $. 24), dass man 
Immun r..gl+yPB’ 
Plan ed) aß‘ 


Oelesm Ra. 9,.r,ß] 
P=Imn...qrBß] 


Ö ı ' 
ee ru) 


d.h. 


also 


setzen kann, wo ß’ eine ganze Zahl bedeutet*). Nach demselben 
Bildungsgesetz ist nun 


Palm na, 2] 
«+2 =[mn...r, BB, 2] 


und folglich, wie zu beweisen war, 


o—=y,mne..r BR). 


8. 82. 


Nachdem auch dieser zweite Punct aus der Theorie der Ketten- 
brüche behandelt ist, schreiten wir zur definitiven Entscheidung 
der Frage, ob zwei verschiedene Perioden von reducirten Formen 
einer positiven Determinante äquivalente Formen enthalten können. 
Es seien daher (a, db, c) und (A, B, ©) zwei reducirte (eigentlich) 
äquivalente Formen; da alle Formen einer und derselben Periode 
einander stets äquivalent sind, so können wir annehmen, dass die 
ersten Coefficienten a, A und folglich auch die ersten Wurzeln 
dieser beiden Formen positiv sind, weil im entgegengesetzten Fall 
die unmittelbar benachbarten Formen diese Eigenschaft besitzen 
würden. Bezeichnen wir (a, b, c) mit 9, und (A, BD, €) mit &,, 
und bilden wir für jede dieser beiden Formen (nach $. 78) die 
sie enthaltende Periode, so erhalten wir dadurch (nach $. 79) für 
die ersten Wurzeln @,, 2, dieser beiden Formen die regelmässigen 


Kettenbrüche 


*) Da die Brüche y:«, ß:« resp. den Kettenbrüchen (y', m...r), 
(B', r ... m) gleich sind, so sind y', ß’ die grössten in denselben enthalte- 
nen ganzen Zahlen (im Sinne des $. 43). 
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Der Ds ae, 
I SE CKAR er | 
Ist nun (#5) eine Substitution, durch welche 9, in ®, übergeht, 
so besteht zwischen den ersten Wurzeln @,, 3, die Relation 


BB 2) 
und ausserdem ist £ 
oö— Br —l. (2) 


Da ferner « nicht —0 sein kann, weil sonst A==c, also A negativ 
wäre, so kann man nach dem soeben bewiesenen Satze 


El (M; M,N...T, B',%,) 
und also auch 


0, — (15 Mn. ihn Hoskachs .) (3) 


\ 


setzen, und in diesem unendlichen Kettenbruch, welcher wenigstens 
von der Stelle X, ab keine Unregelmässigkeit enthält, ist die An- 
zahl der Elemente y',m,n...r,ß’ eine gerade — 2g. Ist ß’ positiv, 
so ist, da @9 > 1 ist, auch y’ positiv, also der Bruch regelmässig *). 
Ist aber 8’ —0 oder negativ, so forme man den Kettenbruch nach 
den obigen Regeln ($. 80) in einen regelmässigen um; nimmt man 
w hinreichend gross, so werden die Elemente Ku, Äurı . ... bei 
dieser Umformung ungeändert bleiben, und ‘die Anzahl » der 
Elemente, welche an die Stelle der vorhergehenden (29 + u) 
Elemente 
RT On Dar Aa 


*) Sieht man von dem an sich klaren Falle =d—=+1, B=m 0b, 
und bedenkt, dass die Relation (1), welcher man zufolge (2) auch die Form 
(e + BR) (d — do) = 1 
geben kann, nicht blos für die positiven unechten Brüche @,, 2), sondern 
ebenso für die negativen echten Brüche w,, 2% gilt, so ergiebt sich ohne 
Schwierigkeit, dass keine der Zahlen «, #, y, d verschwindet, und entweder 


ß 


& 


ji we mr 
zı a oder 5 =.l, F) —ı 


ist; im ersten Falle sind die oben mit $’, y’ bezeichneten Zahlen positiv, 
und folglich erscheint @, in (8) sofort als regelmässiger Kettenbruch; der 
zweite Fall kommt auf diesen durch den Uebergang zu der inversen Sub- 
stitution zurück, indem man 2, durch w, darstellt. Hierdurch wird also 


die Zuziehung der in $. 80 enthaltenen, an sich sehr interessanten Unter- 
suchung gänzlich vermieden. 
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treten, wird = u (mod. 2) sein (nach 8. 80), da der Werth des 
ganzen Kettenbruchs positiv ist. Da nun @, nur auf eine einzige 
Weise als ein regelmässiger Kettenbruch därgestellt werden kann, 
so müssen die Zahlen 


ER 

resp. mit den Zahlen 

kr, kyrı, kv+3, ee 
identisch sein. Ist daher « + A ein Multiplum von der Anzahl 
der Formen, welche die Periode der Form ®, bilden, und also 
eine gerade Zahl, so ist auch v + h eine gerade Zahl — 2m, 
‚und die Zahlen 

Kurn, Kurnz+ı Kurnz2- . 
stimmen mit den Zahlen 
EHE LC dere 

und diese folglich mit den Zahlen 

kom; kom+ı; Kom +2 >». 
überein. Hieraus folgt unmittelbar 

2, — (kam, kam+ı .. .) = On; 

und da durch ihre erste Wurzel auch stets die Form vollständig 
charakterisirt ist (8. 72), so schliessen wir hieraus, dass die Form . 
®, mit der Form 99„ identisch sein muss, dass also ®, sich in 
der aus 9, entwickelten Periode befinden muss. Wir haben so 
folgenden Hauptsatz*) gewonnen: 

Zwei äquivalente reducirte Formen von positiver Determinante 
gehören einer und derselben Periode an; zwei reducirte Formen 
können nicht äqwivalent sein, wenn sie verschiedenen Perioden an- 
gehören. 

Mit Hülfe dieses Satzes ergiebt sich nun eine Methode, um 
zu prüfen, ob zwei gegebene Formen von gleicher positiver De- 
terminante äquivalent sind oder nicht. Man suche (nach $. 76) 
zu jeder der beiden Formen eine ihr äquivalente reducirte Form; 
je nachdem die so gefundenen reducirten Formen derselben oder 
verschiedenen Perioden angehören, sind die gegebenen Formen 
äquivalent, oder nicht äquivalent. Im ersteren Falle ergiebt sich 
offenbar zugleich eine Substitution, durch welche die eine Form 
in die andere übergeht (vergl. $. 66). 


*) Gauss: D. A. art, 198. 
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Beispiel: Die beiden gegebenen Formen seien (713, 60, 5) 
und (62, 95, 145), welche dieselbe Determinante D — 35 haben. 


Die erste geht durch die Substitution (_% *,5) in die reducirte 
Form (5,5, — 2), die zweite durch die Substitution (7% +") in die 
reducirte Form (— 2, 5, 5) über ($. 76). Diese beiden redueirten 
Formen gehören aber ee zweigliedrigen Periode (5, 5, — 2), 
(— 2, 5, 5) an, und zwar geht die erstere durch die Substitution 
_%1) in die letztere über. Mithin sind die beiden gegebenen 
Formen (713, 60,5) und (62, 95, 145) äquivalent, und da (3, "5 
die inverse Substitution von (73 7‘) ist, so geht die erstere 
dieser beiden Formen durch die Substitution (_P 3) (_ 3) CH 3 


= (ja 4, es) in die letztere über. 


8. 83. 


Durch unsere letzten Untersuchungen ist das erste der beiden 
n 8.59 aufgestellten Hauptprobleme auch für Formen von positiver 
Determinante gelöst; das zweite haben wir in $. 62 auf die Auf- 
lösung der unbestimmten Gleichung 
= Dur = 


zurückgeführt, und es bleibt daher, um in der Theorie der Formen 
von positiver Determinante zu demselben Abschluss zu kommen, 
wie früher für negative Determinanten, nur noch übrig, diese 
Gleichung für jeden positiven (nicht quadratischen) Werth der 
Determinante D vollständig aufzulösen. Fermat hat diese Glei- 
chung den Mathematikern zuerst vorgelegt, worauf ihre Lösung 
von dem Engländer Pell angegeben wurde; allein obwohl seine 
Methode die Lösung in jedem Falle wirklich giebt, so lag doch in 
ihr nicht der Nachweis, dass sie immer zum Ziele führen muss, 
und dass die Gleichung ausser der evidenten Lösung t—= + o, 
“ = 0 noch andere Lösungen besitzt. Diese Lücke ist erst von 
Lagrange*) ausgefüllt, und hierin besteht wohl eine der bedeutend- 


*) Solution d’un Probleme d’ Arithmetique, Miscellanea Taurinensia, 
Tom. IV. (Cuvres de Lagrange, publ. par Serret, T. I, 1867, p. 669.) — 
Sur la solution des problemes indötermines du second degre, M&m. de V’Ac. 
de Berlin T. XXIII. ((Euvres de L. T. II, 1868, p. 375.) — Additions aux 
Elömens d’ Algebre par L. Euler S$. U, VIII. — Das Verdienst, die tiefe 
Bedeutung der Pell’schen Gleichung für die allgemeine Manssnag der un- 
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sten Leistungen des grossen Mathematikers auf dem Gebiete der 
Zahlentheorie, da die von ihm zu diesem Zweck eingeführten 
Principien in hohem Grade der Verallgemeinerung fähig und 
deshalb auch auf ähnliche höhere Probleme anwendbar sind E) 

Wir schlagen hier einen ganz anderen Weg ein, der sich den 
zunächst vorangehenden Untersuchungen unmittelbar anschliesst. 
Der Zusammenhang zwischen der obigen unbestimmten Gleichung 
und dem zweiten Hauptproblem in der Theorie der Aequivalenz 
war folgender. Ist (a, b, c) eine Form von der Determinante D 
und vom Theiler 6, und ist (#5) irgend eine eigentliche Substitu- 
tion, durch welche (a, b, c) in sich selbst übergeht, so ist stets 

t— bu eu au t+-bu 

EP TEE Warzen ar Gr 

wo t, u zwei der Gleichung 
t? — Du: — 02 

genügende ganze Zahlen bedeuten; und umgekehrt, jeder Lö- 
sung t, w der unbestimmten Gleichung entspricht durch die vor- 
stehenden Formeln eine Substitution (# #), durch welche die Form 
(a, d, c) in sich selbst übergeht. Wir haben nun durch die letzten 
Untersuchungen, wie sich gleich zeigen wird, ein Mittel gewonnen, 
alle Transformationen (% #5) einer reducirten Form von positiver 
Determinante D in sich selbst direct zu finden, und folglich können 
wir hieraus auch alle Lösungen £, w der unbestimmten Gleichung 
ableiten. Wir schicken der Ausführung dieser Untersuchung noch 
eine Bemerkung über die Perioden der reducirten Formen voraus. 

Wir wissen, dass die Reihe der positiven Zahlen %k, welche die 
Elemente des Kettenbruchs bilden, in den die erste Wurzel ®, 
einer reducirten Form 9, entwickelt wird, eine gerade Anzahl von 
Gliedern 

ee 

enthält, nach welchen dieselben Glieder periodisch wiederkehren; 
und zwar ist diese Anzahl 2n die der reducirten Formen, welche 


bestimmten Gleichungen zweiten Grades zuerst dargethan zu haben, gebührt 
Euler; man vergl.: De solutione problematum Diophanteorum per nüumeros 
integros, Comm. Petrop. VI, p. 175. De resolutione formularum quadra- 
ticarum indeterminatarum per numeros integros, Nov. Comm. Petrop. IX, 
p. 3. De usu novi algorithmi in problemate Pelliano solvendo, Nov, Comm. 
Petrop. XI, p. 28. Nova subsidia pro resolutione formulae ax +! =yY 
Opusc. anal. I, p.310.— Man vergleiche ferner Gauss: D. A. artt. 197—202. 
*) Siehe Supplement VIII. 
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mit g, in einer Periode enthalten sind. Wir haben aber oben 
(8. 79) an einzelnen Beispielen geschen, dass die Zahlen k aus 
kleineren Perioden bestehen können; wir fanden z. B. aus der 
zehngliedrigen Formenperiode der Determinante D — 13 folgende 
Zahlen: 


= +1 I = —6, ,=+|1, Ge=- Hm tm, 
ld = +6, —-— —- 6 — HL — —|]; 
und also 


Kelhık btarh Bei nel, 
und hierauf wiederholt sich schon dieselbe Reihe 
el kei A 
Es ist nun wichtig zu untersuchen, wann dies eintreten kann. 
Es sei daher 2n die Gliederanzahl der Formenperiode und m die 
Gliederanzahl irgend einer Periode in der Reihe der Zahlen A. 
Dann ist, indem wir die früheren Bezeichnungen für die Formen 
und ihre ersten Wurzeln beibehalten, wenn m gerade ist, 
ER a 
und folglich ©, — ®,, und also auch 9,„ identisch mit @,, und 
daher nothwendig m ein Multiplum von 2n; es existirt also jeden- 
falls keine kleinere Periode von gerader Gliederanzahl, als die der 
ganzen Formenperiode entsprechende. Ist dagegen m ungerade, 
so ist 2m ebenfalls die Gliederanzahl einer Periode in der Reihe 
der Zahlen %, und folglich ist nach dem eben Bewiesenen 2m ein 
Multiplum von 2», also m mindestens — n; der Fall, dass die 
Periode der Zahlen k kürzer ist, als die aus 2» Gliedern be- 
stehende Periode der Formen, kann also nur dann eintreten, wenn 
n eine ungerade Zahl ist, indem dann, wie wir ja auch an dem 
obigen Beispiel sehen, die Periode der Zahlen k aus n Gliedern 
bestehen kann; es ist dann @, —= — @, und also „= — &, 1 —bs, 
An = — @. Doch muss.man sich hüten zu glauben, dass diese 
Erscheinung jedesmal wirklich eintreten muss, wenn n ungerade 
ist; denn wir haben nur gezeigt, dass sie in diesem Falle allein 
eintreten kann. Für D=19 z. B. sind die beiden Formenperioden 
sechsgliedrig ($. 79), Also ist n — 3; aber die Perioden der Zahlen 
% sind nicht dreigliedrig, sondern sechsgliedrig *). 


*) Die Erscheinung, dass die Kettenbruch-Entwicklung nur halb so lang 
ist, als die Periode der Form, wird, wie oben gezeigt ist, nur dann ein- 
treten, wenn die Formen (a, b, c) und (—a, b, —c) äquivalent sind, und 
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Um nun die unbestimmte Gleichung t? — Du?— 62 zu lösen,. 
in welcher D eine beliebige nicht quadratische positive Zahl, und 


man erkennt leicht (aus $. 82), dass sie dann auch stets eintreten muss. 
Führt man nun die Untersuchung über die Aequivalenz dieser beiden 
Formen genau ebenso durch wie in $. 62, so erhält man das Resultat: Die 


Coefficienten einer jeden Substitution ( 2): durch welche eine Form (a,b,e) 


von der Determinante D und vom Theiler oe in die Form (—a,b, —e) 
übergeht, sind in den Formeln 
2 el) CU au eo 


a ar  Boze = d) 


enthalten, wo ?, « zwei ganze Zahlen bedeuten, welche der unbestimmten 
Gleichung 

2 — Due = — 0? (I) 
Genüge leisten; und umgekehrt, giebt es zwei solche ganze Zahlen t, u, so 
liefern jene Formeln (I) stets eine Substitution von der angegebenen Be- 
schaffenheit. Die erwähnte Erscheinung wird daher stets und nur dann auf- 
treten, wenn die Gleichung (II) möglich ist; tritt sie daher in der Periode 
irgend einer Form auf, so wird sie auch in allen Perioden derjenigen For- 
men auftreten, welche zu derselben Ordnung gehören ($. 61); ist ferner die 
Gleichung ??— Du?=— 1 möglich, so wird sie bei allen Perioden dieser 
Determinante D auftreten. Dies ist z. B. stets der Fall, wenn D=p2s+1 
und p eine positive Primzahl = 1 (mod. 4) ist; denn sind 7, U die klein- 
sten positiven Zahlen, welche der Gleichung 72 — DU?= +1 genügen 
(S. 84), so ist T ungerade, U gerade, und 

T—-1T+1 UN? 
eg): 

da die beiden Factoren linker Hand relative Primzahlen sind, so ist einer 
und nur einer von ihnen durch D theilbar, und der Quotient gewiss eine 
Quadratzahl; wäre-nın ’—1=2DfP, T+1=29, = 250, 50 
wäre 9 — Df?= +1, und f < U, gegen die Voraussetzung; es muss 
daher T— 1=2f2 T+1=2Dg2, U=2fg, und ao ?— DP?=—1 
sein, w. z. b. w. Zugleich leuchtet ein, dass T + UyD=(f-+ gYD)? 
ist, was nur ein specieller Fall eines allgemeineren Satzes ist. 

Besonders interessante Resultate erhält man, wenn man, falls die Glei- 
chung (Il) möglich ist, die Perioden von zweiseitigen Formen betrachtet ($. 78), 
Um uns auf den einfachsten Fall zu beschränken, nehmen wir an, die Glei- 
chung t??— Du2=—1 sei möglich; ist nun A die grösste in YJ) enthaltene 
ganze Zahl, also 9 — (1, A, 42 — D) eine reducirte und zugleich zwei- 
seitige Form, deren Periode 2n Glieder enthält ($. 79), so ist n ungerade 
— 2m + 1; da ferner für jeden Index h gleichzeitig 

Yh == (a, b, 6), Yan —1—h == (e, b, a), Gh+n = (— a, b, — 6) 
ist, so folgt, dass om — (a, b, — a), yam+ı=(— ab, a), also D= + p2 
ist, wo a ungerade und relative Primzahl zu d ist, weil g, eine ursprüng- 
liche Form der ersten Art ist. Da wir vorhin gesehen haben, dass dieser 
Fall stets eintritt, wenn D eine Primzahl = 1 (mod. 4) ist, so liegt hierin 
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entweder D==0 (mod. 62), oder 4D = 0? (mod. 402) ist, nehmen 
wir eine beliebige reducirte Form (a, b, c) von der Determmante 
D und vom Theiler 6. (Dass eine solche stets existirt, leuchtet 
aus 88. 61, 76 unmittelbar ein.) Wir nehmen ferner, was stets 
gestattet ist, a positiv, und folglich ce negativ an; dann ist die 
erste Wurzel ® dieser Form positiv, und folglich 
0 (ko, ee er ana @), 

wo 2n die Gliederanzahl der Forinenperiode, und A eine beliebige 
positive ganze Zahl ist. Setzt man nun 


N 


Be :, 
2 == (Ko, k, A konn-—2); mi (ko, k, ar koann-ı) 


ß 
d.h. (mach 8, 23): 
(1, 63 [kı ee kann—alı B = [Ay ae ke karn— 3: konn—ı], 
Yy= [ko; kı = Kanal ö = [ko, kı ae Kansas kann—ı], 


so ist nach den schon öfter benutzten Sätzen 8 — ßy —= 1 und 


«+ Po = [Aı ana Ba ©] 
Pa on. = [Ko » ki. .. kannz2» Kann @] 
und folglich 


— - (ee 
woraus unmittelbar folgt ($. 73), dass die Form (a, b, e) durch 
die Substitution (#5) in sich selbst übergeht. 

Setzt man daher für % der Reihe nach alle positiven ganzen 
Zahlen 1, 2, 3...,so erhält man durch die Zähler und Nenner 
der Näherungsbrüche vom Range 2hn — 1 und 2hn jedesmal eine 
entsprechende Transformation (% 5) der Form (a, , c) in sich selbst 
(wenn »a= list und A= 1 genommen wird, hat man «a —=1, 
B=h,y=k,0d— kuk, + 1 zu setzen); die vier Coefficienten 
&, ß, y, Ö sind immer positiv, und da ausserdem mit wachsendem A 
auch nothwendig die Zähler und Nenner der Näherungsbrüche 
beständig wachsen, so entsprechen zwei verschiedenen Werthen 
von h auch zwei verschiedene Substitutionen (4 5): 


ein neuer Beweis des Fermav’schen Satzes ($. 68), und zugleich eine directe 
Methode, die Zerlegung einer solchen Primzahl D in zwei Quadrate aus der 
Entwicklung von YD in einen Kettenbruch abzuleiten (vergl. Gauss: D. A. 
art, 265; Legendre: Theorie des Nombres, 3me 6d. Tom.I, 8. VII. (52)). Dies 
Resultat steht in der engsten Beziehung ‘zu der biquadratischen Hülfs- 
gleichung, welche bei der Theilung des Kreises in D gleiche Theile auftritt. 
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Umgekehrt wollen wir nun zeigen, dass man auf diese Weise 
alle die Transformationen (%5) der Form (a, b, c) in sich selbst 
erhält, in denen die vier Coefficienten «, ß, y, ö sämmtlich positiv 
sind*). Denn es sei (75) eine solche Substitution, so ist (8. 73) 

) oRn) 

80 — = il d => 2 alt: 

also auch 
Bo? + —ö)o —y—=0, 

und zwar müssen dieser quadratischen Gleichung beide Wurzeln 
der Form genügen. Da nun die eine zwischen 1 und + », die 
andere zwischen — 1 und 0 liegt, so muss die linke Seite dieser 
Gleichung für © — 1 negativ, für o = — 1 positiv ausfallen; 
hieraus folgt, dass 


ne ae 


ist, wo die Ungleichheitszeichen die Gleichheit ausschliessen. Da 
wir beweisen wollen, dass y:«® und d6:ß zwei auf einander folgende 
Näherungsbrüche eines regelmässigen Kettenbruchs (ky, kı ...) 
sind, so haben wir vor allem zu zeigen, dass y>=v«undö>y 
ist; dies ergiebt sich in der That aus den vorstehenden Un- 
gleichheiten. Wäre nämlich 6 <= y, so würde aus der zweiten 
Ungleichheit folgen, dass « < ß und also auch #8 < ßy sein 
müsste, während doch «ö — ßy + 1 ist; also ist gewiss 6 >. 
Wäre ferner y<e«, also «=» + e, wo o eine positive ganze 
Zahl bedeutet, so würde aus der ersten Ungleichheit folgen, dass 
ö6>Pß-+ eo, also auch 


#0 — Br > (Bet Y)o 70° 
wäre; dies ist aber wieder unmöglich, da die linke Seite = 1, die 
rechte aber mindestens —=3 ist, weil ß, 7, g positive ganze Zahlen 
bedeuten; also ist in der That y > «. 
Hieraus folgt nun weiter, dass man 


Z=(y,m...gr) 
setzen kann, wo die Elemente y', m...q, r sämmtlich positiv 


sind, und zwar kann man es so einrichten, dass ihre Anzahl un- 
gerade ist, weil man eventuell wieder rnr -—1+7 auflösen 


*) Das Folgende bildet nur einen speciellen Fall der in der Anmer- 
kung zu $. 82 angedeuteten Untersuchung. 
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kann. Nehmen wir ferner zunächst an, dass & > 1 ist, so ist 
auch y> « und y nicht theilbar durch «, und folglich enthält 
der Kettenbruch mindestens drei Elemente. Bilden wir daher 
den unmittelbar vorausgehenden Näherungsbruch 
Ferm. 

so folgt aus ap — fy = 1 und «d — ßy = 1, dass man wieder 
ß=f + «Pp,ö—=gp + yP’ setzen kann, und hierin wird ß’ eine 
positive ganze Zahl sein. Wäre nämlich ß’—= 0, so wäre dö = 9, 
und da g gewiss < y ist, so wäre 6 <y, während doch d > y 
ist; wäre ferner ß’ negativ, so wäre auch Ö negativ, gegen unsere 
Voraussetzung, dass «, ß, y, ö positive ganze Zahlen sind. Es 
ist daher 


Ö 
galten. 5m.) 


und folglich, ähnlich wie früher, 


ELLI ’ 
a a a 


wo nun die Anzahl der positiven Elementey', m ....q, r, ß’ gerade 
ist*). In dem bisher ausgeschlossenen Fall «= 1 erhält man ein 
ganz ähnliches Resultat, denn dann ist 


DEN TEL EFTER SER 
Nez a ß, ®). 


Wir erhalten daher für & stets einen regelmässigen periodi- 
schen Kettenbruch 


ao—=(y,m...qu,nß;Y,m...), 
in welchem die Anzahl der Glieder y', m...q, r, ß’ eine gerade 
ist. Da nun ein Werth ®@ nur auf eine einzige Weise in einen 
regelmässigen Kettenbruch entwickelt werden kann, so müssen die 
Zahlen y', m... der Reihe nach mit den Zahlen %,, kı . ... über- 
einstimmen; und da wir uns oben überzeugt haben, dass jede 
Periode der Zahlen %k, deren Gliederzahl gerade ist, entweder 
mit der Reihe der den sämmtlichen 2» Formen entsprechenden 
Zahlen % identisch ist oder aus einer mehrmaligen Wiederholung 


*) Dasselbe ergiebt sich auch unmittelbar daraus, dass die grössten in 
den Brüchen y:«, ß:« enthaltenen ganzen Zahlen y’, 8’ zufolge der obigen 
Ungleichheiten positiv sind (vergl. $. 81). 
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dieser kleinsten Periode von gerader Gliederanzahl besteht, so 
ist also r — kann-a, B'—= konn—ı, wo h irgend eine positive 
ganze Zahl bezeichnet, und folglich 


le m g= (le. hama, Aamn-ı) 
was zu beweisen war. 

Nachdem wir gezeigt haben, wie wir alle aus vier positiven 
Coefficienten bestehenden Transformationen der reducirten Form 
(a, db, e) in sich selbst finden können, deren erster Coefficient a 
positiv ıst, brauchen wir nur noch einen Blick auf die obigen 
Formeln 

_t—bu 
Der 


cu au 5 t+bu 
—,y=—d=- 
6 6 6 


B=- 


zu werfen, um sogleich zu erkennen, dass die hieraus resultirenden 
Lösungen £, « der unbestimmten Gleichung stets aus zwei po- 
sitiven Zahlen t, « bestehen. Für « folgt dies aus der dritten 
Formel; da ferner, wie wir gesehen haben, ö>yundy> «, 
also ö > « ist, so ergiebt sich, dass auch £ positiv ist. Das Um- 
gekehrte ist ebenfalls richtig; sind t, w zwei positive der un- 
bestimmten Gleichung genügende Zahlen, so besteht die aus 
denselben abgeleitete Substitution ($ 5) aus vier positiven Zählen; 
denn da die Form (a, d, c) reducirt, also d positiv, und der An- 
nahme nach «a positiv, also e negativ ist, so sind zunächst ß, y, Ö 
positiv; endlich ist £? — b?u2 —= 02 — acu? positiv, folglich hat 
t — bu, also auch «, dasselbe Zeichen wie # + du, nämlich das 
positive. 


8. 84. 
Wir können daher behaupten, dass alle aus zwei positiven 
Zahlen t, bestehenden Lösungen — und auf diese kommt es 
uns zunächst allein an — durch die Kettenbruchentwicklung der 


Wurzel & der Form (a, b, ce) gefunden werden, und zwar jede nur 
ein einziges Mai. Aus dem Anblick der unbestimmten Gleichung 
t? — Du? —= 02 geht aber hervor, dass die zusammengehörigen 
positiven Werthe t, u gleichzeitig wachsen und gleichzeitig abneh- 
men; dasselbe folgt auch aus der Natur der Zähler und Nenner 
der Näherungsbrüche; w, und folglich auch £, wird gleichzeitig mit 
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y, also auch mit der von uns mit h bezeichneten Zahl wachsen; 
nehmen wir A — 1, so wird die entsprechende Lösung, die wir 
mit (7, U) bezeichnen wollen, aus den kleinsten Zahlen bestehen, 
d.h. 7 wird die kleinste aller Zahlen £, und gleichzeitig wird. U 
die kleinste aller Zahlen w sein (die Lösung t = 6, u = ge- 
hört natürlich nicht zu den positiven Lösungen). Diese kleinste 
Lösung 7, U findet man daher sehr leicht durch Entwicklung 
einer Periode von reducirten Formen. 

Beispiel 1: Nimmt man für die Determinante D = 79 die 
reducirte Form (7, 3, — 10), welche natürlich von der ersten Art 
ist, so erhält man (8. 79) 

kKelk-b k=3 k-e2 Relgke 
die successiven Näherungsbrüche sind folgende: 


1%..6. 019. 244 763 07 
T 5 ie € 59 W’ 

aus den beiden letzten ergiebt sich daher die Substitution ($% ‚%); 
will man nur die kleinste Lösung der Gleichung t? — Dur — 62, 
so braucht man nur die Nenner der Näherungsbrüche bis ß—=90, 
oder die Zähler derselben bis = 63 zu bilden, so findet man 
durch die Formeln #6 = — cu oder „6 = au die kleinste der Zahlen 
u, nämlich U=9, und hieraus das zugehörige T—=Y(6?+ DU?) 
—80. Statt dessen findet man 7 auch durch die Formel «5 +bU 
oder 66 — bU. 

Nimmt man die reducirte Form (1, 8, — 15), so findet man 
folgende Zahlen ($. 79) 

hel.keltl, bh =1L Rie 
also die Näherungsbrüche 
1 1 8,295 158 
12740 2015 

die beiden letzten liefern die Substitution e ee); und hieraus er- 
giebt sich wieder U— 9, T—= 80, wie vorher. 

Beispiel 2: Es si D=13=1 (mod. 4); um die kleinste 
Auflösung der Gleichung t? — 13u? — 4 zu finden, nehmen wir 
die reducirte Form (2, 3, — 2), so ist (8. 79) 


Kl 


die Näherungsbrüche sind also 2 und 22; dadurch erbalten wir 


die Substitution (% ,;) und hieraus U=3, 7—= 11, 
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8. 85. 


Nachdem wir gezeigt haben, wie die kleinste positive Lösung 
(T, U) der unbestimmten Gleichung immer gefunden werden 
kann, gehen wir dazu über, alle anderen Lösungen (t, u) auf 
diese eine zurückzuführen. Der Bequemlichkeit halber wollen wir, 
wenn #, « irgend zwei (positive oder negative) der Gleichung 
i? — Du? — 0? genügende Zahlen sind, und VD stets positiv 
genommen wird, die Ausdrücke 

t+-uVD t— uVD 
a 

die zu dieser Lösung (f, «) gehörigen Factoren nennen und als 
ersten und zweiten Factor von einander unterscheiden; das Product 
beider ist stets — 1; sie haben daher immer gleiche Zeichen, und 
zwar das positive oder negative, je nachdem t positiv oder negativ 
ist; haben ferner £ und « gleiche Zeichen, so ist der erste Factor 
numerisch grösser als der zweite, folglich ist dann der erste 
numerisch > 1, der zweite numerisch < 1; das Gegentheil findet 
statt, wenn # und u entgegengesetzte Zeichen haben; und wenn 
“ — 0 ist, sind beide Factoren = +1. Ist also z. B. (t, u) eine 
aus zwei positiven Zahlen bestehende Lösung, so ist ihr erster 
Factor ein positiver unechter Bruch; und umgekehrt, ist der erste 
Factor ein positiver unechter Bruch, so sind beide Zahlen t, u 
positiv. 

Sind (#, w) und (t", w”) irgend zwei identische oder verschie- 
dene Lösungen, so kann man 

"+wWYVvD t!'+uw'"VD _t-+uVD 
En 

setzen, wo (f, u) wieder eine Lösung bedeutet. Denn entwickelt 
man das Product links und trennt das Rationale vom Irrationalen, 


so findet man 


7 ? 6 ? 


da + Du u Tu Sr w it 
t si WE ER, 
da ferner aus der obigen Gleichung unmittelbar durch Verwand- 
lung von YD in — VD oder auch durch den blossen Anblick der 


Ausdrücke für £, u die andere Gleichung 
Dirichlet, Zahlentheorie. 14 
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PH VD GER YVDn ey 
nz 6 a 6 > 6 


folgt, so ergiebt sich durch Multiplication beider 
2: —ı Du2=—=.08; 


es braucht daher nur noch gezeigt zu werden, dass u eine ganze 
Zahl ist, weil dann aus der vorstehenden Gleichung von selbst 
folgt, dass £?, also auch t eine ganze Zahl ist. Geht nun 6? in D, 
folglich auch in t'2, t"2 auf, so sind f’, t’ theilbar durch o, und 
folglich ist u eine ganze Zahl; ist aber 4D = 0? (mod. 40°), so 
folgt (21)? = (ow)? (mod. 462), hieraus 21! = ow, und ebenso 
27" = sw" (mod. 26), folglich 2 W" +WtJ)=E2 WW" =0 
(mod. 26); mithin ist « auch jetzt eine ganze Zahl, w. z. b. w. 
Dieser Satz lässt sich ohne Weiteres auf beliebig viele Lö- 
sungen (f', «), (t", w’), (#”, w”)... ausdehnen: setzt man 


!+wVD Tal —E a VD gi H- ur vD EN, + #YVD 


5 


6 6 6 6 g 


so wird (t, «) stets wieder eine ganzzahlige Lösung sein. Be- 
stehen ferner alle jene Lösungen aus zwei positiven Zahlen, so 
sind alle Factoren linker Hand positive unechte Brüche; dasselbe 
gilt also auch von dem ersten Factor der Auflösung (f, w), und 
tolglich sind t, « zwei positive Zahlen. 

Setzen wir alle die einzelnen Lösungen (f, w), (t’,w”)... 
identisch mit der kleinsten positiven Lösung (7, U), so können 
wir 


T+ UVDr „+wYD 
eryust: 
setzen, wo n eine beliebige positive ganze Zahl bedeutet, und es 
wird dann (t„, %„) jedesmal eine positive Lösung werden; zu- 
gleich leuchtet ein, dass mit wachsendem Exponenten n der Werth 
der linker Hand stehenden Potenz eines unechten Bruches, und 
folglich auch t„ + u„VD beständig wächst, so dass verschiedene 
Werthe von n auch verschiedene Lösungen (t„, %,) liefern; und 
da die beiden Zahlen t,„, w„ entweder beide gleichzeitig wachsen, 
oder beide gleichzeitig abnehmen, so tritt offenbar das erstere 
oder letztere ein, je nachdem » wächst oder abnimmt. 
Umgekehrt können wir zeigen, dass durch die vorstehende 
Formel in der That jede positive Lösung (ft, uw) geliefert wird. 
Denn wäre der erste Factor einer solchen Lösung. keine genaue 
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Potenz des ersten Factors der kleinsten Lösung (7. U), so müsste " 


er, da beide positive unechte Brüche sind, zwischen zwei successiven 
Potenzen 


az eig (= “ ae 


des letzteren liegen, wo n mindestens — 1 ist. Dann wäre also 
m + wmVD t-+uVD „+ uyYD TıLUVD 
en < ZZ z ——— 0. 0m 
6 6 6 6 i 
und folglich, wenn man 


EHuVD % 


—;VYD__t + wWYD 
6 A 
setzt, 
t! +wYVD ei T+ .UVD, 


1 
= 5 6 I 


es existirte daher eine positive Lösung (t’, w), welche aus klei- 
neren Zahlen 7, «’ bestände, als die kleinste Lösung (7, U); was 
unmöglich ist. 

Man findet daher alle aus zwei positiven Zahlen bestehenden 
Lösungen durch die Formeln 


a _ Im Mmarpr... 
zit + 122: 

Un 1 N mil IRA) Me 

=-h ek RD 


wenn man der Reihe nach für n alle positiven ganzen Zahlen setzt. 
Da nun ferner 

In — une = Te DIAD\ m 

| Des oa ( 6 ’ 


ist, so ergiebt sich, dass durch die Formel 


m t+wmVD __/T+ UVD\r 
a, 


sämmtliche Lösungen t„, t„ gegeben sind, in welchen i„ positiv 
ist. wenn man für n alle ganzen positiven und negativen Zahlen 
i j ® Ne» 7 ” E us x 
setzt. indem un — — in: int, ist. Für n = 0 ergiebt sich 
tzt, = 3 
ee 1 8 alle Lösungen f, « 
fmery= +6, W= 0. Will man daher all Lösungen t 
ohne Ausnahme in eine Formel zusammendrängen, so braucht 


man nur 
14* 
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t+uVD _ .e (= + 5 
6 3: 6 
zu, setzen, und hierin jedes der beiden Vorzeichen mit jedem 
ganzzahligen Exponenten n zu combiniren. Dass auf diese Weise 
keine Lösung übergangen, und jede nur einmal erzeugt wird, 
folgt unmittelbar daraus, dass unter den vier verschiedenen Lö- 
sungen 
, u), (5 — u), (4, u), (4, — u), 

wenn «4 nicht = 0 ist, immer eine und nur eine aus zwei positiven 
Zahlen besteht. 

Hiermit ist nun das zweite Hauptproblem der Lehre von der 
Aequivaienz auch für Formen von positiver Determinante vollständig 
gelöst. Wir sind durch die vollständige Auflösung der unbestimm- 
ten Gleichung t? — Du? — 02 in den Stand gesetzt, alle Trans- 
formationen einer solchen Form in sich selbst, und folglich auch 
alle Transformationen einer Form in eine äquivalente aus einer 
einzigen gegebenen solchen Transformation zu finden (88. 61, 62); 
mithin ist auch die Aufgabe, alle eigentlichen Darstellungen einer 
gegebenen Zahl durch eine gegebene Form von positiver De- 
terminante zu finden, als vollständig gelöst anzusehen ($. 60). 


Fünfter Abschnitt. 


Bestimmung der Anzahl der Classen, in 
welche die binären quadratischen Formen 
von gegebener Determinante zerfallen. 


8. 86. 


Wir schreiten nun, nachdem die elementaren Theile der 
Theorie der quadratischen. Formen behandelt sind, zu tieferen 
Untersuchungen, und namentlich zur Bestimmung der Classen- 
anzahl der Formen von einer gegebenen Determinante*). Hierbei 
dürfen wir uns auf ursprüngliche Formen der ersten ode, zweiten 
Art beschränken, weil die Classenanzahl derivirter Formen 
(ta’, vb’, ze’) sich offenbar aus der der ursprünglichen Formen 
(a, b',e') ergiebt (8.61); wenn ferner die Determinante negativ ist, 
so beschränken wir uns auf die Formen mit positiven äusseren 
Coeffieienten, da die Classenanzahl der anderen Formen oftenbar 
genau ebenso gross ist ($. 64). Unter diesen Beschränkungen denken 
wir uns ein vollständiges Formensystem S der öten Art für die 


Determinante D gebildet ($. 59). Zur Bestimmung der Anzahl der 


in diesem System S enthaltenen Formen (a, b, c) führt die Be- 
trachtung und genaue Definition aller durch sie darstellbaren 
Zahlen. Da durch eine Form der zweiten Art nur gerade Zahlen 

*) @. Lejeune Dirichlet: Recherches sur diverses applications de lana- 
lyse infinitesimale & la theorie des nombres, Orelle’s Journal Bdde. 19, 21. — 
Vergl. Gauss: D. A. Additam, ad art. 306. X, und die nachgelassenen 
Abhandlungen: De nexu inter multitudinem classium in quas formae bi- 
nariae secundi gradus distribuuntur earumque determinantem, Gauss Werke 
Bd. II. 1863. — Vergl. ferner Hermite: Sur la theorie des formes quadra- 
tiques (Comptes rendus de l’Ac. de Paris, 3. novembre 1862). 
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dargestellt werden können, so bezeichnen wir, um beide Fälle 
zusammenzufassen, die darstellbaren Zahlen allgemein mit om, 
und ausserdem beschränken wir uns auf die Betrachtung derjeni- 
gen, in welchen m positiv, ungerade und relative Primzahl gegen 
die Determinante D ist. Endlich beschränken wir uns vorläufig 
noch auf eigentliche Darstellungen, d. h. auf die Annahme, dass 
die beiden darstellenden Zahlen x, % relative Primzahlen sind 
(8. 60). 

Um den Charakter dieser Zahlen m genau festzustellen, er- 
innern wir uns, dass die Determinante D quadratischer Rest von 
jeder darstellbaren Zahl om, d. h. dass die Congruenz 


2? = D (mod. om) 


möglich ist ($. 60). Es können daher in der ungeraden Zahl m 
nur solche Primzahlen / aufgehen, für welche 


OE 


ist. Umgekehrt: enthält m nur soıche Primzahlen /, und ist die 
Anzahl der verschiedenen unter ihnen = u (wo der Fall u = 0 
nicht ausgeschlossen bleibt), so ist D quadratischer Rest von m, 
also auch von om, und die obige Congruenz hat genau 2“ incon- 
gruente Wurzeln ($. 37). Ist » ein bestimmter Repräsentant einer 
bestimmten dieser Wurzeln, so können wir n? — D— 6?mi setzen, 
wo } eine ganze Zahl bedeutet (denn wu 6 —2, ao D=1 
(mod. 4) ist, so ist n ungerade, also n?— D durch 6? — 4 theil- 
bar). Dann ist (om, n, ol), weil m relative Primzahl zu 2D, eine 
ursprüngliche Form der sten Art von der Determinante D und 
folglich einer und nur einer in dem System S enthaltenen Form 
äquivalent”), Ist (a, d, ec) diese Form des Systems, so liefert nur 
sie solche Darstellungen (x, y) der Zahl om, welche zu der durch 
n repräsentirten Wurzel der obigen Congruenz gehören, und zwar 
ebenso viele verschiedene solche Darstellungen (x, y), als es Trans- 
formationen (% 3) der Form (a, d, ce) in die Form (om, n, ol), d.h. 
ebenso viele, als es Lösungen (f, «) der unbestimmten Gleichung 
I? — Du2 —= 6? giebt ($$. 60, 61, 62). Den Complex aller dieser 
Darstellungen der Zahl om, welche zu einer und derselben durch 


*) Da der Coefhicient aın positiv ist, so gilt dies auch für den Fall, in 


welchem PD negativ ist, und also S nur Formen mit positiven äusseren 
Ooetficienten enthält. 
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n repräsentirten Wurzel der obigen Congruenz gehören, wollen 
wir eine Gruppe von Darstellungen nennen. Den 2« incongruenten 
= Al a = 

Wurzeln dieser Congruenz entsprechen daher 2“ solche Gruppen 
von Darstellungen derselben Zahl om durch Formen des Systems S, 
und in jeder Gruppe sind ebenso viele Darstellungen enthalten, als 
es Lösungen der Gleichung t°— Du? — 0? giebt, 

Das System der Zahlen m ist nun also vollständig definirt 
durch die Bedingungen: 

1. m ist positiv ; 

2. m ist relative Primzahl gegen 2D; 

3. D ist quadratischer Rest von m. 


8. 87. 


Jetzt haben wir die Darstellungen von om, welche einer und 
derselben Gruppe angehören, genauer zu betrachten. 

Für den Fall einer negativen Determinante .D ist die Anzahl 
# der Lösungen (t, u) der unbestimmten Gleichung #? — Du? = 6? 
endlich; dieselbe ist zugleich die Anzahl aller zu einer Gruppe 
gehörenden Darstellungen einer jeden Zahl om; bedeutet also a 
wieder die Anzahl der verschiedenen in m aufgehenden Prim- 
zahlen f, so ist 2“ die Anzahl der Gruppen, deren jede x Dar- 
stellungen enthält, und folglich ist 


DM 


die Gesammtanzahl aller Darstellungen der Zahl om; und hierin 
ist ($. 62) 


#» — 2 ım Allgemeinen; 
»—4, wm D=—|, 
»—=6,weın D—=-—3undo=2 


. ist, 

Für den Fall einer positiven Determinaute D dagegen ist 
die Anzahl der Lösungen (t, «) der unbestimmten Gleichung 
i? — Du?— 602, und folglich auch die Anzahl der in jeder der 2« 
Gruppen enthaltenen Darstellungen der Zahl om unendlich gross. 
Wir gehen daher zunächst darauf aus, durch neue Bedingungen, 
welche den darstellenden Zahlen «, y aufzuerlegen sind, aus den 
unendlich vielen in einer Gruppe enthaltenen Darstellungen stets 
eine einzige zu isoliren. Dazu betrachten wir die allgemeine Form 
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aller derselben Gruppe angehörenden Darstellungen (=, y) der 

Zahl om. Ist wieder (a, b, c) die Form des Systems 8, mit welcher 
die Form (6m, n, 6?) äquivalent ist, und ist (% 5) eine bestimmte 
Transformation der ersteren Form in die letztere, so erhält man 
(nach 8. 61) aus dieser einen alle anderen durch die Zusammen- 


setzung 

),u\ (& ß\ _ (ka + uy, AB ES 

& ) “ 5) 7 (er +e7,vB + ed 
aller Substitutionen (5%), durch welche (a, b, c) in sich selbst 
übergeht, mit dieser bestimmten Substitution (45). Da nun (nach 
8. 60) jedesmal der erste und dritte Coefficient einer solchen Sub- 
stitution eine zu der Wurzel » gehörende Darstellung liefern, und 
da auch umgekehrt jede solche Darstellung (x, y) auf diese Weise, 
und zwar nur ein einziges Mal erzeugt wird, so ist die allgemeine 
Form aller dieser Darstellungen folgende: 

z=4io + u, YJ=va + 09; 

da («&, y) selbst eine solche Darstellung ist, so kann man sagen, 
dass diese beiden Gleichungen aus einer bestimmten Darstellung 
(&, y) alle derselben Gruppe angehörenden Darstellungen (2, y) 
finden lehren. Nun war aber f$. 62) 


t — bu cu 
= —-, u =, 


vv — Oo 


wo (£, «) jede beliebige Lösung der Gleichung t? — Du? — 02 
bedeutete; folglich erhalten wir 


t % t U 
eu (nr era ram tn 
Für alle diese Werthe ist daher 
ax: + 2bxzy + cy? —= om; 


durch Multiplication mit dem ersten Coeffieienten ergiebt sich 
wie früher 


sam — (ax + (b + VD)y)(ax + (b — YD)y), 
und es tritt nun die höchst merkwürdige Erscheinung auf, dass 
jeder der beiden irrationalen Factoren rechter Hand eine geome- 
trische Reihe constituirt; setzt man nämlich die vorstehenden 
Werthe von x, y ein, so ergiebt sich leicht 
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ae ++ VDy=(an + @ + vpyitwYB, 


a2 + VDy= (an + & — vDy eV, 


wenn man also mit 7, U wie früher die kleinsten positiven Werthe 
von t, u bezeichnet und zur Abkürzung den positiven unechten 
Bruch 
7Z+ UyD 
a 


setzt, so ist (nach $. 85) 


az +(b +VYD)y=+ (ua + (b + V D)y)0" 
az +(b— YDy=L(aa + (b — YVD)y)o-, 


wo n eine beliebige positive oder negative ganze Zahl oder Null 
sein kann. Wir betrachten nur die erste dieser beiden Glei- 
chungen, da aus ihr die zweite schon von selbst folgt. Ist nun k 
irgend ein von Null verschiedener reeller Zahlwerth, so leuchtet 
ein, dass man das Vorzeichen der rechten Seite und den Ex- 
ponenten n stets und nur auf eine einzige Weise so bestimmen 
kann, dass der algebraische Werth von ax +(b + V D)y zwischen 
den Grenzen k und %k# liegt; denn nachdem das Zeichen + so 
gewählt ist, dass + (a@a+(b + Y.D)7) gleichstimmig mit %k wird, 
giebt es nur noch ein einziges Glied der geometrischen Reihe 
zwischen den beiden vorgeschriebenen Grenzen, wenn man, um 
jür jeden Fall Unbestimmtheit zu vermeiden, die eine derselben, 
z. B. k6, von dem Intervall ausschliesst. Durch diese Forderung 
für den Werth von ax + (b + YD)y ist dann aus der unend- 
lichen Anzahl von Darstellungen (z, y) eine einzige vollständig 
isolirt. Es kommt jetzt nur noch darauf an, %k zweckmässig zu 
wählen. 

Dazu können wir immer voraussetzen, dass die, eine ganze 
Olasse repräsentirende Form (a, b, c) des Systems $ einen posi- 
tiven ersten Coefficienten a hat; denn es giebt ja in jeder Olasse 
sogar reducirte Formen, welche diese Bigenschaft haben. Wir 
machen daher von jetzt ab diese Voraussetzung über die Wahl 
der in S enthaltenen Formen (für negative Determinanten haben 
“wir schon früher dieselbe Forderung gemacht, um dort die eine 
Hälfte aller Classen ganz von der Betrachtung auszuschliessen) 
und müssen sie dann natürlich für alles Folgende festhalten. 
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Dann wählen wir für k die positive Quadratwurzel aus der posi- 
tiven Zahl oam, und erhalten so die Bedingungen 


Voam <ax + (b + VYD)y<9YVoam, 
durch welche aus allen, derselben Gruppe angehörigen Darstel- 
lungen von om durch (a, b, c) eine einzige (x, y) isolirt wird. Sie 
lassen sich, da ihre drei Glieder positiv sind, so umformen: qua- 
drirt man, und bedenkt, dass 


cam — (ax + (b + YD)y) (ax + (b — VD)y) 
ist, so erhält man durch Division 
az + — VDyysar+(b+YVD)y<M(ac+(b— YD)y); 
durch Vergleichung der beiden ersten Glieder ergiebt sich, da 
VD stets positiv genommen wird, die Bedingung 
yzd; 
die beiden letzten Glieder geben durch Division mit 9 zunächst 
(B — 6-1) (ax + by) > (0 + 6-YuVD, 
und wenn man 6, 6-! durch ihre Werthe 


DEUYD, 23 T— UVD 
Da 


ersetzt, so ergiebt sich 
U (ax + by) > Ty. 

Umgekehrt überzeugt man sich leicht, dass aus diesen beiden 

Bedingungen 
y>o0, Ufax + by) > Ty 
rückwärts die obigen ursprünglichen Isolirungsbedingungen folgen. 
Ausserdem zeigt sich, was besonders zu bemerken ist, dass in 
Folge dieser beiden Bedingungen auch der Werth der Form 
4%? +2bxy-+ cy? von selbst positiv ausfällt; denn da T>UYD 
ist, so ergiebt sich durch Addition von + UyYD auf beiden Seiten 
der zweiten Bedingung, dass die beiden Factoren 
ax +(b + VD)y ax + (b — VD)y 

positiv sind; mithin gilt dasselbe auch für ihr Product oam und 
folglich, da «@ positiv ist, auch für die dargestellte Zahl 6m (für 
Formen von negativer Determinante versteht sich dies von selbst, 
da wir nur solche betrachten, deren äussere Coefficienten positiv 
sind). 
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8. 58. 


Mit Rücksicht auf diese letzte Bemerkung können wir nun 


das Vorhergehende in folgender Weise noch einmal zusammen- 
fassen: 


Es sei S ein vollständiges System ursprünglicher Formen 
ka) ae, 
der oten Art für eine gegebene Determinante D, mit positiven ersten 
Coefficienten a, « ... Dann setze man in jede dieser Formen, 
2. B. (a, b, c), für die Variabelen alle ganzzahligen Werthenpaare 
x, y ein, welche folgenden Bedingungen genügen: 
N ax? + 2bay + cy? 
) 6 
1. im Fall einer positiven Determinante D ist 
Vu Dlaoa 7 5y> 1y, 
wo T, U die kleinsten positiven, der Bedingung 
27 — DU: 0: 


genügenden ganzen Zahlen bedeuten; 


ist relative Primzahl zu 2.D; 


Ill. x und y sind relative Primzahlen zu einander. 

Auf diese Weise werden durch die Formen 3 alle diejenigen 
ganzen Zahlen om und nur solche dargestellt, welche folgenden 
Bedingungen genügen : 

1. m ist positiv, 

2. m ist relatwe Primzahl zu 2D, 

3. D ist quadratischer Rest von m, 
und die Gesammtanzahl dieser Darstellungen einer jeden solchen 


Zahl om ist gleich 
Hal, 


wo u die Anzahl der in m aufgehenden verschiedenen Primzahlen 
bedeutet, während # von m unabhängig ist, nämlich 


# — 1 für positive Deierminanten D, 
” == 4 für I 1 
—=6fürr.D= —3 undo=2, 


— 2 ın den übrigen Füllen. 
Dasselbe System der unendlich vielen Zahlen m kann daher 
auf doppelte Art erzeugt werden, erstens durch Zusammensetzung 
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aus den Primzahlen f, von welchen D quadratischer Rest ist, und 
zweitens durch die Substitution aller erlaubten Zahlenpaare z, y 
in die Formen des Systems S. Dieses Resultat der früheren 
Untersuchungen über die Aequivalenz der Formen und die Dar- 
stellbarkeit der Zahlen bildet das Grundprineip der folgenden 
Untersuchung. Wir bemerken zunächst, dass die Identität der 
auf die beiden verschiedenen Arten erzeugten Zahlensysteme nicht 
aufhören wird, wenn wir von jeder der erzeugten Zahlen eine 
bestimmte Function % nehmen, d.h. es wird wieder Identität 
bestehen zwischen dem Complex der Zahlen 


„(er + 2bay+ N, „( +2bayt =) En 


6 6 


und dem System der Zahlen d(m), vorausgesetzt, dass der einem 
bestimmten Individuum m entsprechende Functionswerth Y(m) 
genau x - 2“mal in den letzteren Complex aufgenommen wird. Ist 
daher die sonst ganz beliebige Function Y so gewählt, dass die 
Summe aller dieser Werthe eine von der Anordnung derselben 
unabhängige convergente Reihe bildet, so folgt aus der angegebenen 
Identität die Fundamentalgleichung 

(ter) 18 (Hr. 

—=»%2* (m). 


Die linke Seite derselben besteht aus ebensoviel Summen, als das 
System 5 Formen (a,b, c), (a’,b',c')... enthält, d.h. als es Formen- 
classen für ‘diese Determinante giebt. Jede Summe, wie z, B. 
zu(e + 2bxy-+ cy? 
6 

ist eine doppelt unendliche Reihe, deren Glieder den sämmtlichen 
durch die Bedingungen 1, II, II. definirten Zahlenpaaren x, Yy 
entsprechen (die Bedingungen I. und II. sind natürlich für die 
folgende Summe so zu modificiren, dass (a’, b', c’) an die Stelle 
von (a, d, c) tritt). Endlich bezieht sich die rechts angedeutete 
Summation auf alle aus den Primzahlen f zusammengesetzten 
Zahlen m, und ebenso behalten u und x ihre frühere Bedeutung. 
Wir specialisiren nun die Function ı so, dass wir 
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setzen, wo s ein beliebiger positiver Werth, aber > 1 ist; diese 
letztere Bedingung ist, wie wir später nachträglich zeigen werden, 
nothwendig, damit die vorstehenden unendlichen Reihen conver- 
giren. Hierdurch geht unsere obige Gleichung in die folgende 
über: 


2 (rat, . nf 
wo der Bequemlichkeit halber links nur eine einzige der den ver- 
schiedenen Formen entsprechenden Summen aufgeschrieben ist. 


8. 89. 


Wir beschäftigen uns nun zunächst mit einer Umformung*) 
der rechten Seite dieser Gleichung; zu dem Zweck betrachten wir 


das System 
fs I; £ > 


der sämmtlichen Primzahlen f, welche nicht in 2.D aufgehen, und 
von welchen D quadratischer Rest ist. Jede der oben definirten 
Zahlen m ist dann von der Form 


Dee far 
wo die Exponenten n,, 3, N; .. . positive ganze Zahlen oder Null 
sind, und jedes m kann auch nur auf eine einzige Weise in diese 
Form gebracht werden. Bilden wir nun die diesen Primzahlen 
entsprechenden unendlichen Reihen 
2 2 2 2 
ST SERET IS ae Fi 


2 2 2 2 
Ne ARE Fi 


2 2 2 
N re en er Te 


so erkennt man leicht mit Berücksichtigung der eben gemachten 
Bemerkung, dass das Product aller dieser Reihen nichts Anderes 


als die Summe 

*) Wir machen darauf aufmerksam, dass diese Umformung auch auf 
die allgemeinere Reihe 324 (m) anwendbar ist, wenn nur die Function 
w für ganze Argumente der Bedingung w(2) w(z) = w(zz') genügt 


(vergl. $. 124). 
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DI 
SER 
mE 


ist. Denn das Product aus beliebigen Gliedern der ersten, zweiten, 
dritten Reihe u. s. f. hat die Form 


Yu Zu 
rar Pe. me 


wo u die Anzahl der wirklich in m aufgehenden Primzahlen f 
bedeutet, d.h. derjenigen, deren Exponent rn von Null verschieden 
ist; es entsteht daher auf diese Weise wirklich jedes Glied der 
genannten Reihe, und jedes auch nur ein einziges Mal. Da nun 
andererseits 


2 


2 2 
2 = 


IHatmtmt tet 


ist, so erhalten wir folgende Gleichung 


1 

Yu Bee 
De en en 
he 

> 


in welcher das Productzeichen /I sich auf die sämmtlichen oben 
definirten Primzahlen f bezieht. 

Bezeichnen wir mit q allgemein jede positive nicht in 2D 
aufgehende Primzahl, so leuchtet ein, dass man die vorstehende 
Gleichung auch in folgender Form schreiben kann: 


y De 

a —=]JI q 

5 1 (7 I: 
479° 


denn so oft g nicht zu den Primzahlen / gehört, redueirt sich der 
entsprechende Factor des Productes auf +1. In der so erhaltenen 
Gleichung multiplieiren wir Zähler und Nenner des allgemeinen 
Factors zur Rechten mit 1—q=°, wodurch derselbe gleich 
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a 


wird, und indem wir das unendliche Product in drei unendliche 
Producte zerlegen, erhalten wir 


1 1 
a g° 49.08 
m? 1 ; 
I 1 
tn 
ee 


Jetzt können wir endlich jedes der drei rechts befindlichen 
Producte wieder in eine unendliche Reihe verwandeln. Da nämlich 


5 Ir =:() = 
1 (2). a Ra 
g/ 4° 


SOLO Fan 


ist, so wird, wenn man für q alle, nicht in 2D aufgehenden 
Primzahlen 

I, 9» da --- 
setzt, das Product aller dieser Factoren gleich der Summe aller 
Glieder von der Form 


(2)" a (2) a N 
A 22, 43 (gı’ı gar gas... .)®’ 


wo die Exponenten »,, 73, 73 ... alle positiven ganzen Zahlen 
und Null zu durchlaufen haben. Das System aller der in den 
Nennern unter dem Exponenten s vorkommenden Zahlen 


RN) 
besteht offenbar aus sämmtlichen positiven ganzen Zahlen n, welche 
relative Primzahlen gegen 2 D sind; jede solche Zahl » wird ein- 
mal und auch nur einmal durch ein bestimmtes System von Expo- 
nenten 77, ?3, 73 . . . erzeugt; gleichzeitig ist dann mit Benutzung 
| der von Jacobi erweiterten Bedeutung des Legendre’schen Zeichens 
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rn DSZDS AD 
en ei E) Br Ze ae) es 
D i D 
-(„ G2’? 43"?.. ) FI we 


Hierdurch gewinnen wir also folgende Verwandlung 


Der or 


wo das Summenzeichen rechts sich auf alle positiven Zahlen » 
bezieht, die relative Primzahlen gegen 2 D sind. 

Verfährt man ganz ebenso, indem man alle die Entwick- 
lungen 


1 il 
ar a ea ae 
5 & q°® q’? = 
q° 
mit einander multiplicirt, so erhält man offenbar 
De 
er n° 
a2 
und folglich auch 
! BL 
I I “ne 
er 
q=2 


Hierdurch haben wir die wichtige Umformung 


DRITTE \n/n 


gewonnen. 


Wir multipliciren nun beide Seiten unserer Hauptgleichung 
(8. 88) mit der unendlichen Reihe 
wo 
mimae? 
wodurch sie dem eben gewonnenen Resultat gemäss in die fol- 
gende übergeht: 
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1* S ax +2bxy+ cy\—$ en 1 D 
ns —_ EIER) 
Führen wir in dem ersten Gliede links die Multiplication der 
beiden Summen aus, so kann das Resultat als die dreifach un- 
endliche Reihe 


a (er + 2bn?ay + en?ya\ 5 
Sal ee ee ee 
6 
geschrieben werden, in welcher für x, y alle den früheren Bedin- 
gungen L, IL, III. genügenden Werthe ($. 88), und für n alle - 
positiven relativen Primzahlen gegen 2D zu setzen sind. Diese 
Reihe kann man aber auch wieder als eine doppelt WENDE 
ansehen, wenn man 
ne —a, ny— y 
setzt; denn dann nimmt sie die Gestalt 
& (et 2bx'y + cy'? 
= 6 
an, und es fragt sich nur, welche Bedingungen den neuen Summa- 
tionsbuchstaben x’, y' aufzuerlegen sind. Diese ergeben sich aus 
den Bedingungen für x, y, n folgendermaassen. Erstens: Da x, y 
zufolge der Bedingung I. so gewählt werden müssen, dass 
ax: + 2bzy + ey? 
6 
relative Primzahl gegen 2D wird, und da n ebenfalls relative 
Primzahl gegen 2D ist, so gilt dasselbe von 


ax? + 2bxy +ey: _ EN ax? + 2bxy + ey? 


6 (07 
Zweitens: für den Fall einer positiven Determinante waren x, y 
den Isolirungsbedingungen II. 

y=>0, Ulax +by)> Ty 

zu unterwerfen; multiplicirt man dieselben mit n, so ergeben sich 
die ganz gleichlautenden Bedingungen 

y>o0, Ulad +by)>Ty. 
Drittens: aus der Bedingung, dass &, y relative Primzahlen sein 
sollen, würde jetzt nur noch folden, dass der grösste gemein- 
schaftliche Divisor n von «', y' ra Primzahl gegen 2D sein 
muss; allein die Bedingung kann man gänzlich fallen lassen, 

Dirichlet, Zahlentheorie. 15 
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dla sie schon in der ersten enthalten ist; denn sobald «’, y' einen 
gemeinschaftlichen Divisor hätten, der nicht relative Primzahl 
gegen 2D wäre, so könnte auch 
ax? +2ba’y + cy? 
6 


nicht relative Primzahl gegen 2 D sein. 

Es zeigt sich also, dass die neuen Variabelen x’, y' nur den 
beiden Bedingungen I. und U. zu unterwerfen sind, wenn man in 
denselben die Variabelen accentuiri, dass dagegen die BedingungIIl. 
ganz fortgefallen ist. Umgekehrt überzeugt man sich leicht, dass 
ein jedes solches Werthenpaar x’, y' einmal und nur einmal durch 
ein Werthenpaar x, y und eine Zahl n erzeugt wird. 

Wir lassen nun der Bequemlichkeit halber die Accente der 
Variabelen wieder fort, und schreiben daher unsere Hauptgleichung 
in folgender Form*): 

„ fan + 2bxy + ey’\—® u a1 

55 a u er . od > m Se — = 
= 6 ) . er a 
wo nun in der ersten, auf die Form (a, b, c) bezüglichen Summe 
die Summationsbuchstaben z, y nur noch den beiden folgenden 

Bedingungen zu unterwerfen sind: 
x2 2b: Py? E : 

i. Der Werth eo „> soll relative Primzahl 
gegen. 2 D sein. 

Jl. Im Fall einer positiven Determinante soll 

y>20, Ulax +by)> Ty 
sein, wo Z, U die frühere Bedeutung haben. 


8. 91. 


Bevor wir weitergehen, wollen wir aus unserer letzten Glei- 
chung einige interessante Folgerungen ziehen: die erste derselben 
ist rein zahlentheoretischer Natur und vervollständigt unsere 
frühere Theorie der Darstellung. Wir multiplieiren die beiden 
unendlichen Reihen 

*) Auf dieselbe Weise kann auch die allgemeinere Gleichung abgeleitet 
werden, in welcher statt der Function 2—s irgend eine Function u (2) auf- 
tritt, welche der Bedingung y(2)y(z) = w(r2’) genügt, so oft z und 
ganze Zahlen sind. k 
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a 3 (I); 


rechter Hand, nachdem wir die Summationsbuchstaben, um sie von 
einander zu unterscheiden, accentuirt haben; dann ln wir 
als Product die doppelt Doondline Reihe 


> (Fe: 
\z” (n’n”)» D 


in welcher sowohl n’ als auch n” das Gebiet aller Zahlen n,.d.h. 
aller derjenigen positiven ganzen Zahlen zu durchlaufen hat, welche 
relative Primzahlen gegen 2D sind. Offenbar ist jedes Product 
von der Form n’n” wieder in demselben Gebiet enthalten; fassen 
wir daher alle Glieder der Doppelsumme, in welchen das Product 
n'n" denselben Werth n hat, immer in ein einziges zusammen, so 
können wir diese Doppelsumme wieder in die Form einer einfach 
unendlichen Reihe 
Tn 


du 


n° 


bringen; bezeichnet man mit ö die sämmtlichen Divisoren der 
Zahl n, so wird offenbar 

Das), (z 

NN d P 


Dividiren wir ferner die Gleichung auf beiden Seiten durch 6°, so 
nimmt sie folgende Form an: 
1 HT, 


ea N 
2 (ax? + 2bzy + cy?)* r z 


Fassen wir nun auch links alle in den verschiedenen Doppelsummen 
vorkommenden Glieder, welche denselben Werth haben, in ein ein- 
ziges zusammen, so erhalten wir folgende Gleichung: 


4 Br 
2 Tan’ 
wo mit v alle die durch die sämmtlichen Formen (a. b, ce)... des 
Systems $ darstellbaren Zahlen bezeichnet werden, und A, die 
Anzahl der verschiedenen Darstellungen einer solchen Zahl v 
bedeutet. Hierbei ist wohl zu bemerken, dass jetzt ebensowohl 
uneigentliche wie eigentliche Darstellungen zugelassen werden, 
indem die darstellenden Zahlen x, y nur noch den Bedingungen I. 
und II. des vorigen Paragraphen unterworfen ne während sie 
früher auch relative Primzahlen unter einander sein mussten. 
15* 


228 Fünfter Abschnitt. $. 91. 


Besteht nun für jeden über einer gewissen Grenze liegenden 

positiven Werth des Exponenten s eine Gleichung von der Form 
2rfıtr. gr tr hr 

wo a,b, ce... sowohl wie a’, b, € ... positive und in ihrer 

Aufeinanderfolge wachsende Zahlwerthe bedeuten, und sind die 


sämmtlichen Coefficienten &, ß, 9 ... @, ß', y'... von Null 
verschieden, so folgt bieraus die vollständige Identität beider 


Reihen, d. h. es ist 
RM 
7 RE 
ee era: 
Um dies zu beweisen, können wir annehmen, essei a <a, 
multipliciren wir beide Seiten der Gleichung mit a°, so erhalten 


wir 
«+B(z) +r(2)+ 


BIOBLIU220R 


Da nun sowohl die Werthe 


a va 
Bach 
als auch die Werthe 
Br h 
Bee 


fortwährend abnehmende echte Brüche sind, und beide Reihen 
convergiren, so überzeugt man sich leicht*), dass mit unbegrenzt 
wachsendem s die linke Seite der vorstehenden Gleichung sich dem 
Grenzwerth & nähert, und ebenso die rechte dem Grenzwerth «'’ 
oder 0, je nachdem a — a’ oder <a’ ist. Da nun beide Seiten 
sich nothwendig demselben Grenzwerth nähern müssen, und « von 
Null verschieden ist, so muss a = a’, und folglich auch « — « 
sein. Nachdem so die Identität der ersten Glieder auf beiden 
Seiten bewiesen ist, kann man dieselben fortlassen; aus der so 
entstehenden Gleichung 


*) Vergl. Supplement IX, 8. 143, 
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folgt dann auf dieselbe Weise, dass 5b = b’ und B— ß' sein muss, 
und so kann man fortfahren. 

Wendet man dies Princip auf unsere obige Gleichung an, so 
- ergiebt sich, dass jedes on, dem ein von Null verschiedenes ca 
entspricht, nothwendig eine Zahl », d.h. eine durch die Formen 
S darstellbare Zahl, und dass die Anzahl A, der verschiedenen 
Darstellungen eines solchen » — on gleich xr, ist; wenn dagegen 
tn = 0 ist, so kann auch on keine durch die Formen S darstell- 
bare Zahl v sein; wir können daher in beiden Fällen sagen: 
die Anzahl aller Darstellungen einer Zahl on durch die Formen 5 


ist immer . 
=) 
Saar, Seid (5): 


wo Ö alle Divisoren der Zahl n durchlaufen muss*). 

Wir wollen dieses Resultat auf einige Beispiele anwenden. 

1. It D= — 1 (und folglich 6=1), so ist nur eine einzige 
Form in dem System S enthalten, für welche wir die Form (1,0, 1) 
wählen können; das System der Zahlen on ist das der positiven 
ungeraden Zahlen, und da «4 ist, so erhalten wir das Resultat: 

Die Anzahl aller Darstellungen einer beliebigen positiven un- 
geraden Zahl n durch die Form (1, 0, 1) — x2 + y? ist gleich 

4 2 (- 40-2 — 4(M—N), 
d. h. gleich dem vierfachen Ueberschuss der Anzahl M ihrer Divi- 
soren 6 von der Form Ah + 1 über die Anzahl N der Divisoren ö 
von der Form Ah + 3. 

Die darstellenden Zahlen x, y sind gar keiner Beschränkung 
unterworfen; es leuchtet ferner ein, dass jedesmal acht verschiedene 
Darstellungen eine einzige Zerlegung in zwei Quadrate geben; nur 
wenn eine der beiden darstellenden Zahlen — 0 ist, findet eine 
Ausnahme statt, weil dann nur vier verschiedene Darstellungen 
dieselbe Zerlegung liefern, ein Fall, der nur dann eintreten kann, 
wenn n eine Quadratzahl ist. Die Anzahl der verschiedenen Zer- 
legungen ist daher 1(M— N+ 1) oder 3(M — N), je nachdem n 
eine Quadratzahl ist oder nicht. So ist z. B. 

95 — 0? + 52 — 32 + 42 
45.32. 4-62 
49 —0? + 7? 
(en Er ap SZ 


*) Vergl. $. 124. 
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Ist endlich » eine Primzahl, so ergiebt sich wieder, dass n 
auf eine einzige, oder auf garkeine Weise in zwei (Quadrate zerlegt 
werden kann, je nachdem » von der Form 4h + 1, oder von der 
Form 4h + 3 ist (8. 68). 

9. Für die positive Determinante D= 2 existiren nur die 
beiden einander äquivalenten reducirten Formen (1, 1, — 1) und 
(— 1,1, 1), also nur eine einzige Classe; als repräsentirende Form 
kann man daher auch (1, 0, — 2) = x? — 2y? wählen. Da die 
kleinsten der Gleichung 72 — 2U? — 1 genügenden Zahlen 7—=3, 
U— 2 sind, so werden nur solche Darstellungen betrachtet, in 
welchen „> 0, 2x > 3y ist. Da ferner 


ae ee 


ist, je nachdem ö6 = 8h + 1loderdö = 8h +5 ist, so bekommen 
wir folgendes Resultat: 


Die Anzahl aller den obigen Bedingungen genügenden Dar- 
stellungen (x, y) einer beliebigen positiven ungeraden Zahl n durch 
die Form x? — 2y? ist gleich dem Ueberschuss der Anzahl derjenigen 
Divisoren von n, welche die Form 8h + 1 haben, über die Anzahl 
der anderen Divisoren. 


8. 92. 


Eine zweite interessante Anwendung der vorstehenden Unter- 
suchung machen wir auf die Analysis. Wir haben gesehen, dass 
durch Einsetzen aller den Bedingungen I. und II. genügenden 
ganzzahligen Werthenpaare x, y in die Formen (a, d,c)... des 
Systems 5 die Zahlen sn erzeugt werden, und zwar ist 

D 
Br ZEEND (F) 
die Anzahl der verschiedenen Erzeugungen einer solchen Zahl on, 
wenn wieder für ö alle Divisoren von n gesetzt werden. Nehmen 
wir daher von jeder der Zahlen ax? + 2bxy + cy2 eine bestimmte 
Function Y, so entsteht auf diese Weise jeder Werth »(on) so 
ott als xr„ angiebt. Hieraus folgt wieder, dass 


$ v (aa? a bxy + cy?) nn 6 fe) =x%ıu%(on) 
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sein wird, sobald die Function Y so gewählt wird, dass diese 
Mndlichen Reihen bestimmte von der Anordnung (hear Glieder 
unabhängige Summen haben. Dies ist der Fall, wenn man 


= 
setzt, wo,g eine reelle oder complexe Grösse bedeutet, deren 
Modulus ein echter Bruch ist. Man erhält auf diese Weise fol- 
gende sehr allgemeine Gleichung 


S 2 -9dx 2 de . . 
Der bay+ey Eee — EITRgeR: 


da auf der rechten Seite der Coefficient r„ selbst wieder eine 
Summe ist, in welcher ö die sämmtlichen Divisoren von n zu 
durchlaufen bat, so kann man, indem man n in n’ö verwandelt, 
die Gleichung auch so schreiben: 


wo nun rechts eine Doppelsumme steht, in welcher jeder der beiden 
Summationsbuchstaben n’ und ö das Gebiet aller Zahlen n zu 
durchlaufen hat. 

Wir wollen die vorstehende Gleichung auf einige specielle 
Fälle anwenden. Nehmen wir .B D=—1,alo c= |, so 
“© haben wir links nur eine einzige Doppelsumme; nehmen wir 
” wieder (1, 0, 1) als die repräsentirende Form, so ist dieselbe gleich 

S > 474 
NS worin x, y alle Werthenpaare zu durchlaufen haben, für welche 
a0 + y? ungerade ausfällt; es muss daher eine der Be Zahlen 
Sr x, y ungerade, die andere gerade sein; da man nun in jeder er- 
laubten Combination & mit y chen kann, so setzen wir fest, 
dass x nur die ungeraden, y nur die geraden Werthe durchlaufen 
soll, müssen dann aber die so beschränkte Doppelreihe mit 2 


multipliciren; wir erhalten so 

9 >» gury — 0) > 0 ee 2) hy} ge’ x > qy°, 
wo x alle positiven und negativen ungeraden, y alle positiven und 
negativen geraden Zahlen und Null zu durchlaufen hat; beschränken 


wir aber x auf alle positiven ungeraden, und y auf alle positiven 
geraden Zahlen, so können wir das vorstehende Product auch so 


schreiben 


Lg" x HAN). 
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Auf der rechten Seit haben wir (nach $. 88) die Doppelsumme 
S ee | (6-1) m 2 


won’ und ö alle positiven ungeraden Zahlen zu durchlaufen haben; 
die Summation in Bezug auf n’ ergiebt 


d 
Sit tt. il 


mithin wird die rechte Seite gleich 


2 q? 
4 3 (— 1) ARC=V 5 m 
und wir erhalten daher folgende merkwürdige Gleichung 
ne en rn en 
ar a a ER I 
ı1—q 1— g° 1—q" 1—gq!t 


welche, wie die anderen Gleichungen, welche negativen Determi- 
nanten entsprechen, auch aus der Theorie der Elliptischen Func- 
tionen abgeleitet werden kann*). 

Für positive Determinanten fallen die entsprechenden Glei- 
chungen weniger einfach aus, weil auf der linken Seite die 
Variabelen x, y immer noch der Bedingung II. unterworfen sind. 
Nehmen wir .B. D=2, aloo o—=1, x—=1, so erhalten wir in 
ähnlicher Weise die Gleichung 


y gt 
wo auf der linken Seite für x, y alle Werthenpaare zu setzen sind, 


die den Bedingungen y > 0, 22 > 3ı y genügen, und für welche 
ausserdem ©°—2y? und also x ungerade ist. 


*) Man vergleiche Jacobi: Fundamente nova theoriae functionum 
ellipticarum 1829, pagg. 92, 103, 184. 


\ 


8. 98. Classenanzahl der Formen. 233 


8. 98, 


Wir kehren nun zu unserem eigentlichen Gegenstande, der 
weiteren Behandlung der Gleichung (8. 90) 


LADEN AUN nl (N) 
2 ( = + N a 


zurück, und es wird gut sein, den Gang der Untersuchung hier 
mit wenigen Worten im Voraus anzugeben. Man würde auf un- 
übersteigliche Schwierigkeiten stossen, wenn man die auf der linken 
Seite angedeuteten Summationen für einen beliebigen Werth von 
s> 1 wirklich ausführen wollte. Lässt man dagegen den Expo- 
nenten s immer mehr abnehmen und gegen den Werth 1 conver- 
giren, so wird gleichzeitig jede dieser Summen über alle Grenzen 
wachsen, und bei näherer Betrachtung zeigt sich, dass das Product 
aus einer solchen Summe und aus (s — 1) sich einem festen end- 
lichen Grenzwerth L. nähert, welcher nur von der allen Formen 
gemeinschaftlichen Determinante D abhängt, und folglich wird der. 
Grenzwerth der ganzen mit (s — 1) multiplicirten linken Seite 
— hL sein, wenn man mit Ah die Anzahl der Summen, d. h. also 
die Anzahl der in dem Formensystem 8 enthaltenen Formen 
(a, b, c) ... bezeichnet. Da ferner der Grenzwerth der mit (s—1) 
multiplicirten rechten Seite sich direct bestimmen lässt, so erhält 
man auf diese Weise einen Ausdruck für die Classenzahl h, deren 
Bestimmung ja den Gegenstand unserer ganzen Untersuchung 
bildet. 

Bevor wir aber dazu übergehen, diesen Grenzprocess durch- 
zuführen, müssen wir noch einige vorläufige Fragen erörtern, deren 
Beantwortung für unseren Zweck durchaus erforderlich ist. Zu- 
nächst wenden wir uns dazu, die den Summationsbuchstaben x, y 
auferlegte Bedingung 1. (8. 90) so umzuformen, dass man einen 
deutlichen Ueberblick über das System der ihr genügenden Wer- 
thenpaare x, y erhält. Zu dem Ende dürfen wir annehmen, dass 
der Repräsentant (a, b, c) einer ganzen Classe immer so gewählt 
ist, dass der Quotient «:6 nicht nur, wie schon früher festgesetzt 
“wurde, positiv, sondern auch relative Primzahl gegen 2.D ist. Von 
der Berechtigung zu dieser Annahme wird man sich durch die 
folgende Betrachtung überzeugen. Ist 

(a, b,.c) = s(A + Bay+ CY)=sF 
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eine beliebige Form vom Theiler 6, und r irgend eine Primzahl, 
so kann man den beiden Variabelen x, y der Form stets solche 
Werthe beilegen, dass der Werth von F’ nicht durch r theilbar 
wird; denn ist eine der beiden Zahlen A, (, z. B. A, nicht durch 
r theilbar, so gebe man x einen durch r nicht theilbaren, y_da- 
gegen einen durch r theilbaren Werth; sind aber beide Coetfi- 
eienten A, C durch r theilbar, so ist B gewiss nicht durch r theil- 
bar, und folglich genügt es dann, x und y Werthe beizulegen, die 
beide nicht durch r theilbar sind. Man kunn folglich auch x und y 
immer so wählen, dass der Werth von F relative Primzahl gegen 
irgend eine vorgeschriebene Zahl k wird; denn bezeichnet man mit 
y', »", r"" ... die sämmtlichen in k aufgehenden Primzahlen, so 
braucht man nur zu bewirken, dass F durch keine einzige der- 
selben theilbar wird, was nach dem eben Gesagten sich stets dadurch 
erreichen lässt, dass die beiden Variabelen z, y durch einige dieser 
Primzahlen theilbar, durch andere nicht theilbar angenommen 
werden — Bedingungen, die sich stets auf unendlich viele ver- 
schiedene Arten erfüllen lassen. Man kann hinzufügen, dass x, % 
ausserdem noch so gewählt werden können, dass der Werth von F 
positiv ausfällt; für eine negative Determinante D versteht sich 
dies von selbst, da wir Formen mit negativen äusseren Coefficienten 
ausschliessen; für eine positive Determinante braucht man, da 
aoF = (ax + by)? — Dy? 
ist, nur dafür zu sorgen, dass, je nachdem a positiv oder negativ 
ist, entsprechend (ax + by) absolut genommen grösser oder kleiner 
als yY D ausfällt, und offenbar lassen die bisher den Variabelen 
%, y auferlegten Bedingungen, durch einige Primzahlen theilbar, 
durch einige andere nicht theilbar zu sein, noch solchen Spielraum 
für ihr Grössenverhältniss, dass auch dieser Forderung noch auf 
unendlich viele verschiedene Arten genügt werden kann. Endlich 
können wirnoch behaupten, dass für die Variabelen x,y auch solche 
Werthe gewählt werden können, welche unter einander relative 
Primzahlen sind und doch die übrigen Bedingungen erfüllen, dass 
F' positiv und relative Primzahl gegen die vorgeschriebene Zahl % 
ist; denn haben x und y einen gemeinschaftlichen Divisor, so 
braucht man sie nur durch Division von demselben zu befreien, 
und die Quotienten, die unter einander relative Primzahlen sind, 
bilden ein solches allen Anforderungen genügendes Werthenpaar. 
Wir machen von der vorstehenden (auch für andere Unter- 
suchungen nützlichen) Betrachtung eine specielle Anwendung auf 
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den Fall, in welchem k=2D ist; wir können dann so sagen: ist 
(a, db, c) irgend eine Form vom Theiler 6 und von der Determinante 
D, so kann man stets zwei relative Primzahlen y von der Be- 
schaffenheit finden, dass 


@ _ ac? +2bay + cy? 
GE SET 


positiv und relative Primzahl gegen 2D wird. Da nun «, y rela- 
tive Primzahlen sind, so kann man (8. 24) irgend ein Paar von 
Werthen $,ö wählen, welche der Gleichung «&ö — ßy—1 genügen, 
und dann geht die Form (a, b, ce) durch die Substitution (>5) in 
eine äquivalente Form über, deren erster Coefficient a’ positiv ist 
und ausserdem die Eigenschaft hat, dass a’: 6 relative Primzahl 
gegen 2. D ist. Und hiermit ist in der That der verlangte Nach- 
weis geliefert, dass in jeder Formenclasse solche Repräsentanten 
ausgewählt werden können, welche die obige neue Bedingung 
erfüllen. 


8. 94. 


Wir nehmen daher jetzt an, dass die repräsentirende Form 
(a, b, ec) so gewählt ist, das a:6 nicht nur positiv, sondern auch 
relative Primzahl gegen 2 D ist, und fragen nun nach dem System 
aller Werthenpaare x, y, welche der Bedingung I. genügen, dass 
ax? + 2bxy + cy? 
6 
relative Primzahl gegen 2D wird*). Bezeichnen wir wie früher 
mit / den absoluten Werth der Determinante D), so kann man 


stets 
z—e2dvt+ u y=2dw-+y 


setzen, wo & und y irgend welche der 2.4 Zahlen 
ar), 

und v» und w beliebige ganze Zahlen bedeuten; jede Combination 

zweier ganzen Zahlen x, y kann stets und nur auf eine einzige 

Weise in diese Form gebracht werden. Da nun aus 


*) Ganz ähnlich lässt sich auch der Fall behandeln, wenn (a,b, c) keine 
ursprüngliche Form ist; man kann dann gleich darauf ausgehen, die An- 
zahl der Classen von beliebigem Theiler co zu bestimmen, und erbält auf 
diese Weise ebenfalls das unten (in $. 100) gewonnene Resultat. 
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z=»(mod.22) und y=y (mod. 2) 

auch 

ax? + 2bzy + cy? en aa? + + cy? (mod. 24) 

6 
folgt, so leuchtet ein, dass man unter den sämmtlichen 4 92 
Combinationen («, y) nur diejenigen zu ermitteln hat, für welche 
au? + 2bauy + cy2 
6 

relative Primzahl gegen 24 wird. Die gesuchten Combinationen 
(x, y) vertheilen sich dann in zusammengehörige Paare von arith- 
metischen Reihen, deren Differenz — 24 ist, und deren Anfangs- 
glieder &, y specielle solche Combinationen sind, die dieselbe 
Bedingung erfüllen. Uns kommt es nun weniger darauf an, wirk- 
lich alle diese Combinationen («, y) genau zu definiren, als viel- 
mehr, nur ihre Anzahl sicher festzustellen, weil diese allein bei 
dem späteren Grenzübergang eine Rolle spielt, Hierzu ist es aber 
nöthig, verschiedene Fälle zu unterscheiden, 

Erstens: 6 —= 1. . Wir fragen nach der Anzahl der Combi- 
nationen («, y), für welche 0«0® +2bay»-++-cy?2 oder, da a relative 
Primzahl gegen 24 ist, für welche 


a(au2 + 2bay + ey?) = (au + by)? + Jy? 


relative Primzahl gegen 2 1 wird. Setzt man zunächst für y irgend 
eine der / geraden Zahlen 


0A MA, 


so ist erforderlich und hinreichend, dass (a« + by)? und folglich 
(a® + by) relative Primzahl gegen 2.4 werde; lässt man aber & 
das in Bezug auf den Modulus 24 vollständige Restsystem 


een) 


a während y seinen Werth behält, so durchläuft’ (nach 

$. 18) der Ausdruck (a@ + by), weil a relative Primzahl gegen den 
Modules ist, ebenfalls ein vollständiges Restsystem, und folglich 
gehören zu ln solchen geraden y genau @ (2) erlaubte Werthe 
von «, wo die Charakteristik p im früheren Sinne (8. 11) gebraucht 
ist. Jedem der f ungeraden Werthe 


1,322. A) 


von y entsprechen ebenfalls (2.4) erlaubte Werthe von «; dies 
leuchtet unmittelbar ein, wenn 4 gerade ist, weil die Forderang 
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sich dann ebenfalls darauf reducirt, dass (@a& + by) relative Prim- 
zahl gegen 2.4 werden muss. Ist aber / und also auch +4y? 
ungerade, so muss, da 


(aa + by? +47 


ungerade und relative Primzahl gegen 47 werden soll, (a& + by) 
gerade und relative Primzahl gegen 4 werden, und folglich muss 
auch der Rest von (ax -+ by) in Bezug auf den Modul 2.4 gerade 
und relative Primzahl gegen 4 sein, und umgekehrt wird, sobald 
dies der Fall ist, die obige Forderung erfüllt sein. Durchläuft 
uun & alle seine 2 4 Werthe, so durchläuft der Rest von (a« + by) 
dieselben 2.7 Werthe; unter diesen sind die folgenden 4 Reste 
gerade 
Ar T), 


und unter diesen sind g (7) relative Primzahlen gegen die un- 
gerade Zahl 4. Dies ist also die Anzahl der zu jedem ungeraden 
y gehörenden erlaubten Werthe von «; da nun aber 1 ungerade, 
also relative Primzahl gegen 2 ist, so istauch 92 I)=g(2)p (J) 
—=9(4), und folglich haben wir in allen Fällen dieselbe Antwort: 
zu jedem geraden oder ungeraden y gehören stets p (2.1) erlaubte 
Werthe von &; mithin existiren im Ganzen 219(2 4) erlaubte 
Combinationen («, y). 


Zweitens: 6 = 2; a und c gerade, 5 ungerade, und D=1 

(mod. 4). Es fragt sich: für wie viele Combinationen (a, y) ist 
lau: + bay + 3cy? 

ungerade und relative Primzahl gegen 4% — Wir beschränken 
uns zunächst darauf, die Combinationen zu bestimmen, für welche 
dieser Werth ungerade ausfällt. Da wir den Repräsentanten 
(a, b, c) so gewählt haben, dass 5a relative Primzahl gegen 24 
und also auch ungerade ist, so wird 


D=b2—-ac=1 oder = 5 (mod. 8), 


je nachdem 4c gerade oder ungerade ist, im ersten Falle muss 
daher &(4a& + by) ungerade, also « ungerade und y gerade 
sein; im zweiten Falle muss mindestens eine der beiden Zahlen & 
und y ungerade sein. Die Anzahl der erlaubten Combinationen 
ist hierdurch im ersten Falle auf 2, im zweiten auf 3 42 'herab- 


gedrückt. 
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Soll nun der Werth von aa? + buy + 4cy? auch relative 
Primzahl gegen 4 werden, so ist erforderlich und hinreichend, 
dass 

(au + by)? + Iy? = 2a(laa? + bay + 5cY?) 

oder also (a& + by) relative Primzahl gegen 4 werde. Im ersten 
Falle, wo D= 1 (mod. 8) ist, dürfen für y nur gerade, für « nur 
ungerade Werthe gesetzt werden. Giebt man daher y einen be- 
stimmten der 7 Werthe 

0,23,4...24—2) 
und lässt dann « die sämmtlichen 7 Werthe 

RER 
durchlaufen, welche offenbar in Bezug auf den Modul 4 ein voll- 
ständiges Restsystem bilden, so gilt (da a relative Primzahl gegen 
4 ist) dasselbe von den 4 entsprechenden Zahlen (a® + by), und 
folglich sind unter denselben g(S)—g(2J) relative Primzahlen 
gegen 1. Im Ganzen giebt es daher in diesem Falle 19(2 9) 
erlaubte Combinationen («, y). — Im zweiten Falle,w D=5 
(mod. 8) ist, und in welchem mindestens eine der beiden Zahlen 
% y ungerade sein muss, findet man auf dieselbe Weise, dass 
Jedem geraden Werthe von y wieder g(S)—= 9(2f) ungerade 
Werthe von & entsprechen, woraus zunächst /p(2.f) zulässige 
Combinationen entspringen; ist aber 7 ungerade, und durchläuft 
% seine sämmtlichen 2.7 Werthe, so durchläuft der Ausdruck 
(a& + by) zweimal dasselbe vollständige Restsystem in Bezug auf 
den Modulus 4; es giebt daher immer 2 (S)—= 2% (22) erlaubte 
Werthe von &, so dass aus den J ungeraden Werthen von y 
genau 249(24) erlaubte Combinationen («, 7) entspringen. Im 
Ganzen giebt es daher in diesem zweiten Falle 3 4 (22) erlaubte 
Combinationen (x, p). 

Wir können die sämmtlichen Fälle so zusammenfassen: die 
Anzahl der Paare von zusammengehörigen arithmetischen Reihen 


s—=2Jv+tm, y—=2dw+y, 
welche der Bedingung I. genügen, ist 


an Joa, 
wo 
WE el 
@=]1, wenn o0—=2 und D=1 (mod. 8) 
o=3, wenn o6=2 und D=5 (mod. 8) 


ist. 
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yn 


95. 


Wir kehren nun zu unserer Hauptgleichung zurück, der wir 
die Form 


072; 2% ENDEN. LE PLMEFRDNE at & En en en 
(ax? +2bxy + cy?)ire ar: a! = 


geben, indem wir s—1-+-e setzen, mit o multipliciren und durch 
6!+e dividiren; lassen wir jetzt die positive Zahl eg unendlich klein 
werden, so haben wir die Grenzwerthe der einzelnen Glieder zu 
bestimmen, welche sich auf der linken und rechten Seite befinden. 
Indem wir mit der Discussion der linken Seite beginnen, wird es 
wieder nothwendig, den Fall einer negativen Determinante von 
dem einer positiven vollständig zu trennen. 

Wir nehmen daher zunächst an, die Determinante D sei 
negativ—= — 4. Dann sind die Variabelen x, y in der der Form 
(a, b, c) entsprechenden Summe nur der Bedingung I, unterworfen, 
und wir haben eben gesehen, dass eine solche Summe in I9 (2.4) 
Partialreihen zerfällt, welche den einzelnen zulässigen Combinatio- 
nen (c&, y) entsprechen. Betrachten wir daher zunächst nur eine 
einzige solche Partialsumme 

z L £ 
. (0x2 + 2bay- ey:)ıre’ 
in welcher x, y alle Werthe 
a =2dv+eo, y2dw-+}7 


zu durchlanfen haben, die einer bestimmten zulässigen Combination 
(&,y) und allen denkbaren ganzzahligen Werthen v,w entsprechen. 
Nach den in den Supplementen (Il. 8.118) aufgestellten Principien 
ist der Grenzwerth des vorstehenden Productes ideutisch mit dem 
des Quotienten T;t, wo # eine über alle Grenzen wachsende posi- 
tive Zahl, und 7 die zugehörige Anzahl der dargestellten Zahlen 
ax? + 2bxy + cy? bedeutet, welche nicht grösser als £ sind, 
für welche also 


23 Yı\? 
Ale ee, ;teln)s! 


ist. Dieser Grenzwerth des Quotienten T:t lässt sich leicht mit 
Hülfe einer geometrischen Betrachtung bestimmen; setzt man 
nämlich 


. 9. 


NR 
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7 VE 


so-ist 7 die Anzahl der ers 


. 24 a ; 
= ee — 1 

für welche 
em 2ben Lens (2) 


wird; sieht man nun £, n als rechtwinklige Coordinaten eines 
Punctes in einer Ebene an, und lässt man v und w alle ganz- 
zahligen Werthe durchlaufen, so bilden die durch die Formeln (1) 
bestimmten Puncte (&, n) ein Gitter, welches durch die recht- 
winklige Kreuzung zweier Systeme von Geraden entsteht, die den 
Axen parallel sind, und von denen je zwei benachbarte die con- 
stante Distanz d6 = 21:Yt haben. Die ganze Ebeue wird auf 
diese Weise in Quadrate von dem Flächeninhalt 
4 1? 
es 
zerlegt, deren Eckpuncte jene Puncte (&, n) sind; und folglich 
ist T die Anzahl derjenigen dieser Gitterpuncte (&, 7), welche 
nicht ausserhalb der durch die Gleichung 
ae+2bin te? —l (3) 
dargestellten Curve liegen; da nun 2? — ac—= — 4 negativ (und 
a positiv) ist, so ist diese Curve eine Ellipse, deren Mittelpunct 
mit dem Nullpunct des Coordinatensystems zusammenfällt. Nach 
einem ebenfalls in den Supplementen (III. $. 120) aufgestellten 
Hülfssatz hat folglich das Product 
T: 2 02 2 z 
den Flächeninhalt A dieser Ellipse zum Grenzwerth, wenn t un- 
endlich gross und also ö unendlich klein wird; es ist daher der 
gesuchte Grenzwerth 
A 


im - = er 


woraus schon folgt, dass derselbe von («, y) unabhängig und also 
für jede der  19(24) Partialsummen, welche unsere Summe 
constituiren, derselbe ist. Mithin ist der Grenzwerth dieser, der 
Form (a, b, c) entsprechenden Summe 
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1 


De Sen. ae nt 
Bleich 9 = (ara FÜbay Loire 
4 _09(2A) 


4.42 44 
wo A den Flächeninhalt der Ellipse (3) bezeichnet*), Um diesen 
zu bestimmen, transformire man die Gleichung der Ellipse durch 
Einführung solcher rechtwinkliger Coordinaten, welche mit den 
Hauptaxen der Ellipse zusammenfallen, wodurch sie die Form 
a’? nn en == 1 
annehmen wird. Bekanntlich bleibt bei einer solchen orthogonalen 
Transformation die Determinante db? — ac ungeändert, so dass 
ad=uac—-b—=4A 


ist; andererseits sind Ya’ und Yc’ die reciproken Werthe der beiden 
Halbaxen, und folglich ist 


o4J9(24). 4, 


IT TC 
ne 
Va’ ec’ v4’ 


wo natürlich die Quadratwurzei positiv zu nehmen ist. Es ergiebt 
sich also das merkwürdige Resultat, dass dieser Flächeninhalt A, 
und folglich auch der obige Grenzwerth 


oanrp(24) 


44V4 


der auf die eine Form (a, b, c) bezüglichen Summe von den ein- 
zelnen Coefficienten a, 5b, ce und folglich von der individuellen 
Natur dieser Form gänzlich unabhängig ist**). Denselben Grenz- 
werth wird daher jede andere, einer anderen Form (a', b’, c') des 
Systems $ entsprechende Summe haben; bezeichnen wir daher 
mit h die Anzahl dieser einzelnen Summen auf der linken Seite 
unserer Gleichung, d.h. also die Anzanl der Olassen ursprünglicher 


*) Daraus, dass der Quotient 7’: t sich einem bestimmten Grenzwerth 
nähert, geht zufolge des in den Supplementen (II. $. 118) aufgestellten 
Satzes nachträglich hervor, dass die bisher betrachteten unendlichen Reihen 
für jeden positiven Werth von o, also für alle Werthe s > 1 convergiren. 

**) Durch eine tiefere Untersuchung des Verhaltens der obigen Reihen 
für unendlich kleine Werthe von o ist Kronecker zu einem Satze gelangt, 
der eine der wichtigsten Grundlagen für die complexe Multiplication der 
elliptischen Functionen bildet (Monatsber. d. Berl. Ak, vom 22. Jan. 1563, 
u. Sitzungsber. aus den Jahren 1883, 1886, 1889). 


Dirichlet, Zablentheorie. 16 
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Formen der oten Art für die negative Determinante D=— 4, 
so wird der Grenzwerth der ganzen linken Seite gleich 


oarg(2 I) h 
AV IE 


8. 96. 


Gehen wir nun zur rechten Seite der Gleichung über, so haben 
wir wieder mit Hülfe der in den Supplementen (II. 8. 117) auf- 
gestellten Principien den Grenzwerth des Productes 

| 
er 
zu ermitteln, wo das Summenzeichen sich auf alle positiven ganzen 
Zahlen » bezieht, die relative Primzahlen gegen 24 sind. Be- 
zeichnet man nun mit v, v’, v’... die (2 5) ersten dieser Zahlen, 
nämlich diejenigen, welche < 24 sind, so kann man die vor- 
stehende Summe in (24) Partialsummen von der Form 


1 1 1 1 
Ola t paar Fra Dar ort = 


zerlegen, in welcher die unter dem Exponenten (1 + e) stehenden 
Zahlen jedesmal eine arithmetische Reihe von der Differenz 24 
bilden; da nun nach dem in den Supplementen behandelten spe- 
ciellen Fall der Grenzwerth einer solchen Partialreihe 


ei 
FEIH 
und also unabhängig von v ist, so wird der Grenzwerth der ganzen 


Summe 
—_ 924) 


24 

und mithin wird der Grenzwerth der ganzen rechten Seite der 
Hauptgleichung 

x9(24).. De 

c241 lim 2 (=) nıteo 
Da aber beide Seiten für jeden Werth von s> 1, d.h. für jeden 
positiven Werth von oe identisch sind, und da sie folglich, wenn 
überhaupt einen, nothwendig denselben Grenzwerth haben müssen, 
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so ergiebt sich aus der Vergleichung, indem wir D=— 4 
restituiren, 


"60x nıte 


ee V=D.. tim 3 (7) 1 
Rn 


als Ausdruck für die Classenanzahl der ursprünglichen Formen 
öter Art (mit positiven äusseren Coefficienten) für eine negative 
Determinante D; hierin ist ferner (nach &. 88) 

x —=4, wenn D= — 1], 

x=6, wuın D=—3undo=2, 

*—= 2 in den übrigen Fällen; 
und (nach 8. 94) 


u == 2, wenn fö==;1l, 
oa= |], wnıno—=?2 und D=1 (mod. 8), 
oao=3,wenıno=2undD=5 (mod. 3). 


8. 97. 


Für Formen der ersten Art erhalten wir daher, indem wir 
oc—=1,x—=2 und o@ = 2 setzen, 


2 Denen DM 4 
mit Ausnahme des einzigen Falles D= — 1, in welchem «x nicht 
—= 2, sondern — 4 ist, und folglich 
4 — 1)AR—1) 
so» 


h 7 nıre 


wird; es wird später ($. 101) allgemein gezeigt werden, dass 


in 2 ()an=2(a)r 


ist, vorausgesetzt, dass auf. der rechten Seite die Glieder ihrer 
Grösse nach geordnet werden; in dem speciellen Falle D=—1 
wird daher 


4 a IM 
h=-(1-545-7+)=0 


da der Werth der in der Parenthese befindlichen unendlichen 


Reihe von Leibnitz bekanntlich — ix ist; hierin liegt also eine 
16* 
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Bestätigung unserer Principien, da in der That für die Determi- 
nante D——-1 nur eine einzige Classe von Formen (mit positiven 
äusseren Coefficienten) existirt. 
Wir wollen nun mit der vorstehenden Formel für die Classen- 
anzahl h der Formen der ersten Art die für die Anzahl h’ der 
Formen der zweiten Art vergleichen. Wir unterscheiden zu dem 
Zweck die beiden Fälle, in welchen D=1oder D=5 (mod. 8) 
ist. Im ersten Falle ist x —= 2 und @ =1, folglich 


"= Zy=D.lim > (7) eh 
im zweiten Falle dagegen ist © = 3 und x = 2, also 
W—=4.2V-D.Iim x (A)ar=s® 
ausgenommen den einzigen Fall D— — 3, in welchem x nicht 
== 2, sondern — 6, und folglich wieder 
Kı.R 

ist. Wir können daher so zusammenfassen: es ist 

"= h, wenn D= 1 (mod. 8), und frrD—= — 3; 

"=; 1, wenn D=5 (mod. 8), ausgenommen D= —.3. 


Diese NER zwischen der Anzahl der Formen der ersten 
und der zweiten Art hat schon Gauss gefunden, aber auf einem 
ganz anderen Wege*). 


8. 98. 


Wir haben nun dieselbe Untersuchung für den Fall einer 
positiven Determinante D—= 4 zu wiederholen. Betrachten wir 
zunächst die linke Seite, so zerlegen wir wieder jede auf eine 
bestimmte Form (a, b, c) bezügliche Summe in @ 19(2 2) Partial- 
summen von der Form 


> 1 
(aa FH Ibay L oeyyire’ 
in deren jeder die Summationsbuchstaben alle Werthenpaare 
s=2Av+u y=2dwty (1) 


*) D. A. art. 256, VI. — Vergl. &. 151, I. 


8. 98. Classenanzahl der Formen. 245 


zu durchlaufen haben, die einer bestimmten Cembination (&, y) 
und ‚allen ganzzahligen Werthen v, w entsprechen; jetzt aber 
treten ausserdem noch die Isolirungsbedingungen II. hinzu, denen 
gemäss 

y=0, Ulax +by)> Ty (2) 
sein soll. Diese letzteren Bedingungen haben, wie wir schon 
früher gesehen haben ($. 87), zur Folge, dass 


| az + (b+VD)y, ax + (b— VD), 
und also auch 
ax2 + 2baxy-+ cy 

positive Zahlen sind, und wir können daher wieder die in den 
Supplementen aufgestellten Principien anwenden; bezeichnen wir 
mit t einen beliebigen positiven Werth und mit r die Anzahl der- 
jenigen in den Reihen (1) enthaltenen und zugleich den Bedin- 
gungen (2) genügenden Werthenpaare z, y, für welche 

azı + 2bay+ ey st (3) 
ist, so haben wir nur den Grenzwerth des Quotienten x: für ' 
unbegrenzt wachsende Werthe von t zu bestimmen, um dadurch 
zugleich den Grenzwerth der obigen Partialsumme zu finden, 
welche der einen Combination (x, y) entspricht. Setzen wir wieder 
(indem wir Yt positiv nehmen) 


ER ITNE 
& ur Vt’ N a Vt’ 
und sehen wir &£, n als rechtwinklige Coordinaten eines Punctes 
einer Ebene an, so ist r die Anzahl derjenigen in der Doppelreihe 
es 
vt’ 
enthaltenen Gitterpuncte, welche den drei Ungleichheiten 


n >20, Ufa&E +bn)>Tn, 
a + 2bin te tz] 
Genüge leisten, d. h. welche innerhalb eines Stückes der &n-Ebene 
liegen, das zum Theil durch die Axe der &£, zum Theil durch eine 
durch den Nullpunet gehende Gerade, und endlich durch eine 
Hyperbel begrenzt wird, die den Nullpunct zum Mittelpuncte hat. 
Bezeichnen wir mit B den Flächeninhalt dieses Stückes der 
&n-Ebene, so wird nach den in den Supplementen aufgestellten 


24 ee, 
Pat NT 
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Principien, wenn t unendlich gross, und also die Kante ö=24: Yt 
der Gitterquadrate unendlich klein wird, 
im. =42.in-—B, 
also 
| et 

I ER 
sein. Da dieser Grenzwerth zugleich der Grenzwerth der Partial- 
sumıne ist, welche sich auf die eine Combination («, y) bezieht, so 
wird, da hierin die Werthe «, y ganz herausgefallen sind, jede der 
© 419(2 4) Partialsummen, welche den verschiedenen Combi- 
nationen (&, y) entsprechen, und welche zusammen die auf die 
Form (a, b, c) bezügliche Summe constituiren, denselben Grenz- 
werth haben; und mithin wird 


@9(24) 
I “ 
der Grenzwerth der ganzen Summe 
> 7! 
° (ax +2bxy +cy2)!tre 


sein. Um nun den Flächeninhalt B des durch die drei obigen 
Ungleichheiten definirten Hyperbelsectors zu finden, wird man 
am besten Polarcoordinaten r, g einführen, indem man 


Ee=rca8p, J—=rsmp 

setzt, wo, wie gewöhnlich, r stets positiv und @ zwischen O0 und 2x 
genommen werden soll, was hinreicht, um jeden Punct (£, n) der 
Ebene einmal und nur einmal zu erzeugen. Durch diese Trans- 
formation verwandeln sich die früheren Grenzbedingungen in 
folgende: 

sinp>0; Ula cotanpg+b)>T; 

r?(a cosp?+2bcospsinpg +csingp?) < 1, 
und wir wiederholen die frühere Bemerkung, dass für jeden, den 
beiden ersten Bedingungen genügenden Winkel p die Grössen 
acosp +(b + VD)sing, acosp + (b— YD)sin p, 

acosp? + 2bcospsinp + csing? 
positiv sind, so dass also innerhalb des durch diese beiden ersten 
Bedingungen begrenzten Winkelraumes keine Asymptote, sondern 
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nur ein endliches Stück der Hyperbel liegt, woraus schon folgt, 
dass der entsprechende Sector jedenfalls einen endlichen Werth 
hat*). Dieser wird bekanntlich durch die Formel 


B=| [rarap—! [rap 


gefunden, wo nun in dem einfachen Integral rechts für r2 der in 
der Peripherie der Hyperbel geltende Werth 


LE a A 
— 0c0osp2+2bcospsinp+tcsing: 
BEN fir Sm] haiaian 1 1 
2YD \acotangp +b— VD acotangp+ me) sin p2 


zu setzen ist; wir erhalten daher, indem wir cotangg als neue 
Variabele betrachten, und 


dp 


; = — dcotang 
sin p2 2 


setzen, das unbestimmte Integral 


1 
3/ de 


Nah! If ad cotang p 1 RN ad cotang p 
— AYyDJ acotango@+5+VD AYD)J acotangp -6—YD 
we acotangp-+b+YVD |“ erh 
u. 08 acotangp+b— VD’, v v 
diese Integration ist aber auszudehnen über alle Werthe von 9, 
welche einen positiven Sinus haben, also von g=0 ab bis zu dem 
Werth, wo U(acotangp +b) — T wird; dieser Endwerth von 9 
ist durch die Bedingung, dass sing positiv sein soll, vollständig 
bestimmt, und wir haben schon oben darauf hingewiesen, dass 
innerhalb dieses ganzen Winkelraumes die beiden Grössen 


acotangp+b +YD, acotangp +b — YD 


stets das positive Zeichen behalten, so dass das obige unbestimmte 
Integral eine stetige reelle Function von @ ist, woraus folgt, dass 
wir nur die beiden Grenzen in dasselbe einzusetzen haben. Auf 


diese Weise erhalten wir 


*) Hieraus folgt wieder nachträglich die Convergenz der bisher be- 
trachteten Reihen für jeden positiven Werth von o, d. h. für jeden Werth 


vonzsss-u ls 
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1 F+.UVD. 1 ed 
avD 8 FT UvD aD '®8 ss Yııva 


AA 


N 


Der Grenzwerth der auf die Form (a, b, c) bezüglichen Summe 
wird daher, wenn man statt 7 wieder D schreibt, gleich 

oayp(2D),, T7T+ UVD 

BDVvDa a 6 ; 
wo, wie früher, 7, U die beiden kleinsten der Bedingung 
T: — DU: —= 62 genügenden positiven Zahlen bedeuten. Mithin 
zeigt sich auch hier, wie früher bei den Formen von negativer 
Determinante, dass der Grenzwerth einer auf eine einzelne 
Form (a, b, c) des Systems $ bezüglichen Summe nur von der 
Determinante D (und der Art o), dagegen gar nicht von dem 
individuellen Charakter der Form abhängt, dass er also für alle 
diese Formen derselbe ist. Bezeichnen wir wieder mit A die An- 
zabl aller in $ enthaltenen Formen, d. h. die Anzahl allerClassen 
ursprünglicher Formen oter Art für die positive Determinante D, 
so ist daher 
@p(2 D) 
sDyvD 
der Grenzwerth, welchem für unendlich abnehmende positive Werthe 
von g die linke Seite unserer Hauptgleichung sich nähert.: Auf 
der rechten Seite ist x —= 1, ferner ebenso wie früher bei Formen 
von negativer Determinante 


I 29249) 9@D) 


ntre A Ta 


und ‚folglich erhalten wir durch Vergleichung beider Seiten der 
Hauptgleichung das Resultat 


pr 4YVD Eat) 
ke en ea T+ vyp im > (5) rel 
oO 


T+UVD 
6 


h 


log 


limeoN\ 
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Für Formen der ersten Art ist 6—=1, undo—2 (8.94); 
hieraus folgt für die Anzahl der Classen' ursprünglicher Formen 
erster Art der Ausdruck 


VD Den 
A= no royD) u (=) AIR! 
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wo.T, U die kleinsten der Bedingung 
T—- DU" —1 


genügenden positiven ganzen Zahlen bedeuten. Ist ferner D=1 
(mod. 4), so existiren auch Formen der zweiten Art, deren Anzahl 
wir mit W bezeichnen wollen; es ist dann 6—2, und ®—1 oder 
= 3 zu setzen, je nachdem = = 1 (mod. 8) oder = 5 (mod. 8) 
ist; wir Erelten daher, wenn wir zur Unterscheidung mit 7’, U' 
A kleinsten der Bedingung 


genügenden ganzen positiven Zahlen bezeichnen, 


el 2yD 
Mn Toggr vv im & (mare 


Nun ist einleuchtend, dass jede Lösung (t, «) der Gleichung 

— Du’=1 durch Verdoppelung eine Lösung (’—=2t, W—2u) 
der Gleichung £’2 — Du’? — 4 giebt, und umgekehrt, dass man 
durch Halbirung jeder geraden Lösung (t’, w) der letzteren eine 
Lösung (ft, v) der ersteren erhält. Hieraus folgt unmittelbar, 
dass (t’ —= 27, u’ —= 2U) jedenfalls die kleinste gerade Lösung 
der Gleichung t’? — Du’? —4 ist. Ist nun zunächt D=1 
(mod. 8), so kann diese Gleichung überhaupt nur gerade Lö- 
sungen haben; denn wäre eine der beiden Zahlen ?’, w und folglich 
auch die andere ungerade, so wäre die linke Seite durch 8 theil- 
bar, während sie doch — 4 sein soll; in diesem Falle ist daher 
T’ + U’vVD 

2 


DEZE Ur DU, — 7EUYVD, 


und da ausserdem ® —= 1 ist, so ergiebt sich 
h —h, wenn D= 1 (mol. 8). 


Im anderen Falle D=5 (mod. 8) kann die Regel nicht so 
bestimmt ausgesprochen werden, indem bei mänchen dieser De- 
terminanten die kleinste Lösung (7’, U’) wieder eine gerade, bei 
anderen aber eine ungerade ist. Im ersten dieser beiden Fälle 
ist dann wieder 7’—= 2T, U'—=2T und folglich, da @ —=3 ist, 


W”—!h, wenn D=5 (mod. 8), und 7’, U’ gerade; 
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es giebt unterhalb 200 nur 5 Determinanten, nämlich 37, 101, 141, 
189, 197, für welche dieser Fall eintritt*). 
Im zweiten Falle, wenn 7’, U’ ungerade sind, haben wir unter 
allen positiven Lösungen (t’, w), welche ($. 85) aus der Formel 
!’+wWVD _/T + a 


2 2 


für positive Werthe von n entspringen, die kleinste gerade auf- 

zusuchen. Versuchen wir daher die nächst grössere Lösung, welche 
dem Exponenten n — 2 entspricht, so erhalten wir 

ae DU, u — TTV: 

2 ’ I 

da w' offenbar ungerade ist, so gehen wir zu dem folgenden Ex- 

ponenten » — 3 über, um die nächst grössere Lösung zu prüfen; 


da finden wir 


T’>+3DT'U': #23 3 DOR 
Dee u ee a RT: m 
| 4 4 
und da 
T:?= Ü'?2=1(mod8), 3D= — 1 (mod. 8) 


ist, so folgt, dass ?’ und folglich auch w' gerade Zahlen werden, 
und also ? —=2T, W—2UD ist. Wir haben daher in diesem 
Falle 


TRTUDE (2) 
und 
T'+U'yD 
log EI IE 1108 (T+ UYD); 


berücksichtigt man ferner, dass & —= 3 ist, so ergiebt sich die 
Relation 


h"—=h, wenn D=5 (mod. 8), und 7’, U’ ungerade. 


Auch für positive Determinanten hat Gauss**) ebenfalls die 
Relationen zwischen den Anzahlen der Formen der ersten und 
zweiten Art aufgestellt, für den letzten Fall aber, in welchem 
D == 5 (mod. 8) ist, in ganz anderer Forın; er zeigt nämlich, dass 
die drei ursprünglichen Formen 


*) Vergl. Cayley: Note sur Pequation @®— Dy?—=+4, D=5 (mod. 8), 
Crelle’s Journal, Bd. 53, p.369. Man findet daselbst eine Tabelle, welche bis 
D = 997 reicht. 

**) D. A. art. 256. VI. — Vergl. $. 151, 1. 
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Wu (un 1T2) (W279 


entweder alle äquivalent sind, oder drei verschiedenen Classen 
angehören; und je nachdem das Erstere oder Letztere eintritt, 
ist "= hoder W—=14n. 


8. 100. 


Nachdem wir im Vorhergehenden für alle Fälle gezeigt haben, 
wie die Classenanzahl der Formen zweiter Art aus der der Formen 
erster Art gefunden werden kann, beschränken wir die fernere 
Untersuchung lediglich auf die Bestimmung der letzteren. Bevor 
wir aber dazu übergehen, können wir eine weitere Zurückführung, 
unserer Aufgabe vornehmen, indem wir zeigen, dass man nur solche 
Determinanten D zu betrachten braucht, welche durch keine 
Quadratzahl (ausser 1) theilbar sind. 

Ist D eine beliebige Determinante, so kann man immer 
D = D!' 8? setzen, wo S? das grösste*) in D aufgehende Quadrat, 
und also D’ ein Product aus lauter ungleichen Primzahlen (oder 
auch = — 1) ist, welches dem Zeichen nach mit D) übereinstimmt; 
dann lässt sich die Classenanzahl der Formen von der Determi- 
nante D auf die der Formen von der Determinante,D’ zurück- 
führen, Bezeichnen wir alle auf die Determinante D bezüglichen 
Grössen durch beigesetzte Accente, so wollen wir zunächst die 


beiden Summen 
SLLN. ID Al 
el 


mit einander vergleichen, in welchen wir der Bequemlichkeit 
halber s statt 1 + o geschrieben haben. In der zweiten muss 
der Buchstabe n’ alle positiven Zahlen durchlaufen, welche relative 
Primzahlen gegen 2D’ sind. Bezeichnen wir mit q’ alle positiven 
ungeraden, nicht in D’ aufgehenden, und, wie früher, mit q alle 
positiven ungeraden, nicht in D aufgehenden Primzalilen, so ist, 
wie wir früher gesehen haben, 


*) Die folgende Untersuchung gilt auch für den Fall, dass D’ selbst 
noch quadratische Factoren hat. 
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SID Le 1 
2 & Pe 1 
Bor 
ga/q 
und natürlich ebenso 


SED ML 1 
el EceN : 
I g° 

Offenbar bildet nun das System der Primzahlen q nur einen 
Theil der Primzahlen g’, denn eine in D=.D' 82 nicht aufgehende 
Primzahl q geht auch nicht in D’ auf und ist folglich eine der 
Primzahlen g’. Das System der Primzahlen g’ besteht daher aus 
dem der Primzahlen q und aus solchen ungeraden Primzahlen r, 
welche nicht in D’, wohl aber in D, also auch in S aufgehen, und 
deren Anzahl offenbar endlich ist. Das auf die Determinante 
D' bezügliche unendliche Product wird sich daher in folgender 
Weise zerlegen 


1 : 1 1 
Il 


— nr = I Mo; 
Bee nn er 


da nun ferner D= D'S? und folglich 


Oasen. ©, 


ist, so erhalten wir, indem wir statt der beiden unendlichen Pro- 
ducte wieder die unendlichen Reihen aufschreiben, das Resultat 


Or en 


und hieraus 


ß DNB D' a 1 
im 2 (7); 1 (1-(— —),) im > GR 


wo also das Productzeichen sich auf alle ungeraden in $, aber 
nicht in D’ aufgehenden Primzahlen r bezieht. 

Nachdem wir so für positive wie negative Determinanten das 
Verhältniss zwischen den beiden analogen Grenzwerthen bestimmt 
haben, die als Factoren in den Classenanzahlen A und A’ für die 
Determinanten D und D’ auftreten, müssen wir wieder die beiden 
Hauptfälle von einander trennen. 


II 
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Ist zunächst D’ und folglich auch D negativ, so haben wir 
(da wir uns auf Formen der ersten Art beschränken) 


Veen" De 097 
= im 2 (A) DD PR 


n/n.tV ir 
und, den einzigen Fall ausgenommen, in welchem D’— — 1, 
DVD Dir 
N = lim Sr) 
Mit Ausnahme des Falles D’ — — 1 ist daher, mit Rücksicht auf 


das eben gefundene Verhältniss der beiden Grenzwerthe der un- 
endlichen Reihen, 


HEN s.n(1-(2)5): 


ist aber D’D—=— 1 alo#"—=4 W—1, undD—= — $:% nicht 
ebenfalls = — 1, also S>1, so ist die Classenanzahl für eine 
solche ee D gleich 


sn IT). 


2 


Für positive Determinanten haben wir folgende Formeln 


erhalten: 
2yD : BERN. 
De ee 
= Kar oyD"2 er 
5 2yD’ ee 1 
u lo) are 
wo 7’, U’ die kleinsten positiven Zahlen bedeuten, die der Be- 
dingung T’2 — D’ U’? — 1 genügen; hieraus ergiebt sich 
TIERE U'vD') S. (1 - (2) 
ns ton „) 
und es kommt nur noch darauf an, das Verhältniss der beiden 
Logarithmen in rationaler Form anzugeben. Offenbar liefert nun 
jede Lösung (f, u) der Gleichung 
- Du—=l dh —- Dew=1 
eine Lösung der Gleichung 
— D’u?=1, 


in welcher 
Tu Ba t, u’ pe Su, 
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also das zweite Element w durch $ theilbar ist; und umgekehrt, 
sobald in der Lösung (t’,w') das zweite Element w’ durch $ theilbar 
ist, so erhält man hieraus eine Lösung der ersteren. Hieraus 
folgt, dass die beiden Zahlen 
Eu Tea 
die kleinste positive Lösung der zweiten Gleichung bilden, in 
welcher das zweite Element durch $ theilbar ist, man kann daher 
Tı-SUYD'=T+UVYD=(T-+U'y.D) 

setzen, wo A der kleinste positive ganze Exponent ist, für welchen 
der irrationale Bestandtheil der Potenz einen durch S8 theilbaren 
Coefficienten erhält; und dann ist 


? 1 DW 
ha X 2 801): 


Setzt man, wie früher, 
(T’+-UYVDY —=tb+uVD', 

so lässt sich der Werth von A unmittelbar angeben, wenn für 
jede einzelne in $ aufgehende Primzahl p die kleinste Zahl v 
bekannt ist, für welche u, durch p theilbar, und zugleich die 
höchste Potenz von p gegeben ist, welche dann in «, aufgeht *); 
doch gehen wir hierauf nicht weiter ein, da der Hauptzweck, das 
Verhältniss zwischen den Classenanzahlen A und %’ für die De- 
terminanten D und D’ zu finden, erreicht ist. 

Dieselbe Aufgabe ist, wenigstens für negative Determinanten, 
auch schon von Gauss vollständig gelöst**). 


g. 101. 


In Folge der vorhergehenden Untersuchungen können wir uns 
auf den Fall beschränken, in welchem die Determinante D durch 
kein Quadrat ausser 1 theilbar ist, und es bleibt nur noch übrig, 
den Grenzwerth der unendlichen Reihe 
E Dirichlet: Ueber eine Eigenschaft der quadratischen Formen von 
positiver Determinante (Crelle’s Journal, Bd. 53). | 

en D. 4. art. 256. V. Uebrigens ist es sehr wahrscheinlich, dass Gauss 
auch für positive Determinanten die obige Lösung vollständig gefunden 
hat; vergl. die Abhandlung des Herausgebers: Ueber die Anzahl der Ideal- 
Classen in den verschiedenen Ordnungen eines endlichen Körpers (Braun- 
schweig, 1877). — Vergl. $. 151, I. — Die obigen Sätze sind auf anderem 
Wege auch von Lipschitz bewiesen (Crelle’s- Journal, Bd. 53) 
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N 
NN net 


für unendlich abnehmende positive Werthe von e wirklich zu 
bestimmen. 

Solange E positiv bleibt, ist diese Reihe immer convergent, und 
zwar ist ihre Summe durchaus unabhängig von der Ordnung, in 
welcher man ihre Glieder auf einander folgen lässt; ist aber e—=0, 
so gehört diese Reihe zu der Classe derjenigen, in welcher die 
Summe der positiven Glieder für sich, so wie die der negativen 
Glieder für sich genommen unendlich gross ist. Da nun unter der 
Summe einer unendlichen convergirenden Reihe stets der Grenz- 
werth verstanden wird, welchem sich die Summe ihrer ersten 
n Glieder nähert, wenn die Gliederanzahl n unbegrenzt wächst, so 
sieht man leicht ein, dass bei einer unendlichen Reihe von dieser 
eigenthümlichen Beschaffenheit erst dann von ihrer Convergenz - 
und von ihrer Summe die Rede sein kann, nachdem ihre sämmt- 
lichen Glieder in eine bestimmte Ordnung gebracht sind, nach 
welcher eines auf das andere folgt; denn die Summe, wenn sie 
überhaupt existirt, hängt wesentlich von der Compensation ab, 
welche zwischen den für sich allein unendlich wachsenden posi- 
tiven und negativen Bestandtheilen gerade durch diese Anordnung 
der Glieder hervorgebracht wird. Eine solche unendliche Reihe 
hat daher ganz verschiedene Summen, je nach der verschiedenen 
Anordnung der Glieder. Aber gesetzt auch, dies wäre gar nicht 
der Fall, sondern die Reihe hätte auch für den Werth oe = 0 einen 
vollständig bestimmten Werth, so würde sich immer noch fragen, 
ob dieser Werth auch der Grenzwerth ist, welchem sich der Werth 
der Reihe unendlich nähert, wenn ge unendlich klein wird, d. h. es 
würde sich fragen, ob der Werth der unendlichen Reihe sich an 
der Stella oe = 0 stetig mit oe ändert. 

Ueber alle diese Zweifel entscheidet nun der folgende allge- 
meine Satz*): Sind a), %, & ... unendlich viele Constanten von 
der Beschaffenheit, dass die Summe 

EV EL, ne  L 
wie gross auch n werden mag, ihrem absoluten Werth nach stets 
kleiner bleibt als eine feste Constante CO, so convergirt die unend- 
liche Reihe 


*) Dirichlet: Recherches etc. $. 1. — Vergl. $. 143. 
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Dh Pa 1. TE ne 
Tea Bu ige + — er E 
für jeden positiven Werth des Exponenten s (excl. s — 0) und ist 
zugleich eine stetige Function von S. 
Um dies zu beweisen, vergleichen wir die vorstehende Reihe 
mit der folgenden 


nn 


Die Summen der ersten n Glieder der ersteren und letzteren Reihe 
unterscheiden sich von einander nur um 


Bam: 
(n + 1)e’ 
da nun der Voraussetzung nach ß„ seinem absoluten Werth nach 
stets unterhalb der endlichen Grösse © bleibt, und s positiv ist, 
so wird dieser Unterschied mit unbegrenzt wachsendem n unend- 
lich klein werden. Nähert sich daher die Summe der ersten 
n Glieder der einen Reihe einem bestimmten Grenzwerth, d.h. 
convergirt die eine Reihe, so ist dies auch mit der anderen der 
Fall, und zwar hat sie dieselbe Summe. Wir brauchen daher die 
obigen Behauptungen nur für die letztere Reihe zu beweisen; 
dazu betrachten wir die Summe von beliebig vielen Gliedern, 
welche auf die ersten n Glieder folgen: 


1 1 
Parı ke +1) (m =] Er 
1 1 
+ Ara arm mr); 
da die Differenzen 
a 1 li 1 


a tee —— DC Do—_—— 2000 


R+1)° nR+2 n +2) (n + 3) 
sämmtlich positiv sind, und ihre Coefficienten 
Br Dear 
absolut genommen sämmtlich kleiner als C sind, so ist die Summe 


dieser m Glieder absolut genommen auch kleiner als das Product 
aus Ü und der Summe jener m Differenzen, d. h. kleiner als 


DEN rn) 
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und folglich auch kleiner als die von der Gliederanzahl m un- 
abhängige Grösse 
C OR 

(n + 1)°® < ne 
die Summe dieser m Glieder der Reihe kann daher, wie gross ihre 
Anzahl m auch genommen werden mag, durch hinreichend grosse 
Wertbe von n kleiner gemacht werden, als jeder vorher vor- 
geschriebene noch so kleine Werth. Das Stattfinden dieser Erschei- 
nung ist aber bekanntlich nicht nur ein erforderliches, sondern 
auch ein ausreichendes Kennzeichen für die Convergenz einer 
unendlichen Reihe, 

Nachdem so für jeden positiven Werth von s die Convergenz 
der Reihe gezeigt ist, haben wir noch zu beweisen, dass der Werth 
der Reihe sich stetig mit s ändert; wir weisen dies nach für das 
Gebiet aller positiven Werthe von s, die grösser sind, als ein be- 
stimmter positiver Werth 6; da man nämlich, wie klein ein von 
Null verschiedener positiver Werth s auch sein mag, immer noch 
einen positiven Werth 6 angeben kann, welcher unterhalb s liegt, 
so wird der Beweis dann wirklich für alle positiven Werthe s 
(excel. s —= 0) gelten. Nun können wir die ganze Reihe als aus 
zwei Theilen bestehend ansehen, deren erster die Summe ihrer 
ersten n Glieder 


1 1 1 1 
ßı (G- 5) ns Me + Br n® 5 _, 
also eine stetige Function von s ist, während der zweite, wie im 


Vorhergehenden bewiesen ist, sicher 
y 


C 
= © und also auch & a 
n® N 


ist; dieser letztere Theil kann also durch die Wahl eines hin- 
reichend grossen Werthes von n, d. h. durch eine zweckmässige 
Zerlegung der ganzen Reihe, kleiner gemacht werden, als irgend 
ein vorgeschriebener Werth; und zwar wird, was besonders wichtig 
ist, für alle Werthe von s> 60 dies durch einen und denselben 
Werth von n, d. h. durch eine und dieselbe Zerlegung der unend- 
lichen Reihe bewirkt werden. Da nun der erste Bestandtheil 
stetig ist, so kann eine etwaige Unstetigkeit des Ganzen nur von 
einer Unstetigkeit des zweiten Bestandtheils herrühren, und folg- 
lich muss, da dieser zweite Theil für alle in Betracht kommenden 
Werthe von s absolut genommen < Un? ist, die Grösse einer 
Dirichlet, Zahleutheorie, 17 
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plötzlichen Werthänderung beim Durchlaufen eines bestimmten 
Werthes von s jedenfalls < 2 On“ sein. Da wir aber durch 
zweckmässige Wahl von n diesen Werth beliebig klein machen 
können, so folgt, dass gar keine Unstetigkeit vorkommen kann; 
denn fände wirklich ein Sprung um eine Grösse u statt, so nehme 
man n so gross, dass 2 On-" <u wird, so ergiebt sich augen- 
blicklich der Widerspruch. 

Nachdem so der obige Satz vollständig bewiesen ist, wenden 
wir ihn auf unsere Reihe”) 


an, in welcher die Glieder von jetzt ab stets so geordnet werden 
sollen, dass. die Zahl n- beständiy wächst. Unter dieser Voraus- 
setzung erkennt man leicht, dass diese Reihe einen speciellen Fall 
der in dem vorstehenden Satze untersuchten Reihe bildet; setzt 
man nämlich 


1 — (2) oder = 0, 
Mm) 


je nachdem m relative Primzahl zu 2 D (also eine Zahl n) ist oder 
nicht, und lässt m ein vollständiges Restsystein (mod. 4 D) durch- 
laufen, so ist die Summe der entsprechenden Coethieienten &„ stets 
— 0, weil diese Coefhicienten «„ theils selbst — 0 sind und die 
übrigen, wie eine frühere Untersuchung (8. 52) ergeben hat, zur 
Hälfte den Werth -+- 1, zur anderen Hälfte den Werth — 1 besitzen. 
Hieraus folgt unmittelbar, dass die Summe von noch so vielen auf 
einander folgenden Coefticienten «, stets unterhalb einer endlichen 
Grösse (+ 2.D) bleibt. Mithin ist die im der oben angegebenen 
Art georduete Reihe 

St 2a (2) I: 

m° N’ m: 

convergent, so lange s positiv bleibt, und zugleich eine stetige 
Function von s; und folglich wird, wenn e unendlich klein wird, 


AR AL) 1 SUR 
IE ers 


wo, wie wir nochmals hervorheben, die Glieder der Reihe so ge- 
ordnet sind, dass n beständig wächst. 


*) Die Eigenschaften derselben als Function der unbeschränkten Varia- 


belen s=1-+_ sind von Hurwitz untersucht (Schlömileh, Zeitschr. f. 
Math. u. Phys. Jahrg. 27; 18:2). 
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Es ist nun zweckmässig, bei der Bestimmung der Summe der 
unendlichen Reihe 
Dal 
= n 
dieselben vier Fälle zu unterscheiden, welche wir früher (8. 52) 
aufgestellt haben. Wir wenden uns zunächst zu dem Fall, in 


welchem 
n 


D 
ep, 4.4), also ()= (3) 
An (mod. 4), also n P 
ist, wo P den absoluten Werth von D bedeutet, und also eine 
positive ungerade, durch kein Quadrat theilbare Zahl und >1 ist. 
Dann lässt sich die Reihe U 


ED 1 
Ne >: (5) ey IP ji 
leicht auf die Reihe 
u=-2(5)- 
m 


zurückführen, in welcher m, beständig wachsend, alle positiven 
relativen Primzahlen zu P, auch die geraden, durchläuft. Da jedes- 
mal, wenn m ein vollständiges Restsystem (mod. P) durchläuft, 


zufolge $. 52, (3) 
>> >) > 
3(3)=0 


ist, so convergirt die Reihe M; ist ferner k eine beliebige positive 
ganze Zahl, und betrachtet man alle diejenigen Zahlen m, welche 
<2kP sind, so sind dieselben zum Theil ungerade, zum Theil 
gerade; die ersteren stimmen offenbar mit allen Zahlen n<2KkP 
überein, und die letzteren sind von der Form 2m’, wo nm alle 
diejenigen Zahlen m durchläuft, welche < kP sind. In dieser 
Ausdehnung ist daher 


m\ 1 n\ 1 (2m 1 
N eeipe =eS = Nele 
2(? m x (7) +2 (Fr) m 


Ge 1 DE An Il 
=2(p), + Pre 


IıTcr 
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und hieraus folgt, wenn man % über alle Grenzen. wachsen lässt, 


MEN (55 N— (i -(z) 5) M 


Allgemeiner findet man leicht, dass 


ist; man braucht nur den reciproken Werth des ersten Factors 
auf der rechten Seite in eine geometrische Reihe zu verwandeln, 
und diese mit der Reihe auf der linken Seite zu multipliciren, 
so ergiebt sich als Product der zweite Factor auf der rechten 
Seite; oder man kann auch genau so wie oben verfahren, indem 
man die Zahlen m zerlegt in die Zahlen n und 2m’. 


8. 103. 


Die nun noch auszuführende Summation kann mit Hülfe 
eines in den Supplementen (l. 8. 116) bewiesenen Satzes auf ver- 
schiedene Arten bewerkstellist werden, entweder durch Zurück- 
führung auf Fourier’sche Reihen, oder durch die Integration eines 
rationalen Bruches. Wir schlagen den letzteren Weg als den 
directeren ein. Bedeutet m irgend eine positive ganze Zahl, so 
ist bekanntlich 


1 
EN N! m 
w — \ m\ en m— 
M 2 (%) ? VE ldx. 
{1 


Da nun das Jacobi’sche Symbol für alle einander nach dem Modul 
P congruenten Zahlen m denselben Werth hat, so ist die Summe 
der Glieder unserer Reihe, in welchen m < kP, gleich 


1 
dx 1 pkP 
E= I®) Er 


wo zur Abkürzung 


HOE-» (5) zu 
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gesetzt ist, und der Summationsbuchstabe u die Werthe m durch- 
laufen muss, welche < P sind. Da dieselben ein vollständiges 
Restsystem in Bezug auf den Modul P bilden, so ist nach einem 
schon öfter benutzten Satze (8. 52) 


| W=i($)=0; 
es ist folglich /(z) theilbar durch x(z= — 1), und mithin hat der 
Bruch 
ı,_f@ 
« 1-z? 


im reellen Integrationsintervall O<x<1 endliche Werthe, Hier- _ 
aus folgt leicht, dass mit unbegrenzt wachsendem %k das Integral 


1 
jüsitonde 
y P% 


1— x? 


unendlich klein wird, und wir erhalten folglich 


Sfäybe OR, 

= NPy'Mm I 1— ar’ 
die Aufgabe ist mithin darauf zurückgeführt, einen echten ratio- 
nalen Bruch zu integriren, was bekanntlich durch Zerlegung des- 
selben in sogenannte Partialbrüche geschieht. Setzen wir zur 


Abkürzung 


2ari 


vV-1=i, er —h, 


so ist in unserem Falle der Nenner 
aıP —1 = [I(& — 0°), 


wo das Productzeichen sich auf den Buchstaben & bezieht, welcher 
ein vollständiges Restsystem in Bezug auf den Modul P durch- 
laufen muss; wir setzen fest, dass & die Werthe 


DR 2 el 1) 
durchlaufen soll; man erhält dann nach bekannten Regeln 


Re le) 


x 1—ır P”=z2—0®' 


wo das Summenzeichen sich auf den Buchstaben « bezieht. Nach 


der oben eingeführten Bezeichnung ist nun 
2ari 


e=2(5)e 
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und diese Summe ist vermöge des in den Supplementen (1. $.116) 
bewiesenen Satzes 


& N rg 
-(S)vp. mem, 


wo die Quadratwurzel Y P positiv, und 


u 

—\—=0 

(? ) 
zu nehmen ist, wenn « keine relative Primzahl zu P ist. Die 
Zerlesung in Partialbrüche liefert uns also das Resultat 


177 
f(z a er (>) 


ee EEE 
wo das Summenzeichen sich auf den Buchstaben & bezieht, der 
nur alle die positiven ganzen Zahlen zu durchlaufen braucht, 
‚welche < P und relative Primzahlen zu P sind. 
Die nun auszuführenden Integrationen der einzelnen p(P) 
Partialbrüche sind in der einen Formel 


4 and ==310g ea): + or + arctang — 


z—a—bı 
oder 
: x — c0sÖ 
een ,log 922 cosd + ı| + traretang ——— 
2 — sin Ö 


enthalten, aus welcher, wenn 0 <6 < 2x ist, 


a: 
de: 
Ss eit m 


0 


log(2sin$d) +i [aretang (tang#d) + arctang (cotang | 


folgt, vorausgesetzt. dass die beiden Arcus, welche in der Paren- 
these stehen, in dem Intervall zwischen +1 und — 3x genom- 
men werden. Mag nun d zwischen 0 und z, oder zwischen x und 
2x liegen, so ergiebt sich hieraus leicht, dass immer 
1 
WERE ER N 
Un El AED sp : 
Kerr log (2sinz6) + id (4m — 18) 
0 
ist. 
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Wenden wir dies auf unseren Fall an, so erhalten wir 


1 
N 
= ln (2 ing) +i (5-7 


und folglich 


> = (AN I eslaan &® re RAN) 
2(P m vP (9 log (2sin +(5-F) 


wo das Summenzeichen rechts sich auf alle g(P) Werthe von « 
erstreckt. Da nun 
1 
I a 
(p)=0 


ist, so können die in der Parenthese befindlichen Glieder, welche 
von « unabhängig sind, wie log 2 und mi weggelassen werden, 
und man erhält dann 


pe vp 2 (p) lei Dee) 
Dieses Resultat nimmt noch einfachere Formen an, wenn man 
die beiden Fälle ? = 1 (mod. 4) und P==5 (mod. 4) von ein- 
ander trennt. Im ersteren Falle ist nämlich 
VB 2 221 
und folglich, da die linke Seite reell ist, 


mı\ 1 


a le EERETU 
= \ P)m Re (5 


s(F)e=9 


im letzteren Falle dagegen ist 
WUPF-D2 — 4 


Air). 
x (7) log sin & ze ==). 


Diese beiden Vereinfachungen lassen sich auch auf folgende Weise 
verifieiren. Bedenkt man, dass (P — «) dieselben Werthe wie «& 


durchläuft, so folgt 


Ice sin 2? 
g Sn 


und folglich 
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2 (7)e=8 (7°) ER, (Z)« 
(>) log sin B= =; (= 5 *) log sin Kanals — = 
% (5 .) log sin . 

ist nun P = 1 (mod. 4), so folgt hieraus 
x (p)e=-2(p)e=0; 


ist dagegen P = 3 (mod. 4), so ergiebt sich 


a [4 5=-:6) oO = 
2 (7) !os sin y = 2\p log g sin = 0. 


M 


8. 104. 


Hiermit ist nun für den von uns betrachteten Fall, in welchem 
die Determinante D=+ P= 1 (mod.4) und durch kein Quadrat 
theilbar ist, der gesuchte Grenzwerth 


MEDNT FE ! m\ 1 
einen 


wirklich in Form eines geschlossenen Ausdrucks gefunden, und 
um die Anzahl h der zu dieser Determinante D gehörenden ur- 
sprünglichen Formen der ersten Art zu erhalten, brauchen wir 
nur noch die beiden Fälle, in welchen D negativ oder positiv ist, 
von einander zu trennen, 


Erstens. Ist D negativ =— P, und also P = 3 (mod. 4), so 


ist ($. 97) 
nen u 22(2)} Ex 


und da in diesem Falle 


DNS RB 2A N Se 
De ))2@)» 
--@)a)err2Q@)® 
ist, so ergiebt sich 


=> (DM): 
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wo « wieder alle positiven ganzen Zahlen durchlaufen muss, die 
< P und relative Primzahlen zu P sind. Offenbar muss et 
Ausdruck für die Classenanzahl sich noch in der Weise umformen 
lassen, dass der Divisor P verschwindet. Dies lässt sich in der 
That durch folgende Betrachtung erreichen. Bezeichnet man mit 
'@' diejenigen Zahlen «, welche <4 P sind, so stimmen die Zahlen 
(P—o') mit denjenigen Zahlen & überein, welche >4P sind; 
es ist daher 


x (5 o=2(p)«+2(5 eo), 


wo die Summenzeichen rechts sich auf den Buchstaben &' beziehen, 
da nun P= 3 (mod. 4), und also 


E-AR-- 


ist, so erhalten wir 


s()e=er(ä)e-rrß) 


Offenbar wird die Reihe aller Zahlen & aber auch erschöpft durch 
die sämmtlichen Zahlen 2 und (P— 2«), und folglich ist auch 


3(5)a-2()20 +2 (er 20) 


oder nach leichten Reductionen 


G2@)= 2) 


Zieht man diese Gleichung von der früheren ab, nachdem dieselbe 
mit 2 multiplicirt ist, so erhält man 


b-()12(@)---r2@) 


und hierdurch verwandelt sich der obige Ausdruck für die Olassen- 
anzahl in den folgenden einfachsten: 


er (7) 
Wir können daher für diesen Fall als Resultat unserer ganzen 
Untersuchung folgenden Satz aussprechen: 
Ist P eine positive, durch kein ER at theilbare Zahl von der 
Form 4n + 3, und bezeichnet man mit « alle relativen Primzahlen 
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zu P, welche <4P sind, so findet man die Classenanzahl h der zu 
der Determinante D— — P gehörenden Formen der ersien Art, 
wenn man von der Anzahl derjenigen der Zahlen «&', für welche 


= 


ist, die Anzahl der übrigen Zahlen « abzieht. 
Der Ausdruck dieses Satzes vereinfacht sich in dem speciellen 
Falle, wenn P’ eine einfache Primzahl ist, folgendermaassen: 


Ist der absolute Werth p der negativen Determinante D=— p 
eine Primzahl von der Form An + 3, so ist die Classenanzahl h 
der zu ihr gehörigen Formen der ersten Art gleich dem Ueberschuss 
der Anzahl der zwischen 0 und }p liegenden quadratischen Leste 
von p über die Anzahl der zwischen denselben Grenzen liegenden 
quadratischen Nechtreste von »p. 


Dieser letztere Satz ist in einer nicht wesentlich verschiedenen 
Form schon einige Zeit vor der Veröffentlichung der Lösung des 
allgemeinen Problems*) durch Induction von Jacobi**) gefunden. 

Als Beispiel wählen wir die Determinante D == — 11; unter 
den Zahlen 1, 2, 3, 4, 5 sind vier quadratische Reste 1, 3, 4, 5, 
und ein quadratischer Nichtrest 2 von 11; mithin ist die Anzahl 
der Formen erster At =4— 13, In der That giebt es für 
diese Deterininante nur drei (nicht äquivalente) reducirte Formen 
erster Art, nämlich (1, 0, 11), (3, 1, 4) und (3, —1, 4). 

Beiläufig mag bier bemerkt werden, dass zufolge ıles gewon- 
nenen Resultats die Anzahl der Zahlen «', für welche 


' 


[24 
Or 


stets grösser ist, als die Anzahl der Zahlen «', für welche 


ist, da A immer eine positive Zahl, nie — 0 ist: ein Satz, welcher 
auch für den einfachsten Fall, wo P eine Primzahl von nr Form 


*) Dirichlet: Recherches sur diverses applications de lanalyse infin- 
tesimale a la theorie des nombres in Crelle’s Journal Pdde. 19,21. 

**) Observatio urithmelica in Crelle's Journal Bd. 9: Dirichlet: 
Gedächtnissrede auf C. G. J. Jacobi, und Kummer: Gedächtnissrede auf 
@. P. Lejeune Dirichlet. 


‘ 
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4n + 3 ist, auf anderem Wege noch nicht hat bewiesen werden 
können (vergl. das Theorem über die arithmetische Progression 
Supplement V1.). 


’ 


Zweitens. Ist die Determinante positiv — + P, und also 
P=1 (mod. 4), so ist (nach $. 99) die Classenanzahl 
ae 12 VD > =) Eu 
log (T+ -UyD) “ ( n 


und da in diesem Falle 


62H 


ist, so ergiebt sich 


2 
2- (7) 
he 2 


_ [un 2 (Z)log sin: 
log(T+ UVP) 7 2 


Bezeichnet man die Zahlen & mit « oder mit b, je nachdem 


(>) —+tlodr=— 1 
ist, so nimmt die vorstehende Gleichung folgende Gestalt an: 
2 am 
an 2— (5) ER sin a 
log(T+ U vB" u an 


hierin beziehen sich die Productzeichen || im Zäbler und Nenner 

resp. auf alle 5 und auf alle a; und ausserdem bedeuten 7, U die 

kleinsten positiven ganzen Zahlen, welche der Pell’schen Gleichung 
Tr— PR] 

genügen. Der wahre Charakter dieses Resultates wird durch eine 

weitere Umformung ($. 107) noch deutlicher werden. 
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$. 108. 


Nachdem im Vorhergehenden (88. 102 bis 104) der Fall, in 
welchem D= 1 (mod. 4) ist, seine vollständige Erledigung ge- 
funden hat, begnügen wir uns, die Hauptmomente für die allge- 
meine Untersuchung hervorzuheben. Es handelt sich zunächst um 
die Bestimmung der Reihe 


in welcher n, beständig wachsend, alle positiven ganzen Zahlen 

durchlaufen muss, die relative Primzahlen zu 2D sind. 
Gebrauchen wir nun die Buchstaben P,ö,e genau in derselben 

Bedeutung, wie sie am Schluss des $. 52 festgesetzt ist, so ist 


(=) — OYln—ı su (n®—ı) (>) 


und folglich stets 
zu )= (7 ;” 


wenn n= v (mod. 8 P) ist. Setzt man daher 


und 


wo v alle die Zahlen » durchläuft, welche <8 P sind, und berück- 
sichtigt, dass f(1)= 0 ist ($. 52), so findet man unter der Voraus- 
setzung, dass der Modulus von x auf dem Integrationswege < 1 
bleibt, ähnlich wie in &. 103, 


ı 
n-[ j@ en fra 
6) 


1—27% ee 


0 
wo @ alle Wurzeln der Gleichung 


oasP—1 
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durchlaufen muss; diese sind bekanntlich von der Form 
‘ 


@ oh IR 
wo zur Abkürzung 
u „ 2ri 
2 it u 
je — nn, 0=er 


gesetzt ist; lässt man r und s vollständige Restsysteme resp. nach 
den Moduln 8 und P durchlaufen, so erhält & seine sämmtlichen 
8 P Werthe. 

Bedeuten nun u und m resp. die kleinsten positiven Reste der 
Zahl v in Bezug auf die Moduln 8 und P, so ist u eine der vier 
Zahlen 1, 3, 5, 7, und m eine der p(P) relativen Primzahlen zu P; 
und da umgekehrt jedem solchen Restpaare u, m eine und nur 
eine bestimmte Zahl v entspricht ($. 25), so findet man, mit Zu- 
ziehung des in den Supplementen ($. 116) bewiesenen Hülfssatzes, 


/(®) =% (=) 1 nen) jr ors 


V 
=== ee & Yu? —1) gur ı (%) gms 
er) P—ıya 
r 2 
— jr (14 dir) (1+E(—1)r) (5); vr, 
wo YP positiv ist, und das Jacobi’sche Symbol den Werth Null 
hat, wenn s keine relative Primzahl zu P ist. Wenn P=1, so 


sind die Factoren, in welchen P vorkommt, wegzulassen. Setzen 
wir nun zur Abkürzung 


A - fr P) ze 


wo s alle incongruenten Zahlen (mod. P) zu durchlaufen hat, die 
relative Primzahlen zu P sind, so ergiebt sich 


2) 
2 een 
Pay? 


wo r ein vollständiges Restsystem (mod. 8) durchlaufen muss. 
rennt man. jetzt die vier Fälle von einander, so erhält man 


folgende Resultate: 


N=— Sat) +) 
v 
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LDe+P=7 (mid 20 = 77 Le nl, 
(et 
N.2eyP==-7 19(0) — dA)! 
IL, D=+P=3(md.)d—-—-Le=Hl]; 
P-ıy2 
N.2YyP=—ii  " WE—Y6))- 
Ile D =, 27 N ee © 
N) 
N.2V2P= IN-I)—- TO) HEN) 
IV. ee 
(= 2 
NaVIP=-ii"" " WHO) HN) 
Dieselben Formeln gelten auch noch für den Fall P=1,d.h. 
für die Fälle D= — 1, D= +2, D=-—-2, wen 
4 
rd 
REN 


0 
gesetzt wird. Zur Bestimmung der Werthe »(r), auf welche es 
jetzt allein noch ankommt, dient wieder die unter der Voraus- 
setzung 0 < Er < 27 gültige Gleichung 
dx 
ee log (2 sin $ pP) +3(r —p)i, 
0 


und man findet hieraus für den Fall P= 1 leicht folgende Re- 
sultate: 


v1 4 
D>-4L: une 
lg(1+Y2 
)—= — 9: De Lie 
1 2; N= 5, 


wo Y2 positiv zu nehmen ist. Schliessen wir von jetzt an den 
Fal P=1 gänzlich aus, so ist 
)+G MA 
RER 


3. 
ds ke, SEEN 
TEE [3 R| 
Ges 7 r ) 8 Lo 
0 
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wo m den kleinsten positiven Rest der Zahl (Pr +8s) nach dem 
Modul 8 P bedeutet, so dass 

m = Pr (mod. 8), m =8s (mod. P, O0 <m<sP 
ist; hieraus folgt 


a — (>) > (5) | log (? sin 2) + (5 = ;r) 


wo m diejenigen p(P) positiven Zahlen durchlaufen muss, welche 
relative Primzahlen zu P, kleiner als 8P und zugleich = Pr 
(mod. 8) sind; da dieselben nach dem Modul P incongruent sind, 


so ist (8, 52) 
m 
lee 
2210, 


und folglich nimmt die vorstehende Gleichung folgende einfachere 
Gestalt an 


der: 5) (m, (108 sin 4) 
ın=(P >(7) INTERN (2) 


m = Pr (mod.8), O<m<BsP. 

Hierdurch ist nun der Werth der unendlichen Reihe N in 
allen Fällen auf eine Summe von einer endlichen Anzahl von 
Gliedern zurückgeführt; dieselbe ist aber noch bedeutender 
Vereinfachungen fähig, zufolge gewisser Eigenschaften der acht 
Ausdrücke Y(r), die entweder aus der soeben gefundenen Form, 
oder auch aus ihrer ursprünglichen Definition leicht abgeleitet 
werden können. Indem wir den letzteren Weg einschlagen, 
setzen wir zur Abkürzung 
wo die Buchstaben a und 5b die in 8. 52 festgesetzte Bedeutung 
haben; dann wird zufolge der obigen Definition 


F(z) = Il(@& —0°) 


1 
v(r) =; log Bier), 
v 


wo der Modulus der Variabelen x auf dem Wege von 0 bis 1 stets 
< 1 bleibt, oder auch 


gm! 3 
Y(r) ie log Fix). 
0 


wo, wenn die complexen Grössen in der bekannten Weise geo- 
I 2 o) i £ 3 
ınetrisch durch Puncte einer Ebene dargestellt werden, der Punct 


272 Fünfter Abschnitt. $. 105. 


x von 0 bis j-” sich so bewegen muss, dass er im Inneren des mit 
dem Halbmesser 1 um den Punct 0 beschriebenen Kreises bleibt. 
. Die acht Puncte j” zerlegen die Peripherie dieses Kreises in acht 
gleiche Octanten, auf welche sich die g(P) Puncte 4° vertheilen, 
die ihrerseits wieder in zwei Classen 9° und 65 zerfallen. 

Aus der Definition der Function F(x) geht zunächst hervor, 
dass sie mit 

3) (7) 


I — 6) "=F(a) 


conjugirt ist, wenn x’ den mit x conjugirten complexen Werth 
bedeutet; und hieraus folgt unmittelbar, dass Y(r) und 


fee) 


ebenfalls conjugirt sind. Setzt man daher zur Abkürzung 


Raven + (Fe. 
Ion -(F)e%0 


so wird R reell, und J rein imaginär oder =0; und man erkennt 
leicht, dass die Summe N sich auf Ausdrücke von der Form R 
oder J reducirt, je nachdem die Determinante D positiv oder 
negativ ist. 
Aus der Definition der Function F(x) folgt ferner leicht die 
Relation \ 
2). 


F (x) F(—x) — F(&?) (5) 
da nun, wenn x im Inneren des Kreises von 0 bis 3" geht, gleich- 


zeitig —x von O0 bis j=@+®, und x? von 0 bis j-?r fortrückt, 
so ergiebt sich 


urn)+Yler+)= (2) a! % 


dieselbe Eigenschaft kommt offenbar auch den Ausdrücken A und 
J zu. 


Die Function F(&) besitzt endlich noch die folgende Eigen- 


schaft 
r(d sn 2(5): Fa y\F 7) Rn 


(4) 
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da nun, wenn x im Inneren des Kreises von 0 bis 3" geht, der 
reciproke Werth y ausserhalb des Kreises von » bis j" fortrückt, 
so folgt 


fa lo Ay) (Tr) ve) 


und hieraus ergiebt sich 
In) = N dleFla), 
0 


wo z, im Inneren des Kreises von 0 bis j", dann ausserhalb des- 
selben von 5” bis © geht. ‚Die Differenz J(r) — J(r + 1) ist daher 
ein geschlossenes Integral, in welchem die Integrationsvariabele 
einen positiven Umlauf um diejenigen Puncte 9° macht, die auf 
dem von den Puncten j” und j”+! begrenzten Octanten liegen, und 
folglich ist nach bekannten Sätzen der complexen Integration 


et sN\ 
Le Vera) one $ (7): 
wo s alle Werthe durchläuft, die der Bedingung 
r s r+1l 


BEER TE 
genügen; hieraus ergiebt sich weiter 
s 


Rast: 
Ir) = +)=2mi 8 (2): 
und ebenso, wenn r positiv ist, 
ar 
Jn)—Jan=2riN Go 


setzt man die hieraus folgenden Werthe von J(r +4) und J(2r) 
in die aus (6) abgeleitete Gleichung 


2 
In +J/r +9) = (z)7@ r) 
ein, so erhält man 
2 ak Te 2\9r 
2-6 o=2mil! (5)-(F)!( 
Bedenkt man ferner, dass 
4+r S N ], 4 (3 
u N ur, 
 (>)=(7).:,(@) 


Dirichlet, Zahlentheorie. 18 
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ist, so ergiebt sich 
B-o=art(e) 
e-Dl = 2rl +)! 
EEE N NEL ONC) 
Da endlich zufolge (6) und (4) 
oval -(z)70, 


I — 5) %(0) = J(0), 


vo —- (vd) =IR) 
Wat (FRONT IN4FIO 


ist, so wird, wenn die Determinante D negativ, also pP im ersten 
und dritten Falle=3, im zweiten und vierten Falle= 1 (mod. 4) ist, 


1. =; we (5 ): 
MEeNnE 
er 


2 
II. BR: e 
v > 2 pP} 
3 
Te = 
VEPFALZ 
T 


Le |, )- S es) 
Var | ee 
wenn man berücksichtigt, dass im zweiten und vierten Falle 


ae 

Si =2)es0 
| (7) 
ist. 


Für positive Determinanten erhält man ebenfalls Verein- 
fachungen durch > Betrachtung des reellen Ausdrucks (4) 


R === dx 0% 
YR [> (2)| ag r ee 
= 2 (7) We lür— 0) Gr—0mn) 


2), 


= log {F(jr) Kr) 
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welcher zufolge (7) in den folgenden übergeht 


R — ] f ır\2 
En (r) 0g {e F(jr)?}, 


Mer — 


ist, je nachdem P —=3 oder von 3 verschieden ist (8. 140). Da 
nun zufolge (6) und (4) 


oder = 1 


»(0)— Y(4) = 12 — (5)! »(0) 
i 32 Fi) v (0) = R(0) 
+ (Fr) = RE) 
en +(F)W=RO) 


v6) + (Z)v@)= R@) 


ist, so erhält man, weil im ersten und dritten Falle ?P = 1, im 
zweiten und vierten Falle = 3 (mod. 4) ist, 
L n.2vr = -(3)5) eiryı | 
| JE 2 N Be, re) 2) FL 
I. N.2YP=— log {eFi)») ers 
LEN 
DRENSoV> Tr = 10g eaeıı 
IV. N.2V2P = — lo {eF(j) F(j°)°)- 
8. 106. 


Nachdem der Werth der unendlichen Reihe N für alle Fälle 
bestimmt ist, in welchen die Determinante D durch kein Quadrat 
(ausser 1) theilbar ist, können wir nun die Anzahl h der Classen 
der ursprünglichen Formen der ersten Art in geschlossener Form 
angeben *). 


*) Vergl. Kronecker: Ueber die Anzahl der verschiedenen Classen qua- 
dratischer Formen von negativer Determinante, Crelle’s Journal, Bd25% 
Daselbst findet man für negative Determinanten wesentlich neue Formeln, 
welche aus der Theorie der elliptischen Functionen abgeleitet sind. 

18* 
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A. Für negative Determinanten D ist (nach S. 97) 


mit Ausnahme des Falles D——-1, wo der Ausdruck rechter Hand 
zu verdoppeln ist. Hieraus ergeben sich folgende vier Resultate: 


ER, 
. D=— P=1 (mod.4); h=2 (>) 
East 
IL. D=-—-P=3(mod.4; = a 
3 
Il. D=—2 P=2 (mod.8); ı=22(,) 
3: 


IV. D=—-2P=6(md.8j; h=2 2 ( en > (2)} 


wo die Grenzen der Summationen sich immer auf den Wertlı 8s: P 
beziehen*). Aus II. und IV. sind resp. die Fälle D= — 1 und 
D = — 2 auszunehmen, in welchen h = 1 ist. 
B. Für positive Determinanten D ist (nach $. 99) 
hleg T-UYD)=N.2YD, 
wo T;, U die kleinsten positiven ganzen Zahlen bedeuten, welche 
der Bedingung 
— DU-—]1 
genügen und nach der angegebenen Methode (3.84) stets gefunden 
werden können. Der Werth N.2Y.D ist am Schlusse des vorigen 
Paragraphen bestimmt; statt der dortigen Formeln kann man 
auch die folgenden aus der Gleichung (2) des vorigen Paragraphen 
ableiten: 
. D=P=1 (mol. 4) 


hlee (TH UYP)=— en 6) S (5) log sin > 


il. D=P=3 (mod. 4) 


hlog(T+ UvP)= 2 (— ! (4 75) 108 sin Or 
sn P 4P 


*) Umgekehrt kann man diese Formeln benutzen, um die Vertheilung 
der Zahlen « und 5b auf die acht Octanten mit Hülfe der : Classenanzahblen 


für die Determinanten —P und —2 P zu bestimmen (Gauss Werke, Ba.II, 
1863, p. 288). 
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IL. D=2P= 2 (mod. 8) 


hlee(T+ VAD—-—_ S(: (>) He: 
(3) (gt sin 
NED Pr 6 tmodi 8) 
ar 8 9 
h lo I U 2 Pl— — % (= -) (5) Br TE. 
g( + V ) = N P log sın F D’ 


=! 


nn 
8 


wo n alle relativen Primzahlen zu 2 P durchlaufen muss, für 
welche »: P zwischen den angegebenen Summationsgrenzen liegt. 
Die drei letzten Fälle lassen sich in der gemeinschaftlichen Formel 


Sr D NE 

hl FE y er ln or ee 

og(T+UVD) x(7) log sinn 

zusammenfassen, wo n alle zwischen 0 und 4 D liegenden relativen 
Primzahlen zu 4 D durchlaufen muss. 


8. 107. 


Betrachten wir die so gewonnenen Resultate, so zeigt sich ein 
wesentlicher Unterschied zwischen den positiven und negativen 
Determinanten. Während nämlich der Ausdruck für die Classen- 
anzahl bei einer negativen Determinante unmittelbar die Form 
einer ganzen Zahl hat — dass dieselbe zugleich positiv ist, hat 
freilich bis jetzt noch Niemand aufelementarem Wege nachgewiesen 
— so. ist dies keineswegs unmittelbar ersichtlich bei den Aus- 
drücken, welche die Classenanzahl für eine positive Determinante 
darstellen. Es ist nun von hohem Interesse, dass mit Hülfe eines 
Satzes aus der von Gauss*) gegründeten Theorie der Areistheilung 
(Supplement VII) die obigen Ausdrücke für hlog(7T+ UVD) 
wirklich stets in die Form log (t + wY D) übergeführt werden 
können, wo t, u ganze Zahlen bedeuten, welche der Gleichung 
t? — Du? — 1 genügen. Dies wollen wir jetzt nachweisen **). 

Behalten wir die bisherigen Bezeichnungen bei, so können 
wir, wie im Supplement VII gezeigt ist, stets 


*) D. A. Sectio VII. | | 

»*) Lejeune Dirichlet: Sur la maniere de resoudre Pequation £? iD u? 
— 1 au moyen des fonetions circulaires (Crelle’s Journal, Bd. 17). Vergl. 
Jacobi: Ueber die Kreistheilung und ihre Anwendung auf die Zahlentheorie 


(Berliner Monatsberichte 1337). 
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(=) 
: 2 
2A) 2) 09) 2 Zi VeP 22) 
=)’ 
2B(2) = 2 Ile 0) = Yla)+i "" VP.Z(e) 
setzen, wo Y P positiv ist, und Y(x), Z(x) ganze Functionen von 
& bedeuten, deren Coefficienten ganze Zahlen sind. Zugleich ist 


3 s Be! 
AaBa)=1e-M- NE, f 


wo u, jedes positive, u, jedes negative Glied des entwickelten 
Productes 


P)=bh-)V)P— Da’)... = iu 2m 
bedeutet, und At 
Mt ). 
2a) 
Wir wenden uns nun, indem wir die am Schlusse des $. 105 
gefundenen Ausdrücke für das Producthlog (T+UYD)—N.2YD 


zu Grunde legen, zunächst dem Falle I. zu, in welchem D=-P=1 
(mod. 4), und also 


hlog(T+ UVP) =—|ı > (5) 5) log {FR} 


ist. Da nun - 


F(x) = II(x — 0°) 


PN 
\ ) 
| 


A(N)B() = in — ps 


ist, wo x = 1 oder = ist, je Be P eine Primzahl oder 
zusammengesetzt ist ($. 138), so ergiebt sich 


da ferner 
2Al)=y—zYP, 2Bl)=y+zVP 


ist, wo die ganzen Zahlen Y(1), Z(1) zur Abkürzung mit y, z 
bezeichnet sind, so wird 


2— Pai=maAp” 


und folglich muss, wenn P eine Primzahl ist, y durch 2 theilbar 
sein; mithin kann man in allen Fällen 


y+z2VP=(“+ßYVP)(yP) 
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setzen, wo «, ß ganze Zahlen bedeuten, welche der Gleichung 
®—PR—4(— 1) 

genügen, und man erhält 


2 
+ RZ 
9) f 


e4 


(T+ uvpy» — 


Sind nun die Zahlen y, z gerade, was jedenfalls eintreten 
muss, wenn P = 1 (mod. 8) ist, so kann man « = 2, ß — 2’ 
setzen, wo die ganzen Zahlen «, ß’ der Gleichung 
2 BE PB =. (— 2 

genügen; setzt man ferner 

@+BVPyt=—t+uyp, 
so genügen die ganzen Zahlen t, u der Gleichung ?— Pu — 1 
und man erhält 


2 2— x 
(T+ UVP» = + we 


Sind dagegen die Zahlen y, z und folglich auch «, ß ungerade, 
was nur dann eintreten kann, wenn P=5 (mod. 8) ist (z. B. wenn 
P = 13, während z. B. für P — 37 der frühere Fall stattfindet), 
so kann man 


£ 3 
(> - a +ß'VP 
setzen, wo «', ß’ ganze Zahlen sind, die der Gleichung 
HL = Pß'? — (— 13% 

genügen; setzt man nun wieder 

(+ B'VPy'+—=t+uVP, 
so wird f? — Pu’ = 1, und 

BEUVP% = (#uVP)% 

Es leuchtet ein, dass, wenn P==5 (mod.8) ist, der erste oder 
äweite Fall eintreten wird, je nachdem die Olassenanzahl h durch 
3 theilbar ist oder nicht (vergl. 8.99). Ebenso leicht erkennt man, 
dass in allen Fällen = x (mod. 2), d. h. dass die Olassenanzahl 
h ungerade oder gerade sein wird, je nachdem P eine Primzahl 


oder zusammengesetzt ist (vergl. $. 83, Änm.). Endlich mag noch 
bemerkt werden, dass die Zahlen y, z beide positiv sind; da nämlich 
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P = 1 (mod. 4), so zerfallen die Zahlen a in Paare von der Form 
a und — a, ebenso die Zahlen b in Paare von der Form 5 und 
— b, und folglich sind A(1), B(1) und A(1)+ B (N) = y positiv; 


da ferner 
|  ( | „te \ — hlor( + U 


positiv ist, weil A positiv, 7’+ UYP>L1 ist, so muss B(1)>A(l), 
und folglich z positiv sein: ein Resultat, das bisher auf anderem 
Wege noch nicht bewiesen ist. 


8. 108. 


Für den zweiten Fall D—= P= 3 (mod. 4) haben wir oben 
das Resultat 
khlog(T+ UYP)—=— log {cF(i)2} 
erhalten; da nun, wenn m irgend eine ungerade Zahl bedeutet, 


qm 


— IUam—1)? 


i—1 
ist, und da ferner 
he =Pp-)eP—N)(e"—1)... 
m — m = (P®—1) p?—1) (pP"?’—1)... 
ist, so findet man leicht 
ee 
() Bi) II (1% u 1) 05 
wo # wieder —= 1 oder — 0 ist, je nachdem P eine Primzahl oder 
zusammengesetzt ist. Folglich wird 


A 
ng = ap 


und also, da c® —= 1 ist, 
(T+UYP) = a (-—- 1) Bl. 
Mit Ausnahme des Falles P — 3 ist nun (nach 8.140) ce —= 1, und 
DI B(Z)= Aa), ar A(2)= BR), 
wo g(P) = 2r gesetzt ist, folglich 
“BQ=A-) "AQ)=B(l-i), 
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also auch 
. ID) =TIl—i) €. Zi) =—iZ(—i); 


berücksichtigt man nun, dass 


—— (>); oder — 1 


ist, je nachdem P eine Primzahl oder zusammengesetzt ist, so 
folgt hieraus, dass man 


Y() = a (7) )% ae (1 Y (5) ir, 
also 


Al (1 + (5) )W _zYP),2B(i)= (1 an (5) )W +zYP) 


setzen kann, wo y, 2 ganze Zahlen bedeuten, welche der durch 
Multiplication entstehenden Gleichung 


vra=() 
genügen; hieraus folgt weiter, dass man 
(y+2zYP)!+"=2(d+uVP) 
setzen kann, wo t, u ganze Zahlen bedeuten, welche der Gleichung 
it? — Pu? —= 1 genügen. Zugleich wird 
9) 
Bot = (zu) @+uVD) 
und folglich 
VIER AANZEE A NP 


Wir erwähnen, dass k = 2x.(mod. 4) ist, und dass die Zahlen 
y, z stets dasselbe Vorzeichen haben. 
In dem bisher ausgeschlossenen Falle P=3 ist T=2, U=], 
c=0, B(i) = i — 0%, woraus leicht folgt, dass 
1 : 
Zee aha —— z 4 — (9 3 2, 
ce Fi)? c ( 1) Bi) ( + V ) 


also h = 2 ıst. 
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$. 109. 


Für den dritten Fall D—= 2P = 2 (mod. 8) haben wir oben 
FG 
IF) 
gefunden. Berücksichtigt man nun, dass, wenn m irgend eine 
ungerade Zahl bedeutet, 

Ve I Om (=) 

Gaga 

ist, so findet man 


hlog(T+ UV2P) = log 


. E ee F äL 1) Dansk] a, 
IRA JESE SEE en u Fr): 


und folglich 
(T+ UV2D» — AG Bj), 
wo x wieder — 1 oder = 0, je nachdem P eine Primzahl oder 
zusammengesetzt ist. Da nun P=1 (mod. 4), und also ‚Y (5) 
— 3° Y(j7}), ZG) = j"Z(5°') ist (&: 140), so kann man 
rer), ZIEH) 
setzen, wo y', y”, 2’, 2" ganze Zahlen bedeuten; da ferner j — j3 
= Y2 ist, so erhält man, wenn man 
u (— ar ya 2y Par 222), 
1) — (— 1)%* P 2(y' ya ba y" 2') 
setzt, 
4AGY)Bü)=a+BV2P, AA(j)BG)=a—BV2P, 
wo die ganzen Zahlen «, 8 der Gleichung 
5 
ee) 2 — = 
«2 PR = 16 (Z-) 


genügen und folglich beide durch 4 theilbar sind. Man kann 
daher 


AGY)Bü)=y+zY2P 
setzen, wo die ganzen Zahlen y, z der Gleichung 


y — 2 P22— (Fr) 
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genügen, und es ist 
(T+- UV Pr —=(y+zV2P). 
Hieraus folgt, dass A=2 (mod. 4), falls P eine Primzahl von 
der Form 8n + 5, sonst aber A=0 (mod. 4) ist. 
In dem bisher ausgeschlossenen Falle D=2 war NYD— 
log(1+Y2); da ferne "= 3, U— 2 ist, so folst 


khlog(3 +2Y2) = 2log(1+Y?3), 
also h = 1. 


8. 110. 


Für den vierten Fall D=2P = 6 (mod. 8) haben wir oben 
(88. 105, 106) das Resultat 


hlog(T+ UY2P) =—log {@ F(j)e F (9%) 
gefunden, welches vermöge der Gleichung 


AUDBDAHLO) (Fr) 


(7 + UV2PP* = cB (t.B(j9* 
übergeht, weil c? — 1 ist. Lassen wir den Fall P —= 3 unberück- 
sichtigt, so ist (nach $. 140) c= 1, und Y(3) = (- 35)" Y 4"), 
— ZU) = (-J)" ZG"); da ferner z ungerade oder durch 4 
theilbar ist, je nachdem x = 1 oder = 0, d. h. je nachdem P 
eine Primzahl oder zusammengesetzt ist, so kann man 
Deu Day en) 
PZ0) = Greta HEN) 
setzen, wo y', y", z', 2" ganze Zahlen bedeuten; berücksichtigt man, 
dass j—j°?—=YV2 ist, und setzt 
= y?2 — Pz?2 — 2y"?+2Pe"? 
B = 2(y' 2" —e'y"), 
so erhält man nn 
4AM)AG) = (-5"—5°)*(a—B V2P) 
4B(j) Bi) = (3 —3°)*(a+B V2P), 
wo die ganzen Zahlen «, 8 der durch Multiplication entstehenden 
Gleichung 
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a 2 PB = (TE) Dt 


genügen; man kann daher 
(u + 8 VI P)ı+=— 2ttr(t + uV2D) 
setzen, wo die ganzen Zahlen £, u der Gleichung f? — 2 Pu? — 1 
genügen; dann wird 
B(j)iH=B (+ —= (1) + uV2P) 
und folglich 
(T+ UVEP» = (t + uVEBy er, 


woraus leicht folgt, dass = 2x (mod. 4) ist. 
In dem ausgeschlossenen Falle P=3 ist e= 04 —4M, T—: 
U= 2, und man erhält 


8BG)BG)=IG—M) (?—0)—= —i(V2+4Y3) 
®BG2BjP—=—(5+2V6)—=— (T+ UV2P) 


und hieraus h — 2. 


Qt 


Sale BARS RENMERAN Ra, 


Er 


I. Ueber einige Sätze aus der Theorie der Kreis- 
theilung von Gauss. 


Ab, 


Wir schicken zunächst ein Lemma aus der Theorie der 
Fourier’schen Reihen voraus, deren Glieder nach den Cosinus der 
successiven Vielfachen eines Winkels fortschreiten; es wird in 
derselben nachgewiesen*), dass für alle reellen Werthe von x 
zwischen z=0 und 2 —= nr mit Einschluss dieser Grenzen stets 


P(X) = a, +4, Cc0Ss% +q,c08s272 +u,co83XC +» 
ist, wenn @(x) eine innerhalb dieses Intervalles endliche und 
stetige Function bedeutet, welche nicht unendlich viele Maxima 
und Minima hat, und wo die Coefficienten a), 4, @,... durch die 
Gleichung 


= =» (x) cosswdx 
() 


bestimmt werden. Hieraus folgt für x = 0 


[4 


+0 
zp(0) = x /e (x) cossxdx, 
0 
wo das Summenzeichen sich auf den Buchstaben s bezieht, für 
welchen Null und alle ganzen positiven und negativen Zahlwerthe 
der Reihe nach einzusetzen sind. Auf diesen der genannten Theorie 
entlehnten Satz stützen wir uns im Folgenden. 


*) Dirichlet: Sur la convergence des series etc. (Crelle’s Journal Bd. 4); 
derselbe Beweis ist vereinfacht im Repertorium der Physik von Dove und 
Moser, Bd. I. Vergl B. Riemann: Ueber die Darstellbarkeit einer Function 
durch eine trigonometrische „Reihe. 1867. (tiemann’s Werke, S. 213.) 
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Zunächst verallgemeinern wir denselben, indem wir das In- 
tegral 


ahr 
f(x) eosszdz 
() 
betrachten, in welchem A eine positive ganze Zahl, s eine positive 
oder negative ganze Zahl, und f(x) eine Function bedeutet, welche 
innerhalb des Integrationsgebietes den obigen Bedingungen ge- 
nügt. Man kann dasselbe in 2% Integrale von der Form 


F+D)r 

[re cossedx 

rr 
zerlegen, wo für r der Reihe nach die Zahlen 0, 1,2... bis 
2h—1 zu setzen sind; je nachdem r eine gerade oder ungerade 
Zahl ist, ersetzen wir die Integrationsvariabele x durch rx +, 
oder durch (r + 1) m — x; dadurch geht das vorstehende In- 
tegral in . 


[rer +2) c0ss2da, oder in Sre+ 1) — x) cossxdx 
0 0 


über, und hieraus ergiebt sich zufolge des obigen Satzes ent- 
sprechend 

es F+D)r 

2 [rw essada —=arf(ra), odeer=zfl(r+])e), 


re 


wo die Summe links sich wieder auf alle ganzen Zahlen s be- 
zieht. Setzt man hierin für r die ganzen Zahlen 0, 1,2...2h-—1, 
und addirt die so entstehenden Gleichungen, so erhält man den 
Satz 

22/0) +F@R)+fAR) + +f(2(h—1)a) +1f(2hzm)) 


ahr 


+. 
up) [rw eosszda. 
Q 
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8. 112. 


Wir beschäftigen uns nun mit den beiden folgenden bestimm- 
ten Integralen 


+. +0 
p — [ eos(ay dr, q — [sin (22) dx; 


dass dieselben wirklich bestimmte endliche Werthe besitzen, ob- 
gleich die Functionen unter den Integralzeichen für unendlich 
grosse Werthe von x nicht unendlich klein werden, erkenut man 
leicht durch die Transformationen 


Be 2 [co (22) dx hr y dy 
0 
0-2 [ii (22)dx = f3 ray; 


denn zerlegt man das ganze unendliche Integrationsgebiet der 
positiven Variabelen % in solche Intervalle, in deren jedem die 
unter dem Integralzeichen befindliche Function ihr Zeichen nicht 
ändert, so ergiebt sich, dass dıe Bestandtheile, welche diesen Inter- 
vallen entsprechen, eine unendliche Reihe bilden, deren Glieder 
abwechselnde Zeichen haben und dem absoluten Werthe nach 
beständig und zwar ins Unendliche abnehmen; woraus folgt, dass 
diese Reihe, sowohl bei dem Integrale p, wie bei q, eine conver- 
gente ist. Für unseren Zweck genügt dieser Nachweis der End- 
lichkeit von p und g; die numerischen Werthe dieser Integrale 
werden sich von selbst aus der folgenden Untersuchung er- 


geben *). 
Beide Integrale bilden nur specielle Fälle des folgenden 


*) Dirichlet: Rrcherches sur diverses appl. ete. 8. 9. Vergl. Dirichlet: 
Sur Vusage des integrales definies dans la sommation des series finies ou 
infinies (Crelle’s Journal, Bd. 17). 
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290 Supplement 1. EEE, 


+» 
A [eos + 22)dz — peosd —qsind, 


[97 
ud #] 


wo ö eine beliebige Constante bedeutet; bezeichnen wir ferner mit 
o eine beliebige positive Constante und mit Ya die positiv ge- 
nommene Quadratwurzel aus &, so ergiebt sich, wenn man die 
Integrationsvariabele x durch x Ya ersetzt, folgende Gleichung: 


+» 
4 ; i 
— s „cc2)d: 
Ver [es @+amdz 


(wäre Y« negativ, so müsste man auch in dem Integrale rechter 
Hand die beiden Grenzen mit einander vertauschen). Wir führen 
nun eine zweite positive Constante ß ein, und zerlegen das vor- 
stehende Integral in unendlich viele Bestandtheile von der Form 
(+1) ß 

cos(d + ua22)dz, 
ß 


wo für s successive alle ganzen Zahlen von — o bis + ® ein- 
zusetzen sind; in jedem einzelnen solchen Integrale ersetzen wir 
die Integrationsvariabele & durch sß + x, wodurch es in das 
folgende übergeht 
ßB 

[vos ($ 40522 4 2usßx + aat)de. 

v 
Wir verfügen nun über die 'beiden bis jetzt ganz willkürlichen 
positiven Constanten « und ß folgendermaassen: unter m verstehen 
wir irgend eine positive ganze Zahl, und setzen «ß? — 2mım, 
20B =ıl,d.h.also 


oc 


1 


B=4imn un f 
SNT 


Da nun s eine ganze Zahl ist, so wird 


cos (d Has? PB? +2asßx + ax) — cos(d sat x?) 
er 


m) 
== Cosıo Ele, cosse — sin S x? 2 
( Em) 0.2 allen 


smz 
und folglich 
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(s+DB 
ceos(d +am?)dx 
sß 


Imst 
x? ] : 2 
COSSTÄALXL — sın ( ö 
Smz Hi ( ng 
0) 


Am 
— [os (8 En 
0 


Das zweite Integral rechter Hand, welches unter dem Integral- 
zeichen den Factor sin s« enthält, verschwindet offenbar für s— 0, 
und nimmt für je zwei gleiche, aber entgegengesetzte Werthe von 
s ebenfalls gleiche, aber entgegengesetzte Werthe an. Summiren 
wir daher den vorstehenden Ausdruck für alle ganzen Zahlwerthe 
s von — o bis + », so ergiebt sich 


AMT 


A —— +» xr 

a I 8 — Set a 

Ve VSmn Di [os (# En un.) coSsw dx. 
0 


Die rechte Seite dieser Gleichung ist nun genau so gebaut, wie in 
dem Satze am Schlusse des vorhergehenden Paragraphen; setzen 
wir zur Abkürzung 


x : 
sınszd«. 
n 


Roh ( Er? ED) 


so erhalten wir 


4V8ma—2n!t f(O) +27) + +f(2(2m—1)a) +4 f(4mnm)), 
wo links die Quadratwurzel 
Vema — = 
positiv zu nelımen ist. Nun ist ferner, wenn s irgend eine ganze 
Zahl bedeutet, 
f(4mn +2sr) = f(2sr), 
f@sa) = 1 (2sa) + if(Ama +27); 


mithin kann die in den Parenthesen eingeschlössene Summe auch 


also 


in die Form 


ı x. f(2sm) 
gebracht werden, wo der Buchstabe s die Zahlen 
0,1, 2... (däm—1) 


oder irgend ein anderes vollständiges Restsystem in Bezug auf den 


Modul Am durchlaufen muss; und man erhält also 
19# 
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AVöEmr —aN cos (+ s? )- 


Setzt man ferner dm —=n, so dass n irgend eine ganze 
positive, aber durch 4 theilbare Zahl bedeutet, und bezeichnet man 
mit Vn und Y4z die positiv genommenen Quadratwurzeln aus n 
und iz, so nimmt die Gleichung folgende Gestalt an 


a fr 22 
AYn=YV;®.?2 cos (0 +82 =) 


wo s ein vollständiges Restsystem in Bezug auf den Modul n 
durchlaufen muss. Nun ist 
I=peosd—gqsind, 
wo p, q die obigen Integralwerthe bedeuten, die von n und dem 
willkürlichen 6 ganz unabhängig sind; wir können daher p und q 
durch eine specielle Annahme für n, am einfachsten durch die 
Annahme » — 4 bestimmen; auf diese Weise erhalten wir 
2(pcosd — gsind) = 2 (cosd — sind) Yiz, 


und in Folge der Willkürlichkeit von 6 


j Ze ale V 3 SE. 
Nachdem so die Werthe von p und q gefunden sind, nimmt unsere 
obige Gleichung folgende Gestalt an 
29 


EL /; It i > 
N cos (ö 82 ir (cosö — sinö)Yn, 


und sie zerfällt in die beiden folgenden: 


n 
) 
; [| „2X 
N sın ( 3? — vn: 
\ n 


bierin bedeutet also »n jede beliebige ganze positive Zahl, welche 
= 0 (mod. 4) ist, und Yn die positiv genommene Quadratwurzel 
aus. n. Bezeichnet man zur Abkürzung VY—1 mit i, und, wie ge- 
wöhnlich, mit e die Basis des natürlichen Logarithmensystems, 
so kann man beide Gleichungen in die eine Gleichung 


art 


PERS 
PL; —=(l1+:ı)Yn 

zasammenzichen, in welcher der Buchstabe $ ein vollständiges 

Kestsystem (mod. n) zu durchlaufen hat, 
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g. 118. 


Wir wollen jetzt Summen betrachten, welche die vorstehende 
als speciellen Fall enthalten; wir bezeichnen mit n irgend eine 
ganze positive Zahl, mit h irgend eine positive oder negative ganze 
Zahl, und setzen zur Abkürzung 

azhri 


Dee ee nlan) 


wo der Summationsbuchstabe s irgend ein vollständiges Restsystem 
in Bezug auf den Modulus » durchlaufen muss. Mit Hülfe dieser 
Bezeichnungsweise können wir den im vorigen Paragraphen be- 
wiesenen Satz in folgender Weise ausdrücken: 
g(l,n)=(l1+i)Yn, wenn n= 0 (mod. 4). 

Der Ausdruck p(h,n) besitzt nun die folgenden drei Eigen- 
schaften: 

1. Isth= h' (mod. n), so ist 

o(h.n)—=Y(h,n); 

dies folgt unmittelbar daraus, dass für jeden ganzzahligen Werth 
von s stets 


wahrer gazhri 
e n — e£ R 
ist. 
2. Ist a relative Primzahl gegen n, so ist 
p(ha?!, n) = y(h,n); 
denn es ist 
Ihri 
2 Ve 
po(hat,n)=%e r 


und wenn s ein vollständiges Restsystem nach dem Modul » durch- 
läuft, so gilt (nach $. 18) dasselbe von as. 

3. Sind m, n irgend zwei relative Primzahlen, und beide 
positiv, so ist 
| p(hm,n) p(hn, m) = p(h, mn). 


Es ist nämlich 
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„2hmri pähnni 
A m 


p(hm,n) = Se » gp(hn,m) = Ye 


wo die Buchstaben s, t vollständige Restsysteme resp. in Bezug 
auf die Moduln n, m durchlaufen müssen; und folglich ist 


2 2. 
ms 2) on ; 
’ 


p(hm,n) p(hn, m) = Ne" is 
wo das Summenzeichen rechter Hand sich auf alle mn Com- 
binationen jedes Werthes von s mit jedem Werthe von £ bezieht. 
Da nun 


3 ms 2 
ms? nt? _ (ms+ nt) a 


n Mm Mn 
ist, und alle Multipla von 2i im Exponenten fortgelassen werden 
können, so ist auch 
i (Imst net 
p(hm,n) p(hn, m) = Ne ; 
wo das Summenzeichen sich wieder auf sämmtliche Werthe von s 
und t bezieht. Setzt man nun 


ms tni=r, 


so nimmt r, wenn s und t alle ihnen zukommenden Werthe durch- 
laufen, im Ganzen mn Werthe an, und zwar sind diese alle in- 
congruent nach. dem Modulus mn; denn aus 
ms +nt= ms +nt' (mod. mn) 
folgt 
ms= ms (mod. n), nt= nt’ (mod. m) 
und folglich, da m und n relative Primzahlen sind, 
s=s (mod. n, t=! (mod. m); 
d.h. die Zahl r nimmt nur dann Werthe an, welche nach dem 
Modul mn congruent sind, wenn die Werthe von s congruent nach 
dem Modul n, und gleichzeitig die Werthe von t congruent nach 
dem Modul m sind. Den mn verschiedenen Combinationen von 
s und & correspondiren daher mn Werthe von r, welche nach 
dem Modul mn incongruent sind, und folglich bilden diese Werthe 
von r ein vollständiges Restsystem nach dem Modul mn. Es ist 
folglich 
2hri 
y2 

plhmn)plhnnm)=Ne ""—=g(h,mn), 

was zu beweisen war. 
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8. 114. 


Mit Hülfe dieser Sätze können wir nun den Werth von 
p (1, n), welcher für den Fall, dass n = 0 (mod. 4) ist, schon in 
$. 112 gefunden ist, auch für alle anderen Werthe der Zahl » 
bestimmen. Ist zunächst n irgend eine ungerade Zahl, so nehmen 
wir in dem letzten Satze des vorigen Paragraphen 

Rz lese, 
und erhalten 
yan)ymd)= pl, 4m); 

nun ist nach dein zweiten Satze des vorigen Paragraphen 


p (4, ”) = Mm (22, n) z— p(1,n); 
ferner ist 
pn, 4) = 2(1+ ir), 


und nach dem in $. 112 gefundenen Resultat 
p(1,4n)—= (1+i) Vin —=2(1l+i)Vn, 
wo die Quadratwurzel Yn wieder positiv genommen werden muss, 
Hieraus ergiebt sich also 
p(1,n).2(1 +) =2(1+i)Vn 


oder 


1+i 
p(l,n) = 0% Vn; 


je nachdem nun n = 1 oder = 3 (mod. 4) ist, wird 


—i oder = —ıi 
und folglich 
14 1+: 
| oder = — — 74, 
1 +" 1-2 


also 
g(l,n)=Yn oder =tYn; 


diese beiden Fälle lassen sich aber in die eine Formel 
p(1,n) = im U Yn 


zusammenfassen. 
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Ist endlich » durch 2, aber nicht durch 4 theilbar, also das 
Doppelte einer ungeraden Zahl, so setzen wir in dem dritten Satze 
des vorigen Paragraphen k — 1, ferner m = 2, und ;n statt n, 
wodurch allen Bedingungen desselben Genüge geschieht, und 
erhalten 

9,3) 9ER) plhn): 
nun ist aber 
pGNn,2) = 0, 
und folglich auch 
pen R. 

Wir wollen die so gewonnenen Resultate in folgender Tabelle 

zusammenfassen: 


p(l,n)—=(l1+ü)Yn, wenn n= 0 (mod. 4) 
p(l,n) = irn -VYyn, wenn n=1 (mod. 2) 
o(l,n)=O0, wenn n=2 (mol. 4). 


Von der grössten Wichtigkeit ist aber die Bemerkung, dass die 
in den beiden ersten Formeln vorkommende Quadratwurzel Yn 
durchaus positiv genommen werden muss, wie es sich bei der 
Untersuchung in 8. 112 herausgestellt hat. Ohne diese nähere 
Bestimmung würden die vorstehenden Sätze sich auf viel einfachere 
Art beweisen lassen; Gauss wurde zuerst in seiner Theorie der 
Kreistheilung auf die Betrachtung solcher Summen geführt*); es 
ergiebt sich dort ohne Schwierigkeit der Werth des Quadrates der- 
selben; der viel tiefer liegenden Bestimmung des Vorzeichens der 
Quadratwurzel widmete er aber eine besondere Abhandlung “*), 
in welcher er auf einem, von dem hier (in $. 112) eingeschlagenen 
gänzlich verschiedenen Wege, nämlich durch rein algebraische 
Zerlegung dieser Summen in Producte, vollständig zum Ziele 
gelangte. 


*)D, A. art. 356. 
**) Summatio quarumdam serierum singularium. 1808. 
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8. 115. 


Wir suchen nun den Werth von p(h, n) auch für beliebige 
Werthe von h zu bestimmen, beschränken uns dabei aber auf den 
Fall, dass » eine ungerade Primzahl ist, die wir mit p bezeichnen 
wollen. Bezeichnen wir mit & die sämmtlichen 4(p — 1) incon- 
gruenten quadratischen Reste von p, mit ß die 1(p—1) quadra- 
tischen Nichtreste, so ist (nach 8. 33) 

zarhri azhri 


emp ene Reel Fly, > 


da ferner 


PA: ‚2hri szhri 

ee ae 

ist, sobald A nicht durch p theilbar ist, so können wir für diesen 
Fall mit Benutzung des Legendre’schen Symbols 


azhri Pla 2 sahri 
p(h,p)=:Xxe * — Ne * =2(,)e z 
setzen, wo s die Werthe 1, 2...(p — 1) durchläuft. Da ferner 
SE SISHOO, 
p p/\P/' \P/\P 
ist, so wird 


2 ri 
MEERE LHSNENE 
em (,)2lz)e ’ 


oder, da h nicht theilbar durch p ist, und folglich hs gleichzeitig 
mit s ein vollständiges Restsystem nach dem Modul p durchläuft 


(mit Ausschluss der Zahl = 0), 
2ri 
MV LEN: 


\ 


für h=1 ergiebt sich 


s 
Ve Le 7 
p(1,p): 2.()e 
und folglich (nach 8. 114) 


p(h,p) = (=) 9(,p)= Onsya7 
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wo die Quadratwurzel VYp wieder positiv zu nehmen ist. (Wenn 
h durch p theilbar ist, so ergiebt sich unmittelbar aus der 
Definition dieser Summen @ (h, p) — P.) 

Aus dem vorstehenden Resultate in Verbindung mit dem 
dritten Satze des $. 113 lässt sich nun auf ganz einfache Weise 
das Reciprocitätsgesetz in der Theorie der quadratischen Reste 
(8. 42) für je zwei positive ungerade Primzahlen p und g ableiten. 
Es ist nämlich 


4 (4; p)= (5) dA@—-®yYp, 
und ebenso 


(Pd) = es nd 
und nach dem vorhergehenden Paragraphen 
p(l,pg) = inwamm® Vpg, 
und zwar sind alle Quadratwurzeln positiv zu nehmen, woraus 
folgt, dass a 
Vpq=Vpvq 
ist. Nach dem dritten Satze des $. 113 ist nun 


Kia (Bd) Py(.P= Pl, pg), 
folglich 


(2) a) ED UA-DI Yp Yg = ihwa- 8 Ypg, 


q 
und also 
DO - 
9/\P 
wo zur Abkürzung A für 
WNel- Pa ange 
re -[@+Da+ 2) 
gesetzt ist; da nun 
P+)@+N) —2= 2 (mod. 4) 
ist, so erhalten wir 


7 
(2) (62) — 31% -D@-—ı) — (— 1)R@-Y.wa-n, 


womit der Reciprocitätssatz von Neuem bewiesen ist. Dieser 
Beweis rührt ebenfalls von Gauss her Er 


*) 


Dummatio quarumdam serierum singularium. 1808. Vergl. Kronecker: 
Ueber den vierten Gauss’schen Beweis des Reeiproeitätsgesetzes für die qua- 
dratischen Reste (Berliner Monatsber. vom 29, Juli u. 28. October 1880) 
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Auf ganz ähnliche Art lassen sich die Sätze (SS. 40, 41) über 
die Zahlen — 1 und 2 beweisen. Aus dem obigen Satze 


Rom 
$(h,p) == (>). p(1,p) == (=) MEN Yp 
folgt nämlich 
ZN i 
9 (— I% ) -(Z) Y(P —1)2 Yp; 


andererseits ist 
srl) 


pP as 1, p) —= 2 e = B) 
und hieraus folgt, dass g (—1, p) durch Vertauschung von i mit 
—i aus (1, p) hervorgeht. dass also 


Pile o yD 
ist; durch Vergleichung dieser beiden Ausdrücke, in denen Yp 
beide Male positiv zu nehmen ist, ergiebt sich aber 


— 1\ ; are ' 
(— = (— am — (—1) Ar—), 
») 


Setzen wir ferner in dem dritten Satze des 8. 113 
a a) ee 


so erhalten wir j 
(8, pP) yP 8) = Pl, 8p); 
nun ist aber 


ee a 
ferner 
p(P lo 4 evıp ri, 


ferner (nach dem zweiten Satze des $. 113) 
p(8,P)= P(2.2,p) = p(Ap), 
d.h. ii 
= ya = e ap —1* Yp; 
p(8, pP) — (>) Ad Ps 


setzen wir diese Werthe für (8, p), $ (p, 8) und p(1, 8p) in die 
vorangehende Gleichung ein, so erhalten wir 


(—) HEY  Aehpri ZAyYp. eh", 
p 


und hieraus folgt leicht 


= 
P * 

Auf diese Weise sind alle Hauptsätze der Theorie der quadra- 
tischen Reste von Neuem bewiesen. 
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8. 116. 


Für den Fall, dass p eine ungerade Primzahl, und Ah irgend 
eine durch p nicht theilbare ganze Zahl ist, haben wir im vorigen 
Paragraphen folgende Gleichung erhalten 


18 m h 
z(>)e z -(z) #0») 


welche, wenn man den für p (1, p) gefundenen Werth einsetzt, in 
die folgende übergeht: 


5% 
EN Fr — (PN nem yYp: 1 
a )e =(,)‘ "Vp; (1) 
soll dieselbe auch für den vorher ausgeschlossenen Fall, in welchem 
h= 0 (mod. p) ist, ihre Gültigkeit behalten, so müssen wir über- 
einkommen, immer 
h 
m 


zu setzen, wenn h durch p theilbar ist; denn die linke Seite der 


Gleichung wird 
(do 
p 


weil die Anzahl der quadratischen Reste genau gleich ist der An- 
zahl der quadratischen Nichtreste. Nach dieser Erweiterung des 
von Legendre eingeführten Zeichens wird ferner, wenn man an 
der ın $. 46 gegebenen Erklärung des Jacobi’schen Symbols fest- 


hält, stets 
m 
= 


wenn m keine relative Primzahl zu P ist. 

Die Gleichung (1) gilt jetzt allgemein für jede positive un- 
gerade Primzahl p, wenn k irgend eine ganze Zahl bedeutet, 
und die Summation linker Hand darf auch auf die Zahlelasse 
s = 0 (mod. p) ausgedehnt werden. Wir wollen nun zeigen, dass 
dieser Satz über ungerade positive Primzahlen p sich genau in 
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derselben Fassung auch auf jede positive ungerade zusammen- 
gesetzte Zahl P übertragen lässt, welche durch keine Quadrat- 
zahl (ausser 1) theilbar ist. Wir setzen also 
Pi VRD Na 
wo »,P', pP”... lauter positive ungerade und von einander ver- 
schiedene Primzahlen bedeuten, und führen der Bequemlichkeit 
halber folgende Bezeichnung ein: 
a 
p p 
Schreiben wir nun für jede der Primzahlen p, p’' p’ ... die obige 
Gleichung (1) auf: 


Pro (>) iN@-D% Yp 


el st’ 2hri 
ar 


ar en h ‚ 
3 (A) Fl) or ypr 
2 Fr 


und setzen wir zur Abkürzuuz 
sQ0+s0'’+s’"Q"+-..=m 
so ergiebt, da auch nach der neuen Erweiterung des Legendre’- 


schen Symbols stets 
h 
(2) 


BIST NS 


ist, die Multiplication aller dieser Gleichungen folgendes Resultat 


Z A mar 
KETTE 
p pP pP (2) 


( AN Ytp1R + Y(p— 1) + Yar—i+.y P, 


in) 

wo V_P wieder positiv zu nehmen ist, und das Summenzeichen 

linker Hand sich auf alle pp'p"...=P Combinationen aller 

Werthe von s, s’, s” bezieht. Zunächst leuchtet nun ein, dass 
ep 


je zwei verschiedenen dieser Combinationen auch zwei nach dem 
23 'erthe m entsprechen; denn aus 
Modulus P incongruente Werthe von m entsprechen; 
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sQ+s0’+s'"Q"’+- £ .=tQ0+tQ'’+r'Q" +: u (mod. P) 


würde, da 0’, Q"... sämmtlich = 0 (mod. p) sind, folgen, dass 
sQ =tR (mod. p). 
und, da © relative Primzahl zu p ist, auch 
s=t(mod. p) 
wäre; ähnlich würde aus derselben Annahme gleichzeitig 
s’ = t (mod. p)); Ss’ =!" (mod. p”)... 
folgen, so dass also die beiden Combinationen s, s’, s . und 
t,t',t"... identisch wären. In der That durchläuft also m ein 
vollständiges Restsystem in Bezug auf den Modulus ?. Ferner 
ist nun 


Deere me) 26 ol) 


und ebenso 


DD 
p’ m pP ‚p' ’ p”’ —— p" er) er: 


[20 


folglich auch, wenn man alle diese Gleichungen multiplieirt, 
ONE EN LOBEN ON Fer 
I 
Multiplicirt man daher beide Seiten der obigen Gleichung (2) mit 


ee 


so erhält man 


% (2 e“ F en (%) (&) Br GES (+) IZU@-NMYP., 


wo rechts zur Abkürzung 


=) ie A a er - Sr 


gesetzt ist. Da nun ferner 


a ee eer.alie 5, Tec, false ua, ra 


$. 116. Summen von Gauss. 303 
ist, so erhält man durch Multiplication 


OIOIDBENHIG) 


wo das Productzeichen ]I sich auf alle en Paare von je 
zwei verschiedenen Primzahlen »p, p' bezieht. Da nun nach dem 
Reciprocitätssatze 


(2) (Z) —= (— 1)%Y@-).%@-D) — g%aß@-—1) P'-1) 
P/N\ND. 


ist, so erhält man 


7 
(> 2) (5 ee % 7): ..— VRR -N.YE—), 


wo das Summenzeichen ee Hand sich wieder auf alle Com- 
binationen von je, zwei verschiedenen Primzahlen p, p’ bezieht; es 


ist ferner 
s — 112 .p—-1lr—1 
S (2 ) 2 
— 9 — 


202 
Ba nal en 1 ) 
— ( 2 = 2 a 2 ; 
folglich 
m hri % 
x (7). a (5) RED +WWE—D+ HR YP, 
Da endlich (vergl. $. 46) 


Een) 12/0 I) Op 1)).., 
Berg, gen)... (mod. 4) 
und folglich 


in an - (mod. 2 
Fr eeer a) 
und hieraus 
ee ai kant ur 4 
ers ee) 
ist, so ergiebt sich schliesslich 
2hri 


TO Ri: 


worin der zu beweisende Satz besteht. Nimmt man h=0 (mod. P), 
so erhält man wieder den (in $. 52, I. bewiesenen) Satz 


II. Ueber den Grenzwerth einer unendlichen Reihe. 


8.117. 


Lehrsatz: Sind a und b zwei positive Oonstanten, so convergirt 
die unendliche Reihe 


1 1 1 1 


red (b-+a)ıte = G}aatr ++ gayıte t 


für jeden positiven Werth von o, und bei unbegrenzter Abnahme 
dieser positiven Zahl o nähert sich. das Product oe S dem Grenz- 
werthe a1, 


Beweis. Bedeuten x, y rechtwinklige Coordinaten, und con- 
struiren wir für einen bestimmten positiven Werth von e@ die 
Curve, deren Gleichung 

2 


Beer 


ist, so hat die Fläche, welche zwischen ihr und der unendlichen 
positiven Abscissenaxe liegt, von x —= b an gerechnet, den end- 
lichen Werth 

+® 


1 
[vde Tiob8 £ 


b 


Die Ordinaten der Curve, welche den Abscissen 
b, bie, 5b +30 6b I Bar, 


entsprechen, sind 
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1 1 1 1 
bite! (-hajire! (BH2a)ite? BHSaıre 


ihre Fusspuncte sind äquidistant und zerlegen die Abscissenaxe 
in unendlich viele Stücke von der Grösse a. Construirt man über 
jedem dieser Stücke als Grundlinie ein Rechteck, dessen Höhe 
gleich der letzten Ordinate in diesem Stück ist, so haben diese 
Rechtecke der Reihe nach den Flächeninhalt 

a a a 

(b + are’ (b+2a)tte? (b+HSaJire 

Da nun die Ordinate y der Curve mit stetig wachsendem & stetig 
abnimmt, so ist jedes dieser Rechtecke kleiner als der über dem- 
selben Abscissenstück liegende, bis zur Öurve ausgedehnte Flächen- 
streifen, und folglich ist die Summe von noch so vielen jener 
Rechtecke stets kleiner als die gesammte, oben von der Curve 
begrenzte Fläche; d.h. es ist 


a a a 


1 
BFajıre F WFaare T (DFB <oper 


oder es ist, wenn auf beiden Seiten ab-1-® addirt wird, 


as s Er, 4 Bert 
woraus folgt, dass die aus lauter positiven Gliedern bestehende 
Reihe $ wirklich für jeden positiven Werth von @ convergirt. 

Construirt man nun über jedem der obigen Abscissenstücke 
als Grundlinie ein zweites Rechteck, dessen Höhe gleich der ersten 
Ordinate in diesem Stück ist, so sind diese Rechtecke, deren 
Flächeninhalt gleich 

a a a 
bı+g’ (b+a)ite’ (b+2a)!re nee) 

nothwendig grösser als die über denselben Stücken liegenden, bis 
zur Curve fortgesetzten Flächenstreifen, aus dem schon oben an- 
geführten Grunde, weil mit wachsendem z die Ordinate y stetig 
abnimmt. Die Summe aller dieser Rechtecke ist daher grösser 
als die gesammte, oben von der Curve begrenzte Fläche, d. h. 
es ist 


i 
aS> ad 


Dirichlet, Zahlenthecrie. 20 
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Auf diese Weise ist der Werth der unendlichen Reihe $ und folg- 
lich auch der des Productes e S in zwei Grenzen eingeschlossen; 
es ist nämlich 


] n 1 0 
<08< or: I pass" 


abs 
Wenn nun der positive Wertli o unendlich klein wird, so nähert 
sich sowohl 

1 1 0 

—-— , als auch — + —— 

Be abe rt 
einem und demselben Grenzwerth 4"; mithin muss auch das 
Product e $ sich demselben Grenzwert «-! nähern, was zu be- 
weisen War. 


UR 
et 
feet 
I 


Der soeben bewiesene Satz bildet nur einen speciellen Fall 
des folgenden, welcher seiner zahlreichen Anwendungen wegen von 
der grössten Wichtigkeit ist: 

Es sei K ein System von positiven Zahlwerthen k, und T 
diejenige unstelige Function von einer positiven stetigen Veränder- 
lichen t, welche angiebt, wie viele. der in K enthaltenen Zahlwerthe 
k den Werih i nicht übertreffen: wenn nun mit unendlich wachsen- 
dem t der Quotient T:t sich einem bestimmten endlichen Grenz- 
werthe @ nühert, so convergürt die über alle Werthe k ausgedehnte 
Reihe 

De: : 


N ne 


Für jeden positiven Werth von o, und das Product o S nähert sich 
mit unendlich abnehmendem go demselben Grenzwerthe o. 


ls wird gut sein, dem Beweise dieses allgemeinen Prineips *) 
einige erläuternde Bemerkungen voranzuschicken. Zufolge der 
Bedeutung von 7 entspricht jedem endlichen Werthe von t auch 


*) Dirichlet: Recherches ete. $&. 1. — Dirichlet: Sur un theoreme relatif 
aux series, Orelle’s Journal, Bd. 53. 
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ein endlicher Wertli von 7; denn wären in K unendlich viele 
Zahlen k enthalten, welche den endlichen Werth £ nicht übertreffen, 
so würde auch jedem grösseren Werthe von t eine unendliche An- 
zahl 7 entsprechen; es würde daher das Verhältniss 7: £ fort- 
während unendlich gross sein; dies widerspricht aber der Annahme, 
dass 7’:t sich einem endlichen Grenzwerth & mit wachsendem 
£ nähert. Es leuchtet ferner ein, dass die ganze Zahl T nur 
dann ihren Werth ändert, wenn ft einen Werth erreicht, welcher 
einer oder mehreren einander gleichen in X enthaltenen Zahlen 
k gleich ist, und zwar wird 7 dann plötzlich um ebenso viele 
Einheiten zunehmen, als es Zahlen %k giebt, welche diesem Werth 
t gleich sind. 

In dem einfachsten Falle, wenn Ä nur aus einer endlichen 
Anzahl von Zahlwerthen % besteht, leuchtet die Richtigkeit des 
obigen Satzes unmittelbar ein; denn sobald # dem grössten (dieser 
Werthe k gleich geworden ist, bleibt 7’ bei weiter wachsendem 
t unverändert; es ist folglich ® —= 0; und da audererseiis die 
Summe 


einen endlichen Werth hat, so wird auch das Product eS mit 
unendlich kleinem o ebenfalls unendlich klein werden. 

Ebenso bestätigt sich der allgemeine Satz in dem speciellen 
Falle, welcher in dem vorigen Paragraphen behandelt ist. Das 
System K besteht dort aus den sämmtlichen Zahleu von der Form 
b + na, die den sämmtlichen Werthen 0, 1, 2,3... von n 
entsprechen; wenn nun t=b-+ na oder >b + nu, aber 
<b+(n + 1)a ist, so ist entsprechend ’= n + 1, und folg- 
lich nähert sich der Quotient 7’: mit unendlich wachsendem t, 
also auch mit unendlich wachsendem n dem Grenzwerth 

1 


eh 


und in der That haben wir gefunden, dass dieser Werth auch 
zugleich der Grenzwerth des Productes g 5 ist, wenn die positive 
Grösse e unendlich klein wird. 
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8. 119. 


Wir gehen nun zu dem Beweise des allgemeinen Satzes über 
und beginnen damit, die in K enthaltenen Zahlwerthe k ihrer 
Grösse nach zu ordnen und mit Indices zu versehen, in der 
Weise, dass 

k<shs<shscskhs<k. 


wird; dies ist offenbar möglich, da unterhalb eines beliebigen end- 
lichen positiven Werthes # immer nur eine endliche Anzahl von 
Zahlwerthen % vorhanden ist; sind mehrere Zahlen % gleich gross, 
so muss jede einzelne ihren besonderen Index erhalten, so dass 
dann mehreren auf einander folgenden Indices gleich grosse Zahl- 
werthe % entsprechen. 

Sehen wir ab von dem interesselosen Falle, in welchem nur 
eine endliche Anzahl von Werthen % vorhanden ist, so lässt sich 
zunächst zeigen, dass mit unbegrenzt wachsendem » auch der 
Quotient 

Br z 
sich demselben Grenzwerth & nähert, und durch diese Bemerkung 
wird dann der allgemeine Satz auf den vorher ($. 117) behandelten 
speciellen Fall zurückgeführt. 

In der That, wenn ö eine beliebig kleine positive gegebene 
Grösse bedeutet, so kann man entsprechend einen positiven Werth r 
immer so gross wählen, dass für alle Werthe t > r die Bedingung 


0-8<2<o+3 


erfüllt ist. Es sei ferner v» derjenige Werth von 7, welcher t—= r 
entspricht, also k, St <k,},, und n irgend eine der positiven 
ganzen Zahlen v+1,v-+2,v+3...; dann ist jedenfalls k,„> r 
und wenn mehrere auf einander folgende Grössen % denselben 
Werth wie %, besitzen, so sei k„}ı die erste, k, die letzte von 
ihnen, also n eine der Zablen m +1, m + 2... r. Nähert sich 
nun von k, ab wachsend dem Werthe %, immer mehr an. so 
bleibt 7= m, und der Quotient 7:t nähert sich abnehmen 
unbegrenzt dem Werthe m: k,, und da m <n ist, so folgt, dass 
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7. 
—<am 


ist, sobald £ sehr nahe unterhalb %, liegt; für £ = %, wird aber 
T=r> n, und folglich 
Ze 

Da nun bei diesem Wachsen von t < k, bst — k„> r der Quo- 
tient 7':t stets zwischen @— 6 und @+6 liegt, und zugleich, wie 
eben gezeigt ist, von Werthen, die < A, sind, auf einen Werth 
springt, der > A, ist, so muss auch o— ö<h„<o + sein. Wie 
klein also auch ö sein mag, so kann n stets so gross gewählt 
werden, dass A, definitiv um weniger als dö von »& verschieden 
wird, d.h. h, nähert sich mit unbegrenzt wachsendem n dem- 
selben Grenzwerth o. 

Mit Hülfe dieses Resultates lässt sich der Beweis des allge- 
meinen Satzes leicht führen. Da nämlich 

1 ee 
ee zn Dr 


ist, wo A„ mit unendlich wachsendem rn sich dem Grenzwerthe o& 
nähert und folglich endlich, d. h. kleiner als eine angebbare Con- 
stante A bleibt, so ist die Summe $’ der ersten n Glieder der 
Reihe S kleiner als das Product aus H!+te und der Summe R’ 
der ersten n Glieder der folgenden Reihe 


1 1 1 
ner Sr Er TER 


da nun die letztere (nach 8. 117) für jeden positiven Werth von 
e convergirt, so convergirt auch die Reihe 5. Setzt man nun 
S—=S'+8", R=R'+.R'", so wird $S"—=h!+te R”,woh einen 
(jedenfalls positiven) Mittelwerth aus den Werthen hu+1, Anta-.» 
bedeutet. Ist daher ö eine beliebig kleine positive gegebene Grösse, 
und n so gross gewählt (was stets möglich ist), dass alle diese 
Werthe zwischen @ — ö und @ + ö liegen, so wird auch A, und für 
hinreichend kleine Werthe von e auch A!tg zwischen denselben 
Grenzen liegen. Da ferner (nach $.. 117) das Product og R” mit 
unbegrenzt abnehmendem positiven g sich der Einheit unendlich 
annähert, so wird für hinreichend kleine Werthe von e auch das 
Product e8" — h!tt.oR" zwischen den Grenzen @ Fe ö und 
© + ö liegen. Da endlich oe 8’ gleichzeitig unendlich klein wird, 
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weil S’ nur eine endliche Anzahl von Gliedern enthält, so wird 
für schr kleine Werthe von g auch 085 = 05’ + 0S$” zwischen 
denselben Grenzen @ — 6 und @ + ö liegen.. Hiermit ist also 
auch bewiesen, dass mit unbegrenzt abnehmendem o das Product 
oS sich dem Grenzwerthe » unendlich annähert*). 


*) Es verdient bemerkt zu werden, dass man den obigen allgemeinen 
Satz nicht umkehren darf. Besteht z.B. das System K aus einer Zahl k=1 
aus (d—1) Zahlen k=9, aus (92— 6) Zahlen k—=62, aus (6° — 6?) Zahlen 
k=63 u. s.f., wo 9 eine positive ganze Zahl>1 bedeutet, so ist für jeden 
positiven Werth von o : 

IE — 
Sl + 778 1 

und das Product 08 nähert sich mit unendlich abnehmendem go dem 
Grenzwerthe 

_0d—1l 

BELETTE 
während der Quotieut 7’: t bei unendlich wachsendem # fortwährend von 
dem Werth 1 abnehmend durch ® hindurch geht bis zu dem Werth 1:8, 
dann aber sogleich wieder za dem Werth 1 zurückspringt, um von Neuem 
denselben Veränderungsprocess zu erleiden (vergl. $. 144). 


III, Ueber einen geometrischen Satz. 


8. 120. 


In einer Ebene sei eine vollständig begrenzte Figur F von 
allenthalben endlichen Dimensionen construirt, deren Flächeninhalt 
wir mit A bezeichnen wollen. Sind ferner X und Y zwei auf ein- 
ander senkrechte Axen, und construirt man parallel mit ihnen 
zwei Systeme äquidistanter Parallelen, welche ein über die ganze 
Ebene ausgebreitetes Gitter bilden, so wird, wenn ö der Abstand 
je zweier benachbarter Parallelen, und 7 die Anzah! der Gitter- 
puncte ist, welche innerhalb 7’ liegen, das Product 762 mit 
unendlich abnehmendem Ö sich dem Grenzwerthe A nähern*). 

Um diesen Satz zu beweisen, betrachten wir das System der 
‘mit Y parallelen Geraden und nehmen der Einfachheit halber an, 
dass jede derselben die Begrenzung der Figur nur zweimal schnei- 
det; bezeichnen wir mit h die Länge des innerhalb F liegenden 
Stückes irgend einer solchen Parallelen, so ist Ad nahezu der 
Flächeninhalt des zwischen dieser und der folgenden Parallelen 
enthaltenen Theiles der Fläche F' und es wird in der Lehre von der 
Quadratur bewiesen, dass die Summe aller dieser Rechtecke A6 
sich mit unendlich abnehmendem ö dem wahren Flächeninhalt A 
der Figur unbegrenzt nähert. Bezeichnen wir nun mit » die An- 
zahl der auf h liegenden Gitterpuncte (wobei es gleichgültig ist, 
ob ein zufällig auf der Begrenzung von F' liegender Gitterpunct 
mitgezählt oder ausgeschlossen wird), so besteht h aus (n — 1) 


Stücken — ö und aus einem Rest, welcher höchstens — 26 ist, 


*) Dirichlet: Becherches etc. S. 1. 
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so dass wir A=nö + &Ö setzen können, wo & einen positiven 
oder negativen echten Bruch bedeutet. Es ist daher: 

hd —= I(nö? + ed2) = Tö2 + ÖYed; 
es ist ferner, da & absolut genammen höchstens —1 ist, die Summe 
Y 6 höchstens gleich der endlichen Ausdehnung der Figur F' in 
der Richtung der Axe X, und es wird daher d% ed mit Ö gleich- 
zeitig unendlich klein. Folglich nähert sich das Product 7’? 
demselben Grenzwerthe A, welchem sich Yhö nähert; was zu 
beweisen war. 

Es leuchtet übrigens ein, dass dieser Satz nicht an die Be- 
schränkung gebunden ist, nach welcher die Parallelen mit der 
Axe Y nur einmal in die Figur F ein- und nur einmal aus ihr 
austreten. Man kann immer die Figur F als ein Aggregat von 
positiven und negativen Flächentheilen ansehen, welche einzeln 
der angegebenen Bedingung genügen; und wendet man auf jeden 
einzelnen Theil den Satz an, so ergiebt sich daraus sofort die 
Richtigkeit desselben für die ganze Figur F. 


IV. Ueber die Geschlechter, in welche die Classen der 
quadratischen Formen von bestimmter Determinante 
zerfallen *). 


8. 121. 


Ist (a, b, c) eine quadratische Form von der Determinante 
b?—ac—D, und sind n, n' irgend zwei durch diese Form dar- 
stellbare Zahlen (wobei es gleichgültig ist, ob die darstellenden 
Zahlen relative Primzahlen sind oder nicht), so lässt sich das Pro- 
duct nn’ stets in die Form z2— Dy? bringen, wo x und y ganze 
Zahlen bedeuten; denn aus der Annahme 


n—=aw+2buy +cy% m"—=aß?-+2bß5 + cö? 
folgt (nach $. 54), dass die Form (a, d, c) durch die Substitution 
(5 5) in eine Form (n, x, n’) übergeht, deren Determinante 22 — nn’ 
von der Form Dy2? ist. Aus dieser Bemerkung lassen sich folgende 


Schlüsse ziehen **). 
1. Ist Z eine ungerade in D aufgehende Primzahl, so hat für 


alle durch / nicht theilbaren Zahlen », welche durch die Form 
(a, b, c) darstellbar sind, das Symbol 


n 

7) 
einen und denselben Werth. Denn sind »n und n’ irgend zwei 
solche durch 3 nicht theilbare und durch (a, d, c) darstellbare 


*) Dürichlet: Recherches sur diverses applieutions etc. 88.3, 6 (Orelle's 


Journal, Bd. 19). 
**) Vergl. Gauss: D. A. artt. 229 — 231. 
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Zahlen, so folgt aus nn’ — 22 — Dy?, dass nn’ = #2 (mod. !), 


und folglich 
(= an (=) 
ist. 


9. Ist D== 3 (mod. 4), so hat für alle ungeraden, durch die 
Form darstellbaren Zahlen n der Ausdruck 


(— 1je@2 
einen und denselben Werth. Denn sind n und n’ irgend zwei 
solche ungerade Zahlen, so ist 
nn —= a2 — Dy? = x? + y? (mod. 4); 
da ferner nn’ eine ungerade Zahl ist, so muss eine der beiden 


Zahlen x, y gerade, die andere ungerade sein; hieraus folgt 
nn’ = 1 (mod. 4), also au n= mn ( mod. 4), und hieraus 


(—1)%a-) — (— 1)%@-2, 


3. It D= 2 (mod. 8), so hat für alle durch dieselbe Form 
darstellbaren ungeraden Zahlen » der Ausdruck 


(— 1) 4-1) 


einen und denselben Werth. Denn aus 


nn’ — #2 — Dy? = x? — 2y? (mod. 8) 
folgt, da x ungerade ist, an" =-+1 (mod. 8), also auhr= + n 
(mod. 8), woraus die obige Behauptung sich unmittelbar ergiebt, 

4. It D= 6 (mod. 8), so hat für alle durch dieselbe Form 
darstellbaren ungeraden Zahlen n der Ausdruck 
(— Lianzn Ar ARE ER, 

einen und denselben Werth. Denn aus 

nn —= x — Dy? = x? + 2y? (mod. 8) 
folgt, da z ungerade ist, nv’ =1 oder = 3 (mod. 8), je nach- 
dem y gerade oder ungerade ist; dann ist entsprechendn= n’ 
oder =3n' (mod. 8), und man ne leicht, dass in beiden Fällen 


n—1 n—1l _wW—] n’? 
Dee a 
ist, was zu beweisen war. 


5. It D= 4 (mod, 8), so hat für alle durch dieselbe Form 
darstellbaren ungeraäden Zahlen n der Ausdruck 


2 (mod. 2) 


8. 122, Geschlechter der Formen. 315 
(— 1)4n-1 


einen und denselben Werth. Denn aus nn’ — x? — Dy2 folgt, 
da x ungerade ist, nn’ = 1 (mod. 4), alon = (mod. 4). 


6. Ist D= 0 (mod. 8), so hat für alle durch dieselbe Form 
darstellbaren ungeraden Zahlen » jeder der beiden Ausdrücke 


(— 1)AR—1) und (— 1a) 
für sich einen unveränderlichen Werth. Denn aus 
nn’ = x? — Dy’= x? = 1 (mod. 8) 


folgt » == n’ (mod. 8). 


8. 122. 


Auf den Sätzen des vorigen Paragraphen beruht die Ein- 
theilung der quadratischen Formen einer gegebenen Determinante 
Din Geschlechter; wir beschränken uns hier auf die ursprüng- 
lichen Formen, weil das, was für sie gilt, leicht auf die anderen 
Formen übertragen werden kann; ausserdem betrachten wir für 
den Fall einer negativen Determinante nur positive, d. h. solche 
Formen, deren äussere Coefficienten positiv sind. Es sei also 
(a, b, c) eine ursprüngliche Form der oten Art ($. 61), so wissen 
wir ($. 93), dass man den Variabelen derselben stets solche Werthe 
%, y beilegen kann, dass 

ax? + 2bxy + cy? 
6 


=, 


positir und relative Primzahl zu 2D wird; dabei ist es gleich- 
gültig, ob x und y relative Primzahlen zu einander sind oder 
nicht. Bezeichnet man nun mit 1,1’, 1"... alle von einander 
verschiedenen in D aufgehenden ungeraden Primzahlen, so hat 
für alle durch eine und dieselbe Form (a, b, c) erzeugten Zahlen 
on jedes der Symbole 


on on (gr) 
ua aiaNz 


und folglich auch jedes der Symbole 


aaa 
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für sich einen unveränderlichen Werth; ist ferner D nicht =1 
(mod. 4), also 6 = 1, so gilt dasselbe, je nachdem D=3 (mod. 4), 
D==2 (mod. 8), D= 6 (mod. 8), D=4 (mod. 8), D=0 (mod, 8) 
ist, entsprechend von dem Ausdruck 
(14a), (—- 1)uw-D, (—T)Un-D+n@-n, (—1)%4R-D 
oder von jedem der beiden Ausdrücke 

(— a3) und (—]) Ye(ln?—1), 
Die Anzahl dieser Ausdrücke 


DM enmruen, 


die wir die Charaktere C nennen wollen, hängt nur von der De- 
terminante D ab und soll im Folgenden immer mit A bezeichnet 
werden; offenbar ist A gleich der Anzahl der in D aufgehenden 
ungeraden Primzahlen 7, ?’,1”..., wenn D==1 (mod. 4); in den 
übrigen Fällen mit Ausnahme von D=0 (mod. 8) ist sie um 1 
und im Falle D = 0 (mod. 8) ist sie um 2 grösser. Das System 
der bestimmten Werthe + 1, welche diesen A Charakteren CO für 
eine bestimmte Form (a, d, c) zukommen, wollen wir den Total- 
Charakter dieser Form nennen. Nach dem Ausfall dieses Total- 
Charakters theilen wir sämmtliche ursprüngliche Formen von 
gleicher Determinante und gleicher Art in Geschlechter ein, indem 
wir je zwei Formen in dasselbe Geschlecht oder in zwei verschie- 
dene Geschlechter werfen, je nachdem der Total-Charakter der 
einen Form mit dem der anderen identisch ist oder nicht; ein 
Geschlecht ist hiernach der Inbegriff aller ursprünglichen Formen 
von gleicher Determinante und gleicher Art, für welche jeder der 
4 Charaktere C für sich genommen denselben Werth besitzt. Da 
nun alleZahlen on, welche durch eine bestimmte Form darstellbar 
sind, auch durch alle mit ihr äquivalenten Formen dargestellt 
werden können, so gehören alle Formen einer und derselben 
Olasse auch in ein und dasselbe Geschlecht; ein Geschlecht ist 
daher immer der Inbegriff einer bestimmten Anzahl von Formen- 
Classen. Da ferner jeder der A Charaktere © zwei einander 
entgegengesetzte Werthe haben kann, so leuchtet ein, dass die 
sämmtlichen ursprünglichen: Formen von einer gegebenen De- 
terminante D und von der oten Art höchstens 2* verschiedene 
Geschlechter bilden können. 

Wir bemerken nun noch, dass die äusseren Coeffiecienten einer 
Form immer durch diese Form dargestellt werden, wenn man der 
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einen Variabeln den Werth 1, der anderen den Werth 0 beilegt; 
mithin können die Charaktere dieser Form immer aus einem dieser 
beiden Coefficienten erkannt werden. 

Beispiel 1: Für die Determinante D—= — 35 = 1 (mod. 4) 
bilden (8. 67) die sechs Formen 


(1,0,355), 60,7), @& +12), 4+19) 
ein vollständiges System nicht äquivalenter (positiver) Formen der 
ersten Art, und die beiden Formen 
(1912), 71021, 6) 
ein solches Formensystem der zweiten Art. Um diese Formen 


(oder die durch sie repräsentirten Classen) in Geschlechter einzu- 
theilen, haben wir die beiden Charaktere 


DENE 


zu betrachten, und da A —= 2 ist, so sind für jede der beiden 
Formenarten höchstens vier Geschlechter zu erwarten. Die wirk- 
liche Untersuchung ergiebt als Resultat folgende Tabelle 


er (| 


(20,8 


en 


(5, 0, 7) gs = 


Ce re 


TR 
4 


(2, 1, 18) | 


(6, 1, 6) zu, Er 


Es zeigt sich also, dass jedes der beiden Systeme nur in zwei ver- 
schiedene Geschlechter zerfällt; die drei Formen 

(1, 0,35), (4, +1, 9) 
bilden ein Geschlecht, dessen Total-Charakter durch 


OEEEuCEEE 
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bestimmt ist; die drei anderen Formen 

a De 
bilden ein zweites Geschlecht, dessen Total-Charakter aurch 


ee 
\9/ RT; 


bestimmt ist. Und jede der beiden Formen der zweiten Art bildet 
ein Geschlecht für sich. 
Beispiel 2: Für die Determinante D= — 5 = 3 (mod. 4) 
bilden ($. 71) die beiden Formen 
(1, OR Aa 
ein vollständiges System nicht äquivalenter (positiver) Formen; um 
sie in Geschlechter einzutheilen, müssen wir dıe beiden Charaktere 
n 
— 1)%n—ı) d (5) 
(-1)»en und (3 
betrachten, Der Form (1, 0, 5) entspricht 
-m9=+ı (-)=+1 
und der Form (2, 1, 3) entspricht 
(Dre — 1, (*) = 1. 
Jede dieser beiden Formen bildet also ein Geschlecht für sich; 


da 4 == 2 ist, so ist auch hier die Anzahl der Geschlechter nicht 
— 2%, sondern nur — 9-1, 


Beispiel 3: Für die Determinantie D— 24 —= 0 (mod. 8) 
findet man leicht (nach 88. 75, 78, 82), dass folgende vier Formen 


(1,4 —8), (1,48), (88,8), (3,35) 


ein vollständiges Formensystem bilden; es sind hier die folgenden 
drei Charaktere zu betrachten: 


®. ; en 
(— 1) Yln—ı) ‚ o Dean (5) : 
der ersten der obigen Formen entspricht 


u ae EN ir 


der zweiten 


()re) = — 1, C-D%e-) — +1], = 
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der dritten 


En, denn (Mer 


und der vierten 


(1)%e9d— +1 (-D4a-)— — 1, (+) al 


3 
Auch hier zeigt sich also, dass die Anzahl der wirklich vorhan- 
denen Geschlechter nicht — 2”, sondern nur — 27-1 ist. 
8. 123. 


Mit Hülfe des Reciproeitätssatzes lässt sich nun in der That 
nachweisen, dass die Anzahl der verschiedenen Geschlechter höch- 
stens = 2*-! ist. Wir setzen D = D'S: wo $? das grösste in 
D aufgehende Quadrat bezeichnet, und legen den Buchstaben 
ö, 2, P dieselbe Bedeutung in Bezug auf D’ bei, welche sie in 
$. 52 in Bezug auf die dort mit D bezeichnete Zahl erhalten 
haben. Dann wird 


D D! ee s N 
ne ea ae u 
)=-G)- n a 


wo n jede beliebige positive ganze Zahl bedeutet. die relative 
Primzahl zu 2D ist. Da nun die Determinante /) keine Quadrat- 
zahl, also D’ nicht — 1 ist, so kann auch nicht gleichzeitig 
ö—=+t1,:s=+1 und P=1 sein, und hieraus folgt leicht, 
dass der Ausdruck 


Sun ent (7) 
2, 


_ entweder einer der Charaktere € selbst, oder ein Product aus 
mehreren dieser Charaktere ist; bezeichnen wir diese Charaktere 
mit @' und ihr Product mit |] ©’, so ist also stets 


ne = (2), 


sobald n positiv und relative Primzahl zu 2 D ist. Da nun durch 
jede ursprüngliche Form der oten Art stets Zahlen on dargestellt 
werden können, in welchen » dieser Bedingung genügt ($. 93), 
und zwar solche Zahlen on, von welchen D quadratischer Rest ist 
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(8. 60), so ergiebt sich, dass der Total-Charakter einer jeden Form 
so beschaffen ist, dass stets 
I Qt 

und niemals [[ ©’ = — 1 wird. Da nun unter den sämmtlichen 
9% Zeichencombinationen, welche man erhält, wenn man jedem der 
A Charaktere C sowohl den Werth + 1 wie den Werth: —1 bei- 
legt, offenbar die Hälfte so beschaffen ist, dass ]| 0’ = — 1 wird, 
so folgt, dass diesen Zeichencombinationen oder Total-Charakteren 
keine wirklich existirenden Formen entsprechen können. Mithin 
ist die Anzahl der wirklich existirenden Geschlechter höchstens 
ur 

Im Folgenden soll nun bewiesen werden, dass allen denjenigen 
Total-Charakteren, welche in Uebereinstimmung mit der oben an- 
gegebenen Relation sind, wirklich existirende Formen entsprechen, 
dass also die Anzahl der wirklich vorhandenen Geschlechter — 2*-1 
ist, und ausserdem, dass jedes Geschlecht eine gleiche Anzahl von 
Formen-Classen enthält. 


8. 124. 


Wir wollen wieder (wie in $. 89) mit » alle positiven ganzen 
Zahlen bezeichnen, die relative Primzahlen zu 2D sind, ferner 
mit m alle diejenigen Zahlen n. von welchen D quadratischer Rest 
ist, und mit «u die Anzahl der von einander verschiedenen in m 
aufgehenden Primzahlen. Es sei ferner y(n) eine der Bedingung 
un’) pn) = Yln'n”) genügende Function, so ist stets 


Sem) 2m) =LUm (2) 4m), 


vorausgesetzt, dass die hier vorkommenden unendlichen Reihen 
bestimmte von der Anordnung der Glieder unabhängige Werthe 
haben. Offenbar geht diese Gleichung durch die Specialisirung 
v(n) = n® in die Endgleichung des 8. 89 über, und sie könnte 
auch genau auf dieselbe Art wie diese bewiesen werden. Wir 
ziehen hier folgende Verification vor, 

Verführt man, wie in $. 91, so erhält man durch Ausführung 
der Multiplitation der beiden unendlichen Reihen auf der rechten 
' Seite 
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I tuy(n) 


D 
EN er 
“=2(5) 


ist, und ö alle Divisoren der Zahl n durchlaufen muss. Denkt 
man sich nun die Zahl n dargestellt als Product von Primzahl- 
potenzen A, B... und bezeichnet man mit a alle Divisoren von 
A, mit b alle Divisoren von Bu. s. w., so leuchtet ein, dass r, 
das Product aus den Summen 


a 
a IND 
ist. Wenn nun z.B. 4 —= g“, und q cine Primzahl ist, so wird 
x (7)=e+1 
a 


wenn /) quadratischer Rest von q ist; ist dagegen D Nichtrest von 
q, so wird 


wo 


> (=) 1 Hdere a), 
a 


je nachdem & gerade oder ungerade, d. h. je nachdem A ein Qua- 
drat oder kein Quadrat ist. Bezeichnet man daher mit % alle die- 
jenigen Zahlen rn, in welchen nur solche Primfactoren aufgehen, 
von denen J) Nichtrest ist, so folgt hieraus, dass jede Zahl , für 
welche r„ von Null verschieden ausfällt, von der Form mık? ist; 
und zwar ist dann r, gleich der Anzahl r, aller Divisoren von m. 
Da ferner y(mk?) = Y(m)wy(k?) ist, so wird die rechte Seite 
unserer Gleichung gleich 

N Yy(mk?) = Eylk?). Lruylm). 

‘Wir wenden uns nun zur linken Seite; da jede Zahl n vou 
der Form km ist, so ergiebt sich zunächst 
Ey(n)—= Lvlht). Zy lm?) 

und folglich braucht nur noch gezeigt zu werden, dass 

N y(m?) 32%“ Yy(m) = Im (m) 
ist*). Führen wir links die Multiplication aus, indem wir alle 
Glieder des Productes, welche denselben Factor y(m) enthalten, 
in ein einziges zusammenfassen, so erhalten wir ein Resultat von 


der Form 
y Zus Ü (m), 


*) Der gemeinschaftliche Werth beider Seiten ist das Quadrat von Zr (m). 


Dirichlet, Zahlentheorie. 2 
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wo der Üoefficient 
BE ASCHE 


Lena 2 
aus ebenso vielen Gliedern besteht, als die Zahl m quadratische 
Divisoren Ö? besitzt, und wo die Zahl v für jede Zerlegung von 
der Form m — 86? angiebt, wie viele verschiedene Primzahlen in 
g aufgehen. Es braucht daher jetzt nur noch nachgewiesen zu 
werden. dass r/„ — t, ist, d. h. es muss folgender Satz bewiesen 
werden: 

Zerlegt man eine ganze positive Zahl m auf alle mögliche 
Arten in zwei Factoren, von denen der eine ein (Juadrat d2 ist, 
und bezeichnet man mit v jedesmal die Anzahl der in dem anderen 
Factor g aufgehenden von einander verschiedenen Primzahlen, so 
ist %2’ gleich der Anzahl r„ aller Divisoren der Zahl m. 

Von der Richtigkeit dieses Satzes überzeugt man sich aber 
leicht auf folgende Weise. Ist 

mar DEE, 
wo a.b,c... von einander verschiedene Primzahlen bedeuten, so 
ist jeder Divisor & von der Form 

er Alb Gos; 
wo A, B, C... resp. irgend welche Glieder aus den Reihen 


Br PR art 4 
be, bf-2, Di. 
Eine ne 
u.s. w. bedeuten, welche so weit fortzusetzen sind, als die Ex- 
ponenten nicht negativ werden. Lässt man nun jedem Factor 
A,b,0... resp, einen Factor A’, B’,C'... entsprechen, welcher 
== 2 oder — 1 ist, je nachdem der entsprechende Exponent > 0 
oder = 0 ist, so wird 
DM — FaL BL ar 
und folglich 
are A SB tere 
da aber, wie unmittelbar einleuchtet. 
\ t Ü1 a} 
Dede 2 DUB; Gere 


ist, so findet man e 


> A (& + 1)(B ah 1)(y + 1) a 


was zu beweisen war, 
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« 

Die Richtigkeit der obigen Gleichung ist also hiermit eben- 
falls erwiesen. 

Bei einer aufmerksamen Prüfung der vorstehenden Ableitung 
wird man leicht den Zusammenhang zwischen ihr und dem (in 8.91 
aufgestellten) Satze über die sämmtlichen Darstellungen einer Zahl 
on durch das vollständige System 8 der ursprünglichen Formen 
der oten Art erkennen, und man wird auf diese Weise zu einem 
sehr einfachen Beweise dieses letzteren Satzes gelangen, wenn man 
von dem in $. 60 oder 8. 86 gewonnenen Resultat ausgeht, dass 
die Anzahl der verschiedenen Gruppen von eigentlichen Darstellungen 
einer Zahl om durch die Formen des Systems S gleich 2” ist, wo 
u die Anzahl der verschiedenen in m aufgehenden Primzahlen 
bedeutet. 

Schliesslich bemerken wir, dass der Satz sich bedeutend ver- 
allgemeinern lässt, wenn man statt des in ihm vorkommenden 
Jacobi’schen Symbols irgend eine Function #(n) einführt, welche 
der Bedingung #(n’) H(n”’)—=N(n'n") genügt und nur eine end- 
liche Anzahl verschiedener Werthe besitzt. 


8. 125, 


Nach $. 123 zerfallen die sämmtlichen (positiven) Formen von 
der Determinante D und von der sten Art, und also auch die 
sämmtlichen A Formenclassen in höchstens z —= 2°! verschiedene 
Geschlechter, deren Total-Charaktere sämmtlich der Bedingung 

ee 
genügen, und die wir mit 

een 
bezeichnen wollen: die Anzahl der Formen - Classen, welche diese 
Geschlechter enthalten, sollen entsprechend mit 


9; 42 ERTE Ir 
bezeichnet werden, so dass also, wenn eins dieser Geschlechter, 
2. B. G,, nicht wirklich vorhanden sein sollte, 9, — 0 zu setzen 


ist. Es soll nun gerade im Folgenden gezeigt werden, dass dıes 
niemals eintritt, dass also diese r Geschlechter wirklich existiren, 
und ausserdem, dass sie alle gleich viele Formen-Classen enthalten, 
dass also 

Ve a a ee 


ist. 
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2: F | 5 
Yu diesem Zweck benutzen wir die im vorigen Paragrapnen 
bewiesene Gleichung *), indem wir 


i y(n} 
vo) = eo 


setzen, wo y(n) irgend eins der 2° — ?r Glieder der Summe be- 
deutet, welche durch die Entwicklung des über alle A Charaktere 
C erstreckten Productes 


Hit + © 


entsteht: der Bedingung Y(n)»(n’) = d(nr'i geschieht ofien- 
bar durch jede solche Specialisirung Genüge, denn alle Factoren 
C. aus denen eine solche Function x (n) zusammengesetzt ist, 
genügen derselben Bedingung. Da ausserdem y(r) für jede Zahl n, 
die relative Primzahl zu 2D ist, — + 1 ist, so convergiren die 
vier in der Gleichung vorkommenden unendlichen Reihen unab- 
hängig%on der Anordnung ihrer Glieder für jeden positiven Werth 
s>1. Es ist also unter dieser Annahme, da x (n?) = x(n) x(r) 


rm nr 
re n n/n 

Denken wir uns nun wieder (wie in $. 88) ein vollständiges 

System S von h Formen “ 
(a,b, eratlaspe) 

von der Determinante D und von der sten Art aufgeschrieben, 
und unterwerfen wir die Variabelen &, y jeder Form den dort 
angegebenen Bedingungen I., IL, IIL, so wird jede Zahl om im 
Ganzen auf x . 2“ verschiedene Arten erzeugt, wo x die ebenda- 
selbst festgesetzte, nur von D) und 6 abhängige Bedeutung hat. 
Die sämmtlichen A Formen des Systems S zerfallen nun in zwei 
Gruppen, nämlich in eine Gruppe von H Formen, die wir mit 
(a, b, ec) bezeichnen wollen, für welche y(m) = + 1 ist, und in 


*) Auch ohne Hülfe derselben gelangt man auf einem etwas kürzeren, 
wenn auch prineipiell nicht verschiedenen Wege zum Ziele, wenn ıman von 
der aus 8.91 folgenden Gleichung 2 Ftmw(n) —= Ew(r) ausgeht, wo y eine 
willkürliche Function, und ar alle die Zahlen bedeutet, welche durch das 
System der Formen (a,b,c) unter den Bedingungen 1., II. des $.90 erzeugt 
werden. Setzt man dann »ı(n) = n—s I(1-+yrC), wo yr den Werth des 
Charakters Ü im Geschlechte Gr bedeutet, so wird dies letztere rechts so- 
fort isolirt, während der Grenzprocess auf der linken Seite für jeden Be- 
standtheil cr 4 (n) des Productes 27 (L-+ yr ©) einzeln ausgeführt werden kann, 


$. 125. Geschlechter der Formen. 395 


eine zweite Gruppe von H' Formen, die wir mit (a, b', ce’) bezeich- 
nen wollen, für welche y(m) = — 1 ist. Offenbar werden auf 
diese Weise alle g, Formen des Systems S, welche einem und dem- 
selben Geschlecht G, angehören, auch einer und derselben dieser 
beiden Gruppen zugetheilt; denn für alle diese Formen hat jeder 
Factor C von x(m) für sich genommen und folglich auch x(m) 
selbst einen und denselben Werth. Und umgekehrt leuchtet ein, 
dass alle Zahlen om, denen y(m) = + 1 entspricht, ausschliess- 
lich durch Formen der ersten Gruppe, und alle Zahlen om, denen 


(m) =— 1 entspricht, ausschliesslich durch Formen der zweiten 
Gruppe erzeugt werden. Mithin ist 
| y far? +.2b2y+ 4 | 
ae a 2 rk 
x% % (m) ein ’ ’ ’ i 
m® | :.- (# er2bayH+ I - | 
5. 6 


wo auf der rechten Seite die den 7 Formen (a, b, c) der ersten 
Gruppe entsprechenden Doppelsummen mit positivem Vorzeichen, 
und die den 7’ Formen (a, b’, c') der zweiten Gruppe entsprechen- 
den Doppelsummen mit negativem Vorzeichen behaftet sind. 
Multiplicirt man jetzt die Gleichung mit der unendlichen 


Reihe 
PS: 1 


Pe 238° 
so erhält men links zufolge der obigen Gleichung das Resultat 


Le (7) ı(n). 


m Ne n n> ° 


führt man ferner auf der rechten Seite die Multiplication wie in 
8. 90 aus, so verändert sich äusserlich ihre Gestalt nicht, sondern 
es fällt allein die frühere Bedingung IH. fort, nach welcher die den 
Variabelen x, y beigelegten Werthe relative Primzahlen zu einander 
sein mussten. Man erhält daher 

, (ax: +2bxy + cey\—° 

Sul verscsı a a 


’ er 3 
n 
DR en | ee 
ETTREAN nu’ er N. er) Kr 
BE a - 
Setzen wir jetzt s — 1 -+ o, und multipliciren wir mit 0, so 


nähert sich mit unendlich abnehmendem positiven o jedes der h 


Producte 
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„far? +2bay+eyı\-arg S a x2+2b'zy+ c'y? ERER 
0.2 DETEN Ta RE EN ‚02 ee r 


einem und demselben von Null verschiedenen Grenzwerth W, 
welcher für eine negative Determinante in &. 95, für eine positive 
in $. 98 bestimmt ist; mithin wird der Grenzwerth, welchem sich 
das Product aus e und aus der rechten Seite der vorstehenden 
Gleichung nähert, gleich (H— H’) W. 

Für die beiden Fälle nun, in welchen für y(n) entweder das 
Anfangsglied 1 oder das Glied [|] ©’ der Entwicklung des Pro- 
ductes [] (1 + ©) genommen wird, ist H=h und H'’— 0; und 
die obige Gleichung stimmt genau mit der in $.90 überein, welche 
später zur Bestimmung der Olassenanzahl h führte. In den übrigen 
(2r— 2) Fällen, d. h. also, wenn unter y(r) irgend ein Glied des 
entwickelten Ausdrucks 


NIaA+0)—-1-—|1€C' 


verstanden wird, nähert sich aber, wie im folgenden Paragraphen 
nachträglich gezeigt werden soll, jede der beiden unendlichen 
Reihen 


mit unendlich abnehmendem g@ einem endlichen Grenzwerth, und 
folglich das Product 


exrN\ in) x D ı(n) 
an; 


dem Grenzwerth Null. Vergleicht man dies mit dem oben ge- 
fundenen Grenzwerth (H— 11’) W, wo W eine von Null verschie- 
den& Grösse war, so ergiebt sich 


HD 


d. h. jedem dieser (2r— 2) Fälle entspricht eine Eintheilung aller 
h Formen des Systems S in zwei Gruppen, deren jede eine gleiche 
Anzahl H—= H'— Y,h Formen enthält. 

/ufolge der obigen Bemerkung, dass die g, Formen des 
Systems S, welche einem und demselben Geschlecht @, angehören, 
bei jeder einzelnen Specialisirung von x(») entweder alle in die 
erste, oder alle in die zweite Gruppe fallen, lässt sich jede solche 
Gleichung von der Form H— H’—0, welche einem dieser (2T—2) 
Fälle entspricht, in folgender Weise aufschreiben 
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ragen org=\) (9) 
wo die Anzahl y, jedesmal mit positivem, irgend eine andere An- 
zahl 9, aber mit positiven oder negativem Vorzeichen behaftet 
ist, je nachdem in diesem Falle die Formen des Geschlechts (ee 
derselben Gruppe angehören, wie die Formen des Geschlechts G,, 
oder nicht, d.h. je nachdem die Werthe, welche .x(n) in dem 
Geschlecht @, und in dem Geschlecht @, erhält, gleich oder 
entgegengesetzt sind. Ist 7 der Ueberschuss der Anzahl der 
Fälle, in welchen das Erstere eintritt, über die Anzahl der übri- 
gen, so wird, wenn man alle Gleichungen (y) addirt, die den 
(27 — 2) verschiedenen Fällen entsprechen, der Coefficient von 
91 gleich (2r — 2), und der von g, gleich 4 werden. Um nun 
diesen Ueberschuss 7 zu bestimmen, bezeichnen wir mit y, und 
Y, die bestimmten Werthe + 1, welche irgend einer der A Cha- 
raktere C resp. in dem Geschlecht @, und G, annimmt, und 
unter diesen mit y,’ und y,' diejenigen Werthe, welche den 
Charakteren (’’ entsprechen; man überzeugt sich dann leicht, dass 

4=l+ny) 1 My, 
ist; denn wenn wir das erste, aus A Factoren von der Form 
(1+ 7,7.) bestehende Product rechter Hand entwickeln und die 
daraus entstehenden beiden Glieder 1 und Ilyı' 7,’ gegen die 
beiden anderen Glieder fortheben, so bleiben 2% — 2 —= 2r — 2 
Glieder zurück, deren jedes einem bestimmten Gliede des ent- 
wickelten Ausdrucks 


era WG, 


d. h. einer bestimmten Specialisirung von y(n) entspricht, und 
zwar wird ein solches Glied = + 1 oder — — 1 werden, je 
nachdem die beiden Werthe, welche das correspondirende x(n) 
im Geschlecht G, und im Geschlecht G, annimmt, gleich oder 
entgegengesetzt ausfallen; die algebraische Summe aller dieser 
Glieder ist also in der That gleich dem Ueberschuss 7, was zu 
beweisen war. Da nun die beiden Geschlechter @, und (@, ver- 
schieden sind, so ist ınindestens einer der A Factoren (l +YıYr) 
gleich Null, und: da ausserdem ]],’ = 1, Ily/ = 1 und folglich 
auch [1yı'yr' = 1 ist, so erhalten wir 4 — —9,.. Da dieser 
Ueberschuss / nun für alle von @, verschiedenen Geschlechter 
gleich gross ist, so erhalten wir durch Addition sämmtlicher 
(27 — 2) Gleichungen (y) das Resultat 
dt tr trend 
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und da ausserdem 


9 I ge 
ist, so folgt 
= RN red 
ty —2h=0, also gı Ze 
Da endlich für jedes andere Geschlecht @,, @3 .. . Gx die 
Untersuchung ebenso geführt werden kann, wie für das Geschlecht 
G,, so erhalten wir als Endresultat den Satz“): 
Die Anzahl der wirklich existirenden Geschlechter ist gleich 
akt, und alle diese (seschlechter enthalten Ale viele Formen- 
classen. 


Ss. 126. 


Zur Vervollständigung des vorstehenden Beweises haben wir 
nun noch zu zeigen, dass für jede der 27 — 2 Specialisirungen 
von x(n), welche den Gliedern des obigen entwickelten Ausdrucks 
entsprechen, jede der beiden unendlichen Reihen 

(mn). Si) rn) 


fl ’ 
n'rv N, 


mit unendlich abnehmendem positiven oe sich einem endlichen 
Grenzwerth nähert. Dies kann mit Rücksicht auf frühere Unter- 
suchungen (8. 101) in folgender Weise geschehen. 

Jede der beiden in Rede stehenden Summen ist von der 
Form 


Y Fe 
y En — N QuR—ı) nm) > 1 
re Fr 3 n®’ 
*) (rauss: D. A. artt. 252, 261, 257. — Mit Hülte des Satzes über die 


arithmetische Progression (Supplement VI.) lässt sich der obige Satz sehr 
kurz beweisen. Da nämlich alle Zahlen », für welche jeder der A Charak- 
tere ( einen vorgeschriebenen Werth + 1 hesitzt, in gawissen arithmeti- 
schen Reihen enthalten sind, deren Differenz 4D ist, wahrend ihre An- 
fangsglieder relative Primzahlen zu 4D sind (vergl. $. 52), so existiren 
unter diesen Zahlen n auch Primzahlen p; genügen nun die für die Charak- 
tere C vorgeschriebenen Werthe + 1 der Bedineung HU’! — + 1, 56 ist 
EUR cher Jest von p, und folglich existirt eine es) ursprüung- 
)iehe Form erster Art, deren erster Coeffieient = » ist, £ 

vorgeschriebenen Total-Charakter. besitzt. -— Vergl. en = ee 
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wo 6° =1,n?=1, und L irgend ein ungerader Divisor von D 
ist; da quadratische Factoren im Nenner eines Jacobi’schen Sym- 
hola fortgelassen werden dürfen, so können wir annehmen, dass 
L durch keine Quadratzahl (ausser 1) theilbar ist. Kemer ist 
Jedenfalls nicht gleichzeitig 9= + 1,n—= +1, L=1; dem 
sonst wäre entweder y(n)—1, oder y(n) —= II C’, gegen unsere 
Voraussetzung. 

Bezeichnen wir mit LL’ das Product aus allen von einander 
verschiedenen in D aufgehenden ungeraden Primzahlen, so ist das 
System der Zahlen n identisch mit dem System aller positiven 
ganzen Zahlen, welche relative Primzahlen zu 8ZL’ sind; wir 
betrachten zunächst nur die ersten p(SZL’) Zahlen n, d. h. die- 
jenigen Zahlen n, welche kleiner als 8LL’ sind, und zeigen, dass 
die Summe der entsprechenden Werthe von «a, gleich Null ist. Zu 
diesem Zwecke bezeichnen wir mit a irgend eine der vier Zahlen 
1, 3, 5, 7; mit db irgend eine der g(Z) Zahlen, welche relative 
Primzahlen zu Z und nicht grösser als Z sind; endlich mit 0’ 
irgend eine der p(L’) Zahlen, welche relative Primzahlen zu L 
und nicht grösser als Z’ sind. Es wird dann (nach $. 25) durch 
die drei Congruenzen 

n» = u (mod. 8, n==b (mod. L), » = d’ (mod. L) 


eine und nur eine Zahl n bestimmt, welche relative Primzahl zu 
SZL' und zugleich kleiner als 8 LL/ ist; und wenn jede der drei 
Zahlen a, b, b’ unabhängig von den anderen alle ihr zukommenden 
Werthe durchläuft, so werden auf diese Weise auch alle g8L1)) 
Zahlen n erzeugt, die relative Primzahlen zu 8LL’ und kleiner 
als SZ, 12’ sind. Da nun jedesmal 

Hann NWm’—ı1) — (\Vela—ı) na), (2)= -(7 ) 

L 


1a 


ist, so wird die über diese Werthe von n ausgedehnte Summe 


EB 
Sa = p(2). 2 He en. 3 (-); 


4, 


nun ist aber (nach $. 52, I.) 


5 (z) N 


ausgenommen, wenn W=1 ist; ausserdem findet man leicht, 


dass auch Pag 
10 a a) 
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ist, ausgenommen, wenn d9—=n= + list. Da nun, wie schon 
oben bemerkt ist, diese beiden Ausnahmefälle jedenfails nicht 
gleichzeitig eintreten, so ist 

Ye 0, 
wo das Summenzeichen sich auf die angegebenen Werthe von % 
bezieht. 

Da ferner, sobald # = n (mod. 8LL'), auch «„ —= ©, ist, 

so wird immer 

2,0 = 0 
sein, wenn die Summation auf beliebige (8_L_L’) auf einander 
folgende, also nach dem Modul 8 ZZ’ incongruente Werthe von 
n ausgedehnt wird. Und hieraus folgt unmittelbar, dass die Summe 
aller Werthe von «,, die beliebig vielen auf einander folgenden 
Werthen von n entsprechen (von n = 1 an gerechnet) . stets 
unterhalb einer endlichen angebbaren Grenze bleibt. Nach 
einer früheren Untersuchung ($. 101) ist daher die Reihe 


ne’ 


wenn ihre Glieder nach der Grösse der Nenner geordnet werden, 
eine für jeden positiven Werth von s endliche und stetige Function 
von s; also nähert sich auch jede der beiden obigen Reihen mit 
unendlich abnehmendem positiven g einem endlichen Grenzwerth, 
was zu beweisen war. 


V. Theorie der Potenzreste für zusammengesetzte 
Moduli. 


8. 197. 


Es ist in 8. 28 gezeigt, dass, wenn die Zahl a relative Prim- 
zahl gegen den Modul % ist, stets positive ganze Exponenten n 
von der Beschaffenheit existiren, dass «* = 1 (mod. k) ist; diese 
Exponenten n sind die sämmtlichen Vielfachen des kleinsten unter 
ihnen; bezeichnet man diesen mit 6, so sagt man, die Zahl «a 
gehöre zum Exponenten d; und die ö Zahlen 

ee a (A) 
sind sämmtlich incongruent. Mit Hülfe des verallgemeinerten 
Fermat’schen Satzes ist dort ebenfalls gezeigt, dass ö immer ein 
Divisor von @ (k) ist; dies Resultat lässt sich aber auch ohne Hülle 
des Fermat’schen Satzes ableiten durch eine eigenthümliche 
Methode, welche sehr häufig zum Nachweise der Theilbarkeit einer 
Zahl durch eine andere gebraucht werden kann. In unserem Falle 
gestaltet dieselbe sich folgendermaassen. 

Ist a’ irgend eine relative Primzalıl zu k, so sind (nach 8. 15) 
die ö Zahlen 

a 00, ae ti (4') 
sämmtlich incongruent; dasselbe gilt von den ö Zahlen 


aa aan. a (A") 


sobald «” ebenfalls relative Primzahl zu /; ist. Jeder solche Com- 
plex, wie A’ oder A”, enthält d unter einander incongruente 
Zahlen, die sämmtlich relative Primzahlen gegen k sind und also 
als Repräsentanten von ö Zahlelassen in Bezug auf den Modul k 
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angesehen werden können. Gesetzt nun, es findet sich eine und 
dieselbe Zahlelasse in jedem der beiden Complexe A’ und 4” 
vertreten, so giebt es zwei Exponenten uw’, w’ von der Beschaffen- 
heit, dass 

a ae al ann 


ist; nehmen wir an, was der Syminetrie wegen erlaubt ist, dass 
uw” = w, so erhält man durch Division mit a® die Congruenz 


a = a” . a""'-"' (mod. k); 


und hieraus folgt sogleich, dass jede in A’ enthaltene Zahl a’ . a” 
auch einer Zahl von der Form «” . a", d.h. einer in A” enthal- 
tenen Zahl congruent ist. Wir können hieraus schliessen, dass 
entweder zwei solche Complexe A’, A” dieselben ö Zahlelassen 
enthalten, oder dass keine einzige Classe in beiden gleichzeitig 
vertreten ist. 

Bildet man nun der Reihe nach alle solche aus ö Zahlelassen 
bestehenden Complexe von der Form 4’, A4”..., und zwar nur 
solche, welche von einander verschieden sind, so muss endlich jede 
der p(k) Zahlelassen, welche relative Primzahlen zu %k enthalten, 
in einem dieser Complexe, und auch nur in einem, vertreten sein, 
ist daher & die Anzahl dieser von einander verschiedenen Complexe, 
so muss p(k) = eöd,also p(k) theilbar durch ö sein, was zu be- 
weisen war. 

Hieraus ergiebt sich nun der Fermat’sche Satz als Folgerung; 
denn erhebt man die Congruenz 


u? = 1 (mod. k) 
zur &ten Potenz, so erhält man 


ar% = 1 (mod. k). 


8. 128. 


Für den Fall, dass der Modul k eine Primzahl p ist, wurde 
ferner in $.29 bewiesen, dass zu jedem Divisor d von g(pJ)=p—1 
genau @(d) Zahlen gehören, die nach dem Modul p incongruent 
sind; und in $. 30 sind die Eigenschaften der sogenannten primi- 
tiven Wurzeln von p betrachtet, d. h. derjenigen P(p —1) incon- 
gruenten Zahlen 9, welche zum Exponenten p — 1 selbst gehören. 
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Wir wollen nun untersuchen, ob ähnliche Gesetze auch für zu- 
sammengesetzte Moduln gelten. 

Zunächst beschränken wir uns auf den Fall, in welchem der 
Modul k eine Potenz von einer ungeraden Primzahl p ist, und wir 
werden der Analogie nach unter einer primitiven Wurzel von k 
jede Zahl 4 verstehen, welche zum Exponenten @ (*) gehört. Dem 
Beweise der wirklichen Existenz solcher primitiven Wurzeln 
schicken wir folgenden Hülfssatz voraus: 

Ist h irgend eine ganze Zahl und x eine positive ganze Zahl, 
so ist siets 

(1 +hp)=1 + hp”t!(mod.p”t?) 
Man überzeugt sich hiervon leicht durch die Entwicklung 


der linken Seite nach dem binomischen Satze; man findet nämlich 
zunächst, indem man sich auf die drei ersten Glieder beschränkt, 


(I +-hpypz1+ hp”t! + 4(p — 1)h?p?”t1 (mod. p3”), 


und hieraus ergiebt sich die obige Congruenz, wenn man bedenkt, 
dass p ungerade, also 3(p--1) eine ganze Zahl, und ferner, dass 
sowohl p?”+! als auch p°” durch p”+? theilbar ist. 

Nach dieser Vorbemerkung gehen wir an unsere Unter- 
suchung und nehmen zunächst einmal an, es existire für den 
Modul p”+!, wo z = 1 ist, wirklich eine primitive Wurzel g; 
dann liegt es nahe, zu fragen: zu welchem Exponenten gehört 
eine solche Zahl g in Bezug auf den Modul »”? Es sei ö dieser 
Exponent, also 

. g® —1+ hp”, 
so erhält man mit Hülfe des soeben bewiesenen Satzes 

g’r = 1 (mod. p”+!); 


da nun g primitive Wurzel von p”+! ist, so muss dp durch 
p(p”+Y) = (p — 1)p”, und folglich ö durch (p — 1) pp"! theil- 
bar sein; andererseits muss aber, da y zum Eixponenten d in Bezug 
auf den Modul p” gehört, nothwendig P(p”) = (p DT 
durch ö theilbar sein; mithin ist d — g(p”), d.h. g ist auch 
primitive Wurzel von p”. Zugleich leuchtet ein, dass die in der 
Gleichung . 
ge-»> —1+ hp” 
vorkommende Zahl % nicht durch p theilbar sein kann; denn 


sonst wäre 
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r-—1 
gen" —=71 (mod, 941), 
also g keine primitive Wurzel von p”*!. 
Setzt man diese Schlüsse weiter fort, so erhält man zunächst 
das Resultat: 


‚Jede primitive Wurzel g von einer höheren Potenz einer un- 
geruden Primzahl p ist nothwendig eine primitive Wurzel der 
Zahl p selbst, und zwar von der Beschaffenheit, dass gr! — 1 
nicht durch p: theilbar ist. 

Wir wollen nun umgekehrt annehmen, es sei g eine primitive 
Wurzel von p”, und zwar von der Beschaffenheit, dass die in 
der Gleichung 

—— 
ge-mr" —1+ hp” 


vorkommende Zahl % nicht durch p theilbar ist; und wir fragen 
jetzt: zu welchem Exponenten gehört diese Zahl g in Bezug auf 
den Modul p”+!1? Ist ö dieser Exponent, also 

g9’ = 1 (mod. pt), 
so ist auch 

9’ = 1 (mod. p”), 
und folglich ö theilbar durch @(p”); da aber andererseits ö ein 
Divisor von p(p”+!) = pyp(p”) sein muss, so ist Ö entweder 
= 9 (p”), oder = p(p”+?); das Erstere ist aber nicht der Fall, 
weil unserer Voraussetzung zufolge die Zahl A nicht durch p 
theilbar ist; also ist d = p(p”*'), d.h. die Zahl g ist primitive 
Wurzel von p”*+!. Zugleich leuchtet aus der Congruenz 


ga-ın" —= (14 hp”p = 1+ hp”*+! (med. p”+?2) 
ein, dass die in der Gleichung 2 
gene" =,] ,-4- h'parı 


vorkommende Zahl A’ nicht durch p theilbar ist. 


Durch Fortsetzung dieser Schlussweise erhalten wir das zweite 
1 
vesultat: 


Jede primitive Wurzel g einer ungeraden Primzahl p, für 
welche die Differenz gP=' — 1 nicht durch p? theilbar ist, ist auch 
eine primitiwe Wurzel aller höheren Potenzen von p. 

Um also die Existenz von primitiven Wurzelii g für höbere 
Potenzen von p nachzuweisen, und um alle diese Zahlen g zu 


$. 128. Potenzreste. 335 


finden, haben wir nur noch zu zeigen, dass in der That primitive 
Wurzeln g von p existiren, für welche gP=t — 1, oder, was das- 
selbe sagt, für welche g? — g nicht durch p? theilbar ist. Dies 
geschieht leicht auf folgende Weise. Ist f irgend eine primitive 
Wurzel von p, so sind alle in der Form 


arte 
enthaltenen Zahlen g ebenfalls primitive Wurzeln von p; dann ist 
nach dem binomischen Satze | 


ge = fr (mod, p?); 
setzen wir daher 


Je=f + 7‘ p (mod. 92), 


so wird 
g? —g Es p (f — c) (mod. ma): 


und folglich ist y = f + px jedesmal eine primitive Wurzel aller 
Potenzen von p, ausgenommen, wenn & = f’ (mod. p), also 


g= f?r (mod. p2) 
ist. Da nun p(p — 1) nach dem Modul p incongruente Zahlen f 
existiren, und aus jeder Zahl f genau (p—1) in Bezug auf den 
Modul p? incongruente Zahlen = f + px von der Beschaffenheit 
abgeleitet werden können, dass yP=' — 1 nicht durch p? theilbar 
wird, so erhalten wir das Resultat: 


Die sämmtlichen primitiven Wurzeln von höheren Potenzen 
einer ungeraden Primzahl p sind die sämmtlichen Individuen von 
(—D P(p— 1) verschiedenen Zahlelussen in Bezug auf den 
Modul p?. 

‚Beispiel: Sämmtliche primitive Wurzeln der Primzahl p=1 
sind in den beiden Reihen 7x + 3, 7x + 5 enthalten; da nun 


37= 31, 5’= 19 (mod. 49) 


ist, so sind alle in den arithmetischen Reihen 7x +3, 72 +5 


enthaltenen Zahlen, mit Ausnahme derer, welche =31 oder =19 
(mod. 49) sind, auch primitive Wurzeln von allen höheren 


Potenzen von 7. 


IR 
er 
[507 
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8. 129. 


Nachdem im Vorhergehenden die Existenz von primitiven 
Wurzeln y für jeden Modul p” nachgewiesen ist, der eine Potenz 
einer ungeraden Primzahl p ist, kann man leicht die übrigen 
elementaren Fragen über die Potenzreste beantworten. Setzt 
man zur Abkürzung 


p(p)= 6 
so sind die Potenzen 
9°, 9", 9°... g°7* (mod. p”) 
sämmtlich incongruent, und bilden daher ein vollständiges System 
incongruenter Zahlen, mit Ausschluss der durch p theilbaren 
Zahlen. Ist daher n irgend eine durch p nicht theilbare Zahl, so 
existiren stets unendlich viele Exponenten y, die aber nach dem 
Modul c sämmtlich einander congruent sind, von der Beschaflen- 
heit, dass 
n = 9’ (mod. p”); 


man nennt dann y den Index der Zahl n für die Basis 9, und 
drückt dies in Zeichen so aus 


Ind. n = y (mod. c); 


durchläuft y.ein vollständiges Restsystem in Bezug auf den Modul 
c, so durchläuft » ein vollständiges System von Zahlen, die relative 
Primzahlen zu p” und unter einander nach dem Modul p” incon- 
gruent sind. Für die Rechnung mit diesen Indices gelten dieselben 
Gesetze, wie die (in $.30 angegebenen) für den Fall = = 1. Wir 
lieben hier besonders hervor, dass 
Ind. = 0, Ind. (— 1) = Le (mod. ce), 

und ferner, dass » quadratischer Rest oder Nichtrest von »” ist, 
Je nachdem Ind, » gerade oder ungerade ist. 

Aus dem Index einer Zahl » lässt sich leicht der Exponent £ 
bestimmen, zu welchem n in Bezug auf den Modul p” gehört; aus 


N ESS "mod. p* 
folgt nämlich S 
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n! = ytInd.n, (mod. p7); 

soll also n? =1 sein, so muss tInd,n durch ec theilbar, und 

folglich £ ein Multiplum von ce: ö sein, wo Ö den grössten ge- 

meinschaftlichen Diyisor von e und Ind.n bedeutet; die kleinste 

aller dieser Zahlen £, d. h. der Exponent, zu welchem » gehört, 

ist daher — ec: Ö. 

Hieraus folgt, dass » stets und nur dann eine primitive 
Wurzel von p” ist, wenn Ind.n relative Primzahl zu e ist; die 
Anzahl aller nach dem Modul p” incongruenten primitiven Wur- 
zeln von p” ist daher gleich der Anzahl derjenigen der Zahlen 


0, 1,2 1, 


welche relative Primzahlen zu c sind, also gleich g(J)=gpg(p”), 
Dasselbe Resultat ist aber auch eine unmittelbare Folge aus dem 
. Schlusssatze des vorigen Paragraphen. 


8. 130. 


Die Primzahl 2 verhält sich anders als die ungeraden Prim- 
zahlen, welche bisher ausschliesslich betrachtet wurden. 

Für den Modul 2 kann jede ungerade Zahl als primitive 
Wurzel angesehen werden. 

Für den Modul 2? — 4 it 3= — 1 eine primitive Wurzel; 
zu jeder ungeraden Zahl n giebt es einen entsprechenden lixpo- 
nenten » von der Beschaffenheit, dass 


n = (— 1)“ (mod. 4) 


ist; und zwar ist & = 0 (mod. 2) oder = 1 (mod. 2), je nachdem 
»=1 oder = 3 (mod. 4) ist. 

Bis hierher findet also noch völlige Analogie mit den un- 
geraden Primzahlen statt; sobald aber ein Modul 2% betrachtet 
wird, in welchem der Exponent 4 > 3 ist, hört dieselbe auf. Es 
lässt sich nämlich zeigen, dass, wenn » irgend eine ungerade 
Zahl bedeutet, immer schon 


% Rh 
nrI@)—n2 ==1 (mod. 2%) 


ist. In der That ist dieser Satz richtig für = 3; dem das 
Quadrat jeder ungeraden Zahl nıst=1( mod. 8). Nehmen wir 


Dirichlet, Zahlentheorie. 22) 
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ferner an, der Satz sei für einer beliebigen Exponenten A = 3 
schon bewiesen, es sei also 
1—2 


n? —1 + 52% 
so folgt hieraus durch Quadriren 
mT!—1 + A244 + 922% = 1 (mod. 2%+N), 
d.h. der Satz gilt auch für den nächstfolgenden Exponenten A+1. 


Er gilt mithin allgemein, da er für 1 —3 gilt. 

Es fragt sich nun, ob es in diesen Fällen wenigstens Zahlen 
giebt, die zu dem Exponenten 49 (2?) = 2”? gehören; man 
überzeugt sich leicht, dass die Zahl 5 diese Eigenschaft für jeden 
Modul 2° > 8 besitzt. Es ist nämlich 


5 =1+ 4 (mod. 8) 
52—=1 + 8 (mod. 16) 
5t=1 + 16(mod. 32) 
53= 1 + 32(mod. 64) 
allgemein 
5° — 1 + 22-1 (mod. 2%), 
also 
52°”° niemals = 1 (mod. 2%), 


woraus unmittelbar folgt, dass der Exponent, zu welchem die Zahl 
5 nach dem Modul 2? gehört, kein Divisor von 2-3 sein kann 
und also, da er doch Divisor von 2%-? sein muss, nothwendig 
ds riet, 
Hieraus ergiebt sich nun, wenn man zur Abkürzung 
ray 
setzt, dass die 5 Zahlen 
50, 51 52,..50-1 


sämmtlich nach dem Modul 2* incongruent sind; dasselbe gilt von 
den Zahlen 


00, Kb en ne 
da ferner die ersteren sämmtlich = 1 (mod. 4), die letzteren 
sämmtlich = 3 (mod. 4) sind, so bilden sie zusammengenommen 


ein System von @(2”) nach dem Modul 2? incongruenten un- 


geraden Zahlen. Ist daher n irgend eine ungerade Zahl, so kann 
man stets 
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n = (— 1)*5# (mod. 2°) 


setzen, wo « nach dem Modul 2 und 8 nach dem Modul 5 voll- 
ständig bestimmt ist. Durchläuft & ein vollständiges Restsystem 
in Bezug auf den Modul 2, und 8 unabhängig von « ein vollstän- 
diges Restsystem in Bezug auf den Modul db, so durchläuft n ein 
vollständiges System von Zahlen, die in Bezug auf den Modul 24 
incongruent und relative Primzahlen zu 2%, d.h. ungerade sind. 
Diese beiden Zahlen & und 8 kann man die Indices der Zahl n 
nennen; sie befolgen ganz ähnliche Gesetze, wie die Indices für 
die früher betrachteten Moduli. Wir heben noch besonders her- 
vor, dassn =-+ 1 oder = + 3 (mod. 8) ist, je nachdem ß gerade 
oder ungerade. 

Es verdient bemerkt zu werden, dass die vorstehende Form, 
in welche jede ungerade Zahl » gebracht werden kann, auch noch 
für den Fall A — 2 gilt; die Anzahl 5 der Werthe von ß reducirt 
sich nämlich auf 1, und da 5=1 (mod. 4), so geht die obige 
Form in die frühere n = (— 1)* (mod. 4) über. Für eine spätere 
Untersuchung ist es sogar zweckmässig, dieselbe Form der Dar- 
stellung aller relativen Primzahlen zu einem Modul von der Form 
2% auf die Fälle A = 0 und A = 1 auszudehnen; da in denselben 
nur eine einzige Zahlelasse darzustellen ist, so wird man & und ß 
auch nur einen einzigen Werth beizulegen haben; setzen wir 
daher «a —b—= 1, wenn A=- 0 oder A — 1 ist, in allen anderen 
Fällen (4 >2) aber a—=2,b=39(2”), so können wir sagen, 
dass der Ausdruck 

n = (—1)* 5? (mod. 2°) 
alle incongruenten relativen Primzahlen zum Modul durchläuft, 
wenn & und ß resp. vollständige Restsysteme in Bezug au! «a 
und 5 durchlaufen, und stets ist p (2*) = ab. 


8. 131. 


Es sei nun der Modul eine beliebige zusammengesetzte Zahl 
Be pay EROR, 


wo pP, p' von einander verschiedene ungerade Primzahlen, und 
En 
itiv : ster, A 
i, rn, n'... ganze positive Exponenten bedeuten, deren erster, A, 
22% 
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auch — 0 sein kann. Ist n irgend eine relative Primzahl zu k, 
so kann man stets 

n = (— 1)* 5 (mod. 2°) 

n = 9’ (mod. p”) 

n = g’r' (mod. p'”) 


a en ae ae 


setzen, wo 9, g’... primitive Wurzeln resp. von p2, p'?... be- 
deuten. Geben wir den Zahlen a, 5 die im vorigen Paragraphen 
festgesetzte Bedeutung und setzen wir zur Abkürzung 


gr) yp")=d..., 
so sind die Exponenten oder Indices 


ae Da a 08 
vollständig bestimmt in Bezug auf die entsprechenden Moduli 

ER RR 
und umgekehrt entspricht jedem solchen Systeme von Indices 
(nach $. 25) eine bestimmte Classe von Zahlen » nach dem Modul 
k, die relative Primzahlen zu % sind. Durchlaufen die Indices 
a, ß, 9, y' .. . unabhängig von einander ihre a,b, c, ec’... Werthe, 
so durchläuft » sämmtliche 


aber... Ppfk) 


Zahlelassen in Bezug auf den Modul %k, welche relative Primzahlen - 
zu k enthalten. 

Sind die Indices «, ß, y, y’ ... einer Zahl » bekannt, so ist 
es leicht, den Exponenten Ö zu bestimmen, zu welchem die Zahl 
n gehört; denn offenbar ist ö das kleinste gemeinschaftliche 
Multiplum aller derjenigen Exponenten, zu welchen die Zahl n in 
Bezug auf die einzelnen Moduli 27, p”, p’'=' ... gehört. Dieser 
Exponent ö ist daher immer ein Divisor von dem kleinsten ge- 
meinschaftlichen Vielfachen u der Zahlen a, b, ce, e'... Es können 
daher primitive Wurzeln von k, d.h. Zahlen, die zum Exponenten 
p(k) gehören, nur dann existiren, wenn u — p(k) ist; man 
überzeugt sich leicht, dass dies nur dann der Fall ist, wenn der 
Modul k—=1, oder = 2, oder —4, oder eine Potenz einer un- 
geraden Primzahl, oder das Doppelte einer solchen Potenz ist; 


und umgekehrt leuchtet ein, dass in diesen Fällen immer primi- 
tive Wurzeln existiren. 
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Da ferner die Möglichkeit einer binomischen Congruenz von 
der Form 


zm = n (mod. k) 
und die Anzahl ihrer Wurzeln nur von der Möglichkeit derselben 
Congruenz in Bezug auf die einzelnen Moduli 2%, p”, p'”" ... ab- 
hängt (nach $. 37), so überzeugt man sich leicht, dass zur Beur- 
theilung dieser Frage und zur Auffindung der Wurzeln der Con- 
gruenz die Kenntniss der Indices der Zahl » vollständig ausreicht. 
Die wirkliche Ausführung dieser Untersuchung unterdrücken wir 
hier, weil sie sich ganz ebenso gestaltet wie in $. 31. Der Fall 
m — 2 würde auf diese Weise behandelt auf das in $. 37 ge- 
wonnene Resultat zurückführen. Ebenso leicht ist es, den ver- 
allgemeinerten Wilson’schen Satz ($. 38) von Neuem zu beweisen. 


VI. Beweis des Satzes, dass jede unbegrenzte arith- 

metische Progression, deren erstes Glied und Differenz 

ganze Zahlen ohne gemeinschaftlichen Factor sind, un- 
endlich viele Primzahlen enthält. 


8. 132. 


Der allgemeine Beweis dieses Satzes*) stützt sich auf die 
Betrachtung einer Classe von unendlichen Reihen von der Form 


I: S Un), 


wo der Buchstabe n alle ganzen positiven Zahlen durchlaufen 
muss, und die reelle oder complexe Function Y(n) der Bedin- 
gung 
dln) d(n) = Yl(nn) 

genügt. Hieraus folgt für n = n’ = 1, dass Y (1) = 1 oder = 0 
ist; da aber im letzteren Falle $ (n) = Y (1) Y (n) für alle Werthe 
von n verschwinden würde, so nehmen wir immer an, dass » (1) 
== 1 ist. Wir nehmen ferner an, die Function Y(n) sei so be- 
schaffen, dass die Summe der analytischen Moduln aller Werthe 
(m) endlich ist, woraus folgt, dass die Reihe Z einen von der 
Anordnung ihrer Glieder unabhängigen endlichen Werth besitzt. 


Man überzeugt sich daun leicht von der Richtigkeit der folgenden 
Gleichung 


In 2, ) 


*) Dirichlet: Abhandlungen der Berliner Akademie aus dem Jahre 
1837. 
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wo das Productzeichen sich auf alle, in beliebiger Ordnung auf 
einander folgenden Primzahlen q bezieht *). 
Zunächst leuchtet ein, da die Reihe I, die Glieder 
vl)=el, ya !M=2r... 
enthält, und die Summe derselben für sich einen endlichen Werth 
hat, dass der Modulus von v(q) < 1, und folglich 
1 
LAUTET ÄLHNEER 
ist. Sind ferner q,, 93, 93 - ... die sämmtlichen Primzahlen gq, wie 
sie in dem Producte linker Hand aufeinander folgen, so wird das 
Product Q der ersten m Factoren 
1 1 1 
1— vg)’ 1-9) I Um)’ 
wenn man jeden derselben nach der vorstehenden Gleichung in 
eine unendliche Reihe entwickelt und die Multiplication ausführt; 
gleich Y # (l), wo die Summation über alle die ganzen positiven 
Zahlen ! auszudehnen ist, in welchen keine anderen als die Prim- 
zahlen 9,93... q_ aufgehen. Ist daher k irgend eine positive 
ganze Zahl, und nimmt man m so gross, dass unter den Primzahlen 
91,42» - - QmSich alle diejenigen finden, welche’ < Ah sind, so ent- 
hält Y y (l) alle Glieder der Reihe Syn), in welchen n<h- 
ist, und ausserdem noch unendlich viele andere, in denen» >h 
ist. Mithin unterscheidet sich das Product Q von der Summe 
Yy(n) um eine Summe von der Form X Y(n’), in welche aber 
nur noch Zahlen n’ eingehen, welche > h sind. Da nun die 
Summe der Moduln aller Glieder Y(n) endlich ist, so kann man 
h, und also auch m so gross wählen, dass die Summe der Mo- 
duln aller Glieder Y(n’), und folglich auch der Modul der Diffe- 
renz Q — I Y(n) kleiner wird, als jede vorher gegebene Grösse; 
d. h. mit unbegrenzt wachsendem m nähert sich @ dem Grenz- 
werth Yy(n), was zu beweisen war. 
Ausser diesen Reihen von der Form L= X Y(n) haben wir 
noch diejenigen Reihen zu betrachten, welche durch die Ent- 


*) Unter dieser Classe von Reihen sind auch diejenigen enthalten, 
welche im fünften Abschnitt betrachtet sind. Vergl. $$. 124, 135. Der 
Werth einer solchen Function % ist offenbar für alle Zahlen vollständig 
bestimmt, sobald er für alle Primzahlen willkürlich angenommen ist, Die 
ältesten Untersuchungen über solche Reihen und Producte finden sich bei 
Euler: Introductio in analysin infinitorum. Cap. XV. 
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wicklung ihrer natürlichen Logarithmen entstehen. Wenn der 
Modulus von z ein echter Bruch ist, so ist bekanntlich 


und zwar ist der imaginäre Bestandtheil des Logarithmen rechter 
Hand stets zwischen den Grenzen —4zi und ++? zu nehmen. 
Setzt man hierin z— %(g) und für q alle Primzahlen, so erhält 
man zufolge der Gleichheit (1) 

Lv) HIV Y+3Ly)t  —=leLh (MD 
und offenbar hat die aus unendlich vielen unendlichen Reihen 
bestehende linke Seite einen von der Anordnung der Summationen 
unabhängigen endlichen Werth, weil selbst die Summe der Moduln 
aller ihrer Glieder einen endlichen Werth besitzt. Der imaginäre 
Theil des Logarithmen rechter Hand ist die Summe aller imaginären 
Theile der Logarithmen der einzelnen Factoren, aus denen das 
obige unendliche Product besteht. 

Wir fügen zu diesem Resultat noch einige Bemerkungen hinzu. 
Ist zunächst $(n) eine reelle Function, so sind alle Factoren des 
unendlichen Productes positiv, also ist logZL reell, und da die 
Reihe logZL einen endlichen Werth hat, so ist Z ein positiver von 
Null verschiedener Werth. Ist aber d(n) imaginär, und %'(n) 
der jedesmal mit Y(n) conjugirte complexe Werth, so ist auch 
vn) v' (mn) = W (nn‘), und die über alle ganzen positiven Zahlen 
n ausgedehnte Summe 2’ = % yY (n) ist die mit L—= %(n) con- 
jugirte Zahl. Zugleich wird 

SU HELL) HILW +. — logL, 
und zwar ist logL’ conjugirt mit logZ, so dass die Summe 
logL + logZ’ = log(LL/) reeli wird. 

Ist endlich der Werth der Function ® für alle in einer 
bestimmten Zahl k aufgehenden Primzahlen — 0, so ist y(m) 
jedesmal = 0, wenn » keine relative Primzahl zu %k ist, und die 
Gleichungen (I) und (II) bleiben richtig, wenn man n alle rela- 


tiven Primzahlen zu k, und q alle in % nicht aufgehenden Prim- 
zahlen durchlaufen lässt. 
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8. 133. 


Es sei nun (wie in $. 131) %k eine beliebige positive ganze Zahl, 
und zwar 
eh er Et 
wo 9, pP’... von einander verschiedene ungerade Primzahlen be- 
deuten; wir geben ferner den Buchstaben 


WR cne 


ihre frühere Bedeutung ($. 131) und bezeichnen entsprechend mit 


RL N = SPUR ROTE 


irgend welche Wurzeln der Gleichungen 
ne RE en ae —1... 
Ist nun » irgend eine positive ganze Zahl und zugleich relative 
Primzahl zu k, und sind ihre Indices 
& (mod. a), P (mod.db), Y(mod.c), y’(mod.c')..., 
so genügt, wie man leicht sieht, der Ausdruck 
Hentai"... 


v(n) = 


der Bedingung Y(n) Yy(n)—=Y(nn)*); wenn ferner der Exponent 
s> list, was wir im Folgenden annebmen wollen, so ist die 
Summe der Moduln n® aller Glieder » (n) endlich ($. 117), und 
folglich gelten die Gleichungen (I) und (II) des vorigen Para- 


graphen ; 


ere 

Sy) +3L2U lH tz) + =lgLl 
in welchen qg alle in k nicht aufgehenden Primzahlen, n alle 
relativen Primzahlen zu % durchlaufen muss; beide Reihen haben, 


=:ylmn)—L 


*) Der Zähler y(n) = er We, ‚besitzt die charakteristischen 


Eigenschaften y(n) 2 (n’) =y (nn’) und, weun v= n” (mod. k)ist, y(n)=y(n’). 
Umgekehrt, wenn eine Function % (n) die erste Eigenschaft bat, und wenn 
sie ausserdem nur .eine endlöche Anzahl m (von Null verschiedener) Werthe 
0, Wy 2. @m besitzt, so sind diese letzteren nothwendig die sämmtlichen 


Wurzeln der Gleichung om = 1. 
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so lange s > 1 ist, bestimmte von der Anordnung ihrer Glieder 
unabhängige Summen. Wir können hinzufügen, dass beide Reihen 
auch stetige Functionen von s sind, so lange s > 1 ist; wir be- 
weisen diese Behauptung für alle Werthe von s, welche grösser 
als ein beliebiger unechter Bruch 6 sind, weil hieraus offenbar 
die Stetigkeit dieser Reihen für alle Werthe von s>1 (excl. 1) 
folgt. 
Jede der beiden Reihen Z und logZ ist von der Form 


FL. EEE San 
1°? 28 = 38 u 
wo die Moduln der Coefficienten &,, &%, &% ... sämmtlich eine 


endliche Grösse A (— 1) nicht übertrefien. Um die Stetigkeit 
einer Function von s innerhalb eines gewissen Intervalls (s > 6) 
zu beweisen, genügt es darzuthun, dass, wie klein auch eine 
positive gegebene Grösse ö sein mag, die Function jedesmal in 
einen ersten und zwar stetigen, und in einen zweiten Bestandtheil 
zerlegt werden kann, dessen Modulus innerhalb des ganzen Inter- 
valls (s > 6) < Ö ist; denn hieraus folgt, dass der Modulus einer 
plötzlichen Werthänderung der Function, die doch nur von dem 
zweiten Bestandtheil herrühren kann, kleiner als 26, und folglich, 
da die gegebene Grösse ö beliebig klein sein darf. nothwendig 
= (0) sein muss (vergl. $$. 101, 143). In unserem Falle ergiebt 
sich die Möglichkeit einer solchen Zerlegung auf folgende Weise; 
ist n eine beliebige ganze Zahl, so ist die Summe der ersten 
n Glieder 

% 62) On 

oe 
eine stetige Function; der Modulus der Summe aller folgenden 
Glieder ist kleiner als 


Ama 


und folglich für alle Werthe s > 6 auch kleiner als 


1 1 
2 (. ee 
arm tat): 
da nun 6 ein unechter Bruch ist, und folglich (nach $. 117) die 
Reihe : 


1 \ 1 
gtaetrgt: 
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convergirt, so kann für jede gegebene Grösse ö entsprechend » 
so gross gewählt werden, dass 


l 1 
Aa tor ti )=® 
wird; hiermit ist für jede gegebene Grösse & die Möglichkeit einer 
Zerlegung unserer Reihe in zwei Bestandtheile von der obigen Art, 
und also auch die Stetigkeit der Reihen Z und logZL für jeden 
Werth s > 1 nachgewiesen. 

Der Beweis des Satzes über die arithmetische Progression 
gründet sich nun auf die Untersuchung des Verhaltens der Reihen 
L und logL bei unbegrenzter Annäherung des Exponenten s an 
den Werth 1. Wir bemerken zunächst, dass diese Reihen je nach 
der Wahl der in dem Ausdrucke »(n) vorkommenden Einheits- 
wurzeln 6, 7, ©, ®' ... ein ganz verschiedenes Verhalten zeigen; 
da diese Wurzeln resp. a, b, ec, ce’... verschiedene Werthe haben 
können, so sind in der Form L im Ganzen 


abec..--=og(k) 


verschiedene besondere Reihen enthalten; wir theilen diese Reihen 
L in drei Olassen ein: 


In die erste Classe nehmen wir nur eine einzige Reihe L, auf, 
und zwar diejenige, in welcher alle Einheitswurzeln 6, n, ©, ®... 


den Werth -+ 1 haben. 


In die zweite Classe nehmen wir alle übrigen Reihen Z, auf, 
in welchen alle Einheitswurzeln reelle Werthe, also die Werthe 
+ 1 haben. 


In die dritte Classe nehmen wir alle übrigen Reihen /, auf, 
d. h. alle diejenigen, in welchen wenigstens eine der Einheits- 
wurzeln imaginär ist. Die Anzahl dieser Reihen ist jedenfalls 
gerade, und sie sind paarweise mit einander conjugirt; denn 
entspricht eine solche Reihe L, den Wurzeln 6, n, ®, 05, ., 80 
entspricht immer eine zweite solche Reihe L',; den Wurzeln 9, 
n-4 @-1, @'-1..., und diese beiden Systeme von Wurzeln sind 
nicht identisch. 

Wir wollen nun das Verhalten aller dieser Reihen genau 
untersuchen, wenn der Exponent s—=1 + o sich dem Werthe 1 
nähert, d. h. also, wenn die positive Grösse _ unendlich klein 


wird. 
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Betrachten wir zunächst das Verhalten der ersten Reihe 


ae L AN: 1 
Id, ==.» — 
1 _ ns pe yıte’ 


in welcher n alle relativen Primzahlen zu % durchlaufen muss, so 
leuchtet ein, dass dieselbe als ein Aggregat von p(k) Partialreihen 
von der Form 


. 1 1 
srtormr toFamet 
angesehen werden kann, wo v relative Primzahl zu k und < k ist. 
Da nun (nach 8. 117) das Product aus einer solchen Reihe und 
aus eg mit unendlich abnehmendem o sich einem endlichen posi- 
tiven, vonNull verschiedenen Grenzwerth k—-! nähert, so können wir 


setzen, wo 2 mit, unendlich abnehmendem go sich ebenfalls einem 
endlichen, positiven, von Null verschiedenen Grenzwerth nähert. 

Ganz anders verhalten sich aber die Reihen L der zweiten und 
dritten Classe; wir haben gesehen, dass alle diese Reihen, so lange 
s > 1 ist, bestimmte von der Anordnung ihrer Glieder unabhängige 
Werthe besitzen; von jetzt an wollen wir aber ihre Glieder ı (n) 
so anordnen, dass die Zahlen » ihrer Grösse nach wachsend auf 
einander folgen; die so geordneten Reihen Z der zweiten und 
dritten Classe convergiren dann für alle positiven Werthe von s und 
sind nebst ihren Derivirten auch stetige Functionen des positiven 
Exponeuten s. 

Um dies nachzuweisen, betrachten wir zunächst die ganze 
rationale Function ‘ 


Fa}; Zernlalafrn c.® 
der Variabelen x, wo das Summenzeichen sich auf diejenigen @(k) 
positiven ganzen Zahlen v bezieht, die relative Primzahlen zu k 
und <& sind, und wo ©, ß,y,y'... die Indices der Zahl v be- 
deuten. Setzt man « — 1, so erhält man 


Fi) Ira, 


Ku) 
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wo die Indices «, ß,y,y’., . unabhängig von einander era 
Restsysteme resp. in ee auf die Moduln 0,0, 01%. . Aurch- 
laufen müssen; es ist daher 


FA IDN Infor, Doirtı,.. 
Da nun nach unserer Voraussetzung die Reihe Z eine Reihe der 
zweiten oder dritten Classe, und folglich mindestens eine der 


Einheitswurzeln #, 7, ®, @ ... nicht — +1 ist, so ist auch 
mindestens eine der Summen 


20°, ne, PR A 
gleich Null, und hieraus folgt 
eh 


Mit Hülfe dieses Resultates kann man nun die oben be- 
haupteten Eigenschaften der Reihen L auf verschiedene Arten 
nachweisen. Die eine besteht darin, dass man die Reihe L in 
ein bestimmtes Integral verwandelt. Nach der von Legendre ein- 
geführten Bezeichnung ist 


e z I1\:—1 
T (5) — / (1og =) dx 
0) 


eine für alle positiven Werthe von s endliche und stetige Function 
von s; bedeutet ferner n irgend einen positiven Werth, und er- 
setzt man x durch x”, so ergiebt sich 


1 
no er Far (108 +) 
” r x 


und hieraus folgt leicht (ähnlich wie in den $8. 103, 105), dass 
die Summe der ersten mg(k) Glieder der Reihe L gleich 


ist. Da nun f(x) eine durch x theilbare ganze Function von x 


ist, welche für x — 1 verschwindet, so bleibt innerhalb des ganzen 
Integrationsgebietes der Modulus der Function 
TR 


a 1—aR 
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unterhalb einer angebbaren endlichen Grösse, und hieraus folgt 
leicht, wenn man m unendlich wachsen lässt, dass 


nn SE ale 2) a 


ist. Es zeigt sich also im der That, dass die unendliche Reihe L 
der zweiten oder dritten Classe, wenn ihre Glieder in der an- 
gegebenen Weise geordnet sind, für jeden positiven Werth von s 
convergirt; beachtet man ferner, dass I’(s) für alle positiven Werthe 
von s ebenfalls positiv und von Null verschieden, sowie, dass die 
Derivirte von I’‘(s) eine stetige Function von s ist, so folgt aus 
dem vorstehenden geschlossenen Ausdruck für die Reihe L, dass 
dieselbe nebst ihrer Derivirten eine stetige Function von s ist, 
so lange s positiv bleibt. 

Zu demselben Resultate gelangt man aber auch auf anderem 
Wege, nämlich mit Hülfe des weiter unten in $. 143 bewiesenen 
allgemeinen Satzes. Denn da zufolge der Gleichung f (1) =0 die 
Summe der Coefticienten 


d®nP o7Yo' 


von je p (k) auf einander folgenden Gliedern der Reilie Z den Werth 
Null hat, so bildet die Reihe L eine solche unendliche Reihe, wie 
sie in $. 143 betrachtet wird; man braucht dort nur unter 
kı, ka, ka ... die Wertbe der successiven Zahlen n zu verstehen, 
so ergeben sich unmittelbar unsere obigen Behauptungen über 
die Convergenz und Stetigkeit der Reihe Z und ihrer Derivirten. 
Aus diesem Resultat örgiebt sich nun, dass jede Reihe L der 
zweiten oder dritten Classe, wenn der Exponent s— 1 + o ab- 
nehmend dem Werth 1 unendlich nahe komnt, sich einem völlig 
bestimmten endlichen Grenzwerth, nämlich dem Werth 


1 
"ıf/@ 


z1—x%* 


dx 


nähert, welchen die Reihe Z bei der oben angegebenen Anordnung 
ihrer Glieder für s — 1 annimmt. 
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&. 135. 


Es hat nun zwar gar keine Schwierigkeit, den Werth des 
vorstehenden Integrals mit Hülfe von Logarithmen und Kreis- 
functionen darzustellen*); dass aber dieser endliche Grenzwerth 
einer Reihe Z der zweiten oder dritten Olasse von Null ver- 
schieden ist — und gerade hierin besteht der-Hauptpunct der 
ganzen nachfolgenden Untersuchung — würde sich aus diesem 
Ausdrucke schwer oder gar nicht erkennen lassen. Es ist nun 
‚von dem höchsten Interesse, dass dieser Nachweis für die Reihen 
L, der zweiten Classe sich mit Hülfe der Untersuchungen des 
fünften Abschnitts über die Classenanzahl der quadratischen 
Formen führen lässt; ja wir können hinzufügen, dass historisch 
jene Untersuchungen ihren Ausgangspunct an dieser Stelle ge- 
nommen haben. 

Wir betrachten eine bestimmte Reihe L, der zweiten Ulasse, 
welche den Wurzeln 

ob—+l,=H+Hl, Deren ie, 

entspricht; es sei P das Product aller der verschiedenen in k 
aufgehenden ungeraden Primzahlen p, denen eine negative Wurzel 
@ — — 1 entspricht, und $ das Product der übrigen in %k auf- 
gehenden ungeraden Primzahlen (falls in der einen oder anderen 
dieser beiden Gruppen gar keine Primzahl enthalten sein sollte, 
ist P oder S—= 1 zu setzen); da nun eine Zahl » quadratischer 
Rest oder Nichtrest einer Primzahl p ist, je nachdem ihr Index y 
gerade oder ungerade ist (8. 129), so leuchtet ein, dass 


orot!'..-- = (5) 


ist; wenn ferner 9=—1, also a — 2, und k = 0 (mod. 4) ist, 
so sind alle Zahlen » ungerade, und es ist (nach $. 130) 


= (Ye = (— Ren; 
*) Bei der wirklichen Ausführung der Rechnung durch Zerlegung in 
Partialbrüche (ähnlich wie in den $$. 103, 105) würde man auf die in der 
Theorie der Kreistheilung vorkommenden Summen f(r) stossen, wo r irgend 
eine Wurzel der Gleichung r* = 1 bedentet. 
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ebenso, wenn „= — 1, also b> 1, und k = 0 (mod, 8) ist, so 
sind alle Zahlen » ungerade, und es ist (nach 8. 130) 
= (— Vf (- Yen, 

Diese Bemerkungen veranlassen uns (vergl. $$. 101, 123), je nach 
den vier verschiedenen Zeichencombinationen /,n vier verschiedene 
Determinanten D zu betrachten; wir setzen nämlich, mit gehöriger 
Rücksicht auf das Zeichen +1: 


D=+ P&#=1 (mod.4), wenn = = Lime 


D=-+ P&P = 3(mod. 4, wen (=-1 774 
D= +2 Pr RER mod, wem Den 
D=-+2P8&= 6 (mod. 8), wn 9=—lL, n=-—1. 


Nun sind alle ungeraden Zahlen n auch relative Primzahlen zu 
2D, und umgekehrt, alle relativen Primzahlen zu 2D sind auch 
ungerade Zahlen » und gleichzeitig ist 


n D 
0° Por a’! ee N) em —ı) (>) == es R 
N 0 ss PD PR 


ist daher % gerade, so stimmen die sämmtlichen Zahlen » mit 
den sämmtlichen relativen Primzahlen zu 2 D überein, und es ist 


ner) r(2)L; 

; n/n® 
ist aber %k ungerade, so sind unter den Zahlen » auch gerade 
Zahlen; da in diesem Falle aber nothwendig 9 =- +1, 7=+H1, 
also D = 1 (mod. 4) ist, so ist (vergl. $. 102) 


EIER 1 D\ ı 

L. =:2($) en sh Fra 

- P)/ns ER ANA Anne 
P) 


Is 
u 


wo in der letzten Summe rechter Hand der Buchstabe » nur 
noch alle ungeraden relativen Primzahlen zu k, d. h. alle relativen 
Primzahlen zu 2 D zu durchlaufen hat. 

Un daher zu beweisen, dass die Reihe L, sich einem von 
Null verschiedenen Grenzwerth nähert, braueht man dasselbe nur 


von der Reihe 
> (+) 1 
n/ym® 


nachzuweisen. Nun leuchtet ein, dass die Zahl D nie eine Quadrat- 
zahl sein kann; denn da eine Quadratzahl niemals = 3 (mod. 4), 
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oder = 2 (mod. 8) oder = 6 (mod. 8) ist, so bleibt nur (ie einzige 
Möslichkeit D=1 (mod. 4); da aber in diesem Falle 9 — -- 1, 
n= -+ list, so muss, da 2, eine Reihe der zweiten Classe ist, 
wenigstens eine der Wurzeln @, @ ...—= — 1 sein, und folglich 
P mindestens durch eine ungerade Primzahl » theilbar, also nicht 
= 1 sein; mithin ist D in keinem Falle eine Quadratzahl. Wir 
haben nun (in $$. 96 und 98) gesehen, dass für eine solche 
Determinante D die Classenanzahl A der quadratischen Formen 
ein Product aus mehreren Factoren ist, von denen der eine der 
Grenzwerth der obigen Reihe 
x (2) 
n /n® 

ist; da nun immer mindestens eine Form (1, 0, — D) existirt, also 
h niemals — 0 ist. und da ferner die übrigen in dem Ausdruck 
von h vorkommenden Factoren nicht unendlich gross sind, so ist 
auch dieser Grenzwerth von Null verschieden. Und hieraus folgt, 
dass auch der Grenzwerth einer jeden Reihe /, der zweiten Olasse 
ein von Null verschiedener und folglich positiver Werth ist, was 
zu beweisen war. 

In dem einfachsten Falle, wo % eine Potenz einer ungeraden 
Primzahl p oder das Doppelte einer solchen Potenz ist, existirt 
nur eine Reihe 


der zweiten Classe; in diesem Falle bedarf es nicht der Zuziehung 
der Theorie der quadratischen Formen, um nachzuweisen, dass 


der Grenzwerth 
n 
Sl 


dieser Reihe von Null verschieden ist; für diese Summe haben 
wir nämlich in $. 103 einen Ausdruck gefunden, welcher neben 
solehen Factoren, die offenbar von Null verschieden sind, noch 


den Factor 
i rn . ME 
> "\m oder X (=) log sin — 
p p » 


aber m und folglich auch 


Dirichlet, Zahlentieorie. 93 
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N (*) m 
p 


ungerade, also von Null verschieden; im zweiten Falle ist ($. 107) 


m Sm OH WFRA VER 
N (=) log sin En log Fe 


wo die ganzen Zahlen y, z der Gleichung y? — pz?=4p genügen; 
es kann folglich z, und also auch der vorstehende Ausdruck 
nicht — 0 sein. 


8. 136. 


Um nun dasselbe auch für jede Reihe L, der dritten Olasse 
zu beweisen, addiren wir alle p(k) Gleichungen von der Form 


Zylg) +48 va) +4 vl) +---—=logLZ, 


welche den verschiedenen Wurzel-Systemen 9, n, @, @ ... ent 
sprechen. Bedeutet g irgend eine in k nicht aufgehende Primzahl, 
und « irgend eine positive ganze Zahl, so liefert die liuke Seite 
einer jeden solchen Gleichung ein Glied 


IR s 

u v (4) 
in welchem 
1 


us 


jo 
=) 


mit dem Coefficienten 

geanP2 TH Du, 
behaftet ist, wo «, ß, 7,7’... die Indices von q bedeuten. Die 
Summe aller dieser den verschiedenen Wurzelsystemen #, N, 
o, ©... entsprechenden Coefficienten wird daher gleich dem 
Product 


Sure Ina are NoiriEer 


a 


wo die Summenzeichen sich der Reihe nach auf die a, b, RR 
verschiedenen Werthe von 0,7, 0, ® ... beziehen. Bekanntlich 
ist nun die Summe aller gleich hohen Potenzen der Wurzeln von 
einer Gleichung der Form x" —1 nur dann von Null verschieden, 
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und zwar — m, wenn der Exponent dieser Potenzen durch m 
theilbar ist; mithin ist das vorstehende Product nur dann von Null 
verschieden, und zwar = ubee'...==gp(k), wenn die Exponenten 
au, Bu, yu, y'w... resp. durch a,d,c,c'... theilbar sind; da 
nun &u, Bu, yu, y’üu ... die Indices von q* sind, so wird dies 
nur dann und immer dann eintreten, wenn 


g* = 1 (mod. 2%), g9*=1 (mod. p”), g“=1 (mod, p'”)..., 
d. h. also, wenn 
g"= 1 (mod. k) 
ist. Mithin wird die Summe aller jener Gleichungen folgende 
Form annehmen 
OB es 


= logL, +N logL, + X log(Z; L'3) 


1 


wo auf der linken Seite das erste, zweite Summenzeichen u. s. f. 
sich auf alle die in % nicht aufgehenden Primzahlen 4 bezieht, 
welche resp. den Bedingungen g=1, ?=1 (mod. k) u. s f. 
Genüge leisten; auf der rechten Seite bezieht sich das erste 
Summenzeichen auf alle Reihen /, der zweiten Classe, das zweite 
auf alle verschiedenen Paare L, L’, conjugirter Teihen dritter 
Classe. Mit Hülfe dieser Gleichung sind wir im Stande, zu be- 
weisen, dass der endliche Grenzwerth, welchem sich irgend eine 
Reihe Z, der dritten Classe nähert, von Null verschieden ist. 

Dieser Beweis stützt sich auf das schon früher ($. 134) er- 
haltene Resultat, dass jede solche Reihe L, für alle positiven 
Werthe von s eine stetige Function von s ist, und dass dasselbe 
auch von ihrer Derivirten gilt. Wir können daher 


L,=f(s) + iF6) 
Ih=j/o -iE() 


setzen, wo f(s), F(s) und die Derivirten /’(s), I” (s) stetige Fune- 
tionen von s sind, so lange s positiv bleibt; da also der Grenz- 
werth von ,—/f(1)+iF(1) ist, so muss, falls derselbe — 0 ist, 
nothwendig f(1)—0 und F(1)=0 sein; hieraus folgt naclı einem 
bekannten Satze der Differentialrechnung, dass für jeden Werth 


s—1-+ oe, welcher > 1 ist, 
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= elf (LEIDIF ıF'(1-+80)} 
In= e {ff +80) — iF’(l +20)] 


sein wird, wo ö und z zwischen den Grenzen 0 und 1 liegen; 
mithin wird 


LI, = {ff +80)? + F'(l +20) = g:R, 


wo R (in Folge der Endlichkeit und Stetigkeit der Derivirten 
f’(s), F’(s) mit unendlich abnehmendem positiven go sich einem 
endlichen (nicht negativen) Grenzwerth 


Ph el 


nähert. Hieraus folgt nun 
log(L,L',) = — 2log re + log, 


wo log R mit unendlich abnehmendem o sich entweder einem end- 
lichen Grenzwerth nähert oder negativ über alle Grenzen wächst, 
falls RZ unendlich klein wird. 

Sind im Ganzen m solche Paare von Reihen dritter Classe 
vorhanden, welche gleichzeitig mit o unendlich klein werden, so 
ist folglich 


KRE(AEN amloR Re 2 


wo £ jedenfalls nicht positiv über alle Grenzen wachsen kann, 
sondern entweder endlich bleibt, oder negativ über alle Grenzen 
wächst; denn jedes andere Product Z, 2’, nähert sich einem 
endlichen positiven Werth, und folglich bleibt das entsprechende 
Glied log(L;, //,) endlich bei abnehmendem eo. 

Da terner schon gezeigt ist, (dass der Grenzwerth einer jeden 
Reihe Z, der zweiten Olasse von Null verschieden ist, so nähert 
sich die Summe 

x logL, 


der (jedenfalls reellen) Reihen logZ, einem endlichen Grenz- 
werth. 


Ausserdem ist schon bewiesen, dass das Product oe L, sich 
emem endlichen positiven Werth nähert; mithin ist 


logL, — log = EST 
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wo f endlich bleibt; folglich ist die ganze rechte Seite der obigen 
Gleichung von der Form 


— (2m — 1) log r +7, 


wo T mit unendlich abnehmendem o jedenfalls nicht positiv über 
alle Grenzen wachsen kann. Existirte also mindestens eine Reihe 
L, dritter Classe, welche mit oe unendlich klein würde, d. h. wäre 
m mindestens — 1, so würde die ganze rechte Seite unserer 
Gleichung mit unendlich abnehmendem positiven g negativ unend- 
lich wachsen. Dies ist aber unmöglich, da die linke Seite für alle 
Werthe von o positiv bleibt. Mithin ist m—=0, d. h. jede Reihe 
der dritten Classe nähert sich einem von Null verschiedenen 
Grenzwerth, was zu beweisen war. 

Hieraus folgt endlich noch, dass auch jede der Reihen log 2, 
einen endlichen Grenzwerth haben muss, wenn man berücksichtigt, 
dass nach dem früher Bewiesenen (8. 133) jede solche Reihe sich 
stetig wit s ändert, so lange s > 1 ist. 


&. 137. 


Das Resultat der vorhergehenden Untersuchungen besteht 
darin, dass bei dem unendlichen Abnehmen der positiven Grösse 
oe=s— 1 die Reihe logL, positiv über alle Grenzen wächst, 
während alle übrigen Reihen logZL sich endlichen Grenzwerthen 
nähern. Mit Hülfe desselben sind wir im Stande, den Satz über 
die arithmetische Progression vollständig zu beweisen. 

Es sei nämlich m eine bestimmte relative Primzahl zu k, so 
multipliciren wir jede der p(k) Reihen von der Form 

IH) +3 M)+527@) + —=leLl, 
welche einem bestimmten System von Einheitswurzeln %, n, ®, 
@' ... entspricht, mit dem correspondirenden Werth 
g-& nA aa „ 

wo + Bis Pi, Yı' .-. die Indices der Zahl m bedeuten, und addiren 
alle Producte; dann wird, wenn wieder », ß, y, y' .-. die Indices 
einer bestimmten Primzahl q sind, das Glied 

Et: 

wge* 
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den Ooefficienten 
Dee: Pa Brenz 


erhalten, wo sich das Summenzeichen auf alle p (k) Wurzelsysteme 
bezieht; dieser Ooefficient ist daher auch gleich dem Product aus 
den einzelnen Summen 


Sgeu—a, Snap W@IR=E a re 


in welchen die Buchstaben 4, n, ©, @@ ... resp. ihre a,b, c,c.. 
verschiedenen Werthe durchlaufen müssen; dieser Coefficient wird 
folglich nur dann von Null verschieden, und zwar = abec 

= p(k) sein, wenn die Exponenten au — m, Bu — Pı, Yu —Yı. 
ya—yı... resp. durch a,b, c, € ... theilbar sind, d. h. wenn 


g"= m (mod. k) 


ist. Die Summation aller Producte ylogZL giebt daher das 
Resultat 


1 
L Se 
a2, +4 I 


—DI 


| 


g> 


wo auf der linken Seite das erste, zweite, dritte Summenzeichen 
u.s. f. sich auf alle Primzahlen q bezieht, welche dis den Be- 
dingungn g= m, !=m, d=m (mod. k) u. s. f. genügen, 
während das ein auf der rechten Seite sich auf die 
sämmtlichen @(%k) verschiedenen Wurzelsysteme 9, 7,®,@... 
bezieht. Setzt man nun zur Abkürzung 

x 4a) 1 1 


3: — +15 EN =. 
> Yu til ee) 


und bezeichnet mit 2 alle positiven ganzen Zahlen mit Ausnahme 
von 1, so ist offenbar 


an 
1 h 
+43 +, 


wo in jeder Summe z alle seine Werthe durchläuft; da nun, sobald 
2, immer 


I s 
+38 


N 
ger se, 2 


IV 
D 


2 
G : 


| 
[ 
IA 


ist, so ergiebt sich 
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es bleibt daher, während s abnehmend sich dem Werthe 1 nähert, 


M) oreihrendt unterhalb einer endlichen Grösse. Da ferner in 
der Gleichung 


p(k) a: + g)= XxlogL 


alle Glieder y logZ sich endlichen Grenzwerthen nähern, mit Aus- 
nahme des einzigen Gliedes log L,, welches über alle Grenzen 
wächst, so muss auch die Summe 


Se 
q® 
über alle Grenzen wachsen; dies wäre aber nicht möglich, wenn 
diese Summe aus einer endlichen Anzahl von Gliedern bestände, 
und folglich muss es unendlich viele Primzahlen q geben, welche 
== m (mod. %) sind; d. h. also: 

Jede unbegrenzte arithmetische Progression kx + m, deren 
Anfangsglied m und Diferenz k relative Primzahlen sind, enthält 
unendlich viele positive Primzahlen q*). 


*) Ueber die Ausdehnung dieses Satzes auf Linearformen mit com- 
plexen Coeffieienten, sowie auf quadratische Formen siehe .Dirichlet: Unier- 
suchungen über die Theorie der complexen Zahlen, Abhandlungen der 
Berliner Akademie aus dem Jahre 1341; Monatsbericht der Berliner Aka- 
demie (März 1840) oder Crelle’s Journal, Bd.21; Comptes rendus der Pariser 
Akademie 1849, T. X, p. 235. — H. Weber: Beweis des Satzes, dass jede 
eigentlich primitive quadratische Form unendlich viele Primzahlen darzu- 
stellen fühig ist (Math. Annalen, Bd. 20). — 4. Meyer: Ueber einen Satz 
von Dirichlet (Crelle’s Journal, Bd. 103). 


VII. Ueber einige Sätze aus der Theorie der Kreis- 
theilung. 


8. 138. 


Sind p, pl, p" ... positive und von einander verschiedene 
Primzahlen, so stimmen (nach &. 9) die Glieder des entwickelten 
Productes 

Pr 
mit den sämmtlichen Divisoren des Productes 


Peapp Pre: 
überein; dieselben Divisoren entstehen offenbar auch durch die 
Entwickelung des Productes 


Ve chim 
aber die eine Hälfte derselben wird mit positivem, die andere mit 
negativem Zeichen behaftet sein; wir wollen die ersteren mit Öö,, 
die letzteren mit d, bezeichnen, so dass 
—)  —-D)Q'—-1)-.--=i4ı 3% 

wird, und wir bemerken, dass die Zahl P selbst zu der Classe der 
ersteren gehört. Ist nun Ö irgend ein Divisor von P, aber < P, 
so lässt sich leicht zeigen, dass die Anzahl der durch ö theilbaren 
Zahlen d, genau gleich der Anzahl der durch ö theilbaren Zahlen 
ö, ist. Denn setzt man P=dgag’q"..,.,.wo qq, gq"... alle 
diejenigen Primfactoren von P bedeuten, welche nicht in 6 auf- 
gehen, ‘so stunmen die durch ö theilbaren Zahlen 8, und — 6, 


resp. mit den positiven und negativen Gliedern des entwickelten 
Productes 
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el tg zl)n.., 
überein, und da ö6 < P ist, also mindestens eine solche Primzahl 
q vorhanden ist, so ist die Anzahl der positiven Glieder dieses 
Productes genau gleich der Anzahl der negativen. 

Dieser Satz lässt sich leicht verallgemeinern. Bedeutet m 
irgend eine positive ganze Zahl > 1, und sind p, p, p"... die 
sämmtlichen von einander verschiedenen, in m aufgehenden posi- 
tiven Primzahlen, so kann man 


.. 1 1 = ER 
a U en) ee an 


setzen, wo mit 4, und —u, resp. alle positiven und negativen 
Glieder des entwickelten Productes linker Hand bezeichnet sind; 
alle diese Zahlen a, und a, sind Divisören der Zahl m, welche 
selbst eine der Zahlen «a, ist, und es gilt folgender Satz *): 

Ist w irgend ein Divisor von m, aber < m, so isti die Anzahl 
der durch u theilbaren Zahlen u, genau gleich der Anzahl der 
durch u theilbaren Zahlen u;. 

Um dies zu beweisen, behalten wir die obige Bedeutung von 
P,6,, 0, bei und setzen m—n P; dann ist n eine gauze Zahl, und 
es leuchtet ein, dass die Zahlen w,, u, resp. mit den Producten 
n6,, nö, übereinstimmen. Nun sei u irgend ein Divisor von m, 
und v» der grösste gemeizschaftliche Theiler der beiden Zahlen 


g=vö undn = va 50 ist ö gewiss ein Divisor von P, weil 
MEERE 
Be 


eine ganze Zahl, und weil d, & relative Primzahlen sind. Ist u = m, 
so ist offenbar e= 1 und 6 = P; umgekehrt, wenn d —=P ist 
und folglich alle in m aufgehenden Primzahlen als Factoren ent- 
hält, so muss die Zahl e, weil sie Divisor von m und zugleich 
relative Primzahl zu ö ist, nothwendig — 1 sein, und folglich ist 
u— m, Schliessen wir daher diesen Fall u = m aus, so ist immer 
d<P, und es giebt folglich unter den Zahlen 6, ebenso viele 
durch ö theilbare, wie unter den Zahlen ö,; da ferner eine Zahl 
u —=nöd, =veö, oder eine Zahl a, = nd, = veö, stets und nur 
dann durch die Zahl u — vd theilbar ist, wenn d, oder d, durch 
ö theilbar ist, so folgt, dass ebenso viele Zahlen u, wie Zahlen w, 
durch u theilbar sind, was zu beweisen war. 


*) Vergl. $. 22 meiner auf 5. 61 eitirten Abhandlung. 


4 x 
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Von dieser Eigenschaft der Zahlen u, und 4, kann man 
vielfache Anwendungen machen. Hängen z. B. zwei Functionen 
f (m) und F(m) einer beliebigen ganzen Zahl m durch eine der 
beiden Relationen 

A \ 1 
N Ef) = Fm) 


II f(u) = F(m) 


zusammen, wo das Summen- oder Productzeichen sich jedesmal 
auf alle Divisoren u (incl. m) der Zahl m bezieht, so folgt daraus 


£ 


resp. die Umkehrung olucluy 


(m) = 2 Fu) — ZF@) R 


RE LLT (IM) 
Sm) u IF)’ 


oder 


oder 


wo die Summen- oder Productzeichen sich auf alle Werthe von u, 
oder auf alle Werthe von u, beziehen; denn ersetzt man rechts 
jeden Werth F(u,) und F(u,) durch die Summe oder das Product 
der Werthe / (a), die den sümmtlichen Divisoren « von u, oder us 
entsprechen, so werden zufolge der obigen Eigenschaft der Zahlen 
«ij, it, alle Werthe f (wa) sich aufheben, in welchen u < m ist, und 


!\ es wird allein der Werth F(m) zurückbleiben *). 


Als Beispiel wäblen wir die Aufgabe, die Anzahl p (m) der 


ganzen Zahlen zu bestimmen, welche relative Primzahlen zu m 


und nicht grösser als m sind; aus dieser Definition der Function 
pm) ist in $. 13 ohne alle Rechnung der Satz abgeleitet, dass 


x p(u) = m 


ist, wo das Summenzeichen sich auf alle Divisoren u von m be- 
zieht; setzen wir daher F'(m) = m, so ergiebt sich umgekehrt 


p(m) = It — Sa, 


1 1 1 
m) = Mm (1 — —-) (\ — r) (\ — =) er 
pl P, pP p m b} 


diese Function ist daher durch den Satz des 8. 13 schon voll- 
ständig charakterisirt. 


also ' 


*) Dies bleibt auch für den in dem früheren Satze ausgeschlossenen 
Fall m == 1 gültig, weun man annimmt, dass es dann nur eine einzige 
Zahl u, —=1 und gar keine Zahl u, giebt. 
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Ein änderes Beispiel ist folgendes. Ist der Werth der Func- 
tion f(m) = p, sobald die Zahl m eine Potenz einer Primzahl p 
ist, dagegen —1, so oft m —=1 oder durch mehrere verschiedene 
Primzahlen theilbar ist, so leuchtet ein, dass 


If) = m 
ist, wo das Productzeichen sich auf alle Divisoren u von m be- 


zieht; hieraus folgt nach dem obigen Satze, dass umgekehrt der 
Quotient 


Hu _ 
II &s = (m), 


also nur dann von 1 verschieden ist, wenn m eine Potenz einer 
Primzahl ist; und zwar ist dieser Quotient dann gleich dieser 
Primzahl. 

Aus der Definition der Divisoren u, und u, folgt endlich 
auch, dass stets 


un) RD) —) WO) HF") — 1) =Lylam)— Ye) 


ist, wenn die Function » die Eigenschaft Y(z)y (2’) = Y(z?2') 
besitzt. 


8. 139. 


Die sämmtlichen Wurzeln o der Gleichung 


Ta (1) 
sind bekanntlich in der Form enthalten 
Ohr IRRE 
ee + ısın Ei 


wo h irgend ein vollständiges Restsystem (mod. m) durchlaufen 


muss. 
Ist A relative Primzahl zu m, so sind die Potenzen 


1,90%... og" 
sämmtlich ungleich, und sie bilden die sämmtlichen Wurzeln der 
obigen Gleichung (1); e heisst in diesem Falle eine primitive Wurzel 


dieser Gleichung, und die Anzahl dieser primitiven Wurzeln ist 
offenbar — p (m). Ist allgemeiner k der grösste gemeinschaftliche 
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Divisor von h und m — uk, so ist o eine primitive Wurzel der 


Gleichung 
ee], (2) 


und da umgekehrt jede Wurzel der letzteren Gleichung (2) auch 
eine Wurzel der Gleichung (1) ist, so leuchtet ein, dass die sämmt- 
lichen Wurzeln der Gleichung (1) identisch sind mit allen primi- 
tiven Wurzeln aller der Gleichungen (2), die den sämmtlichen 
Divisoren u der Zahl m entsprechen. Bezeichnet man daher mit go’ 
alle p() primitiven Wurzeln der Gleichung (2), und setzt 


FW) = 1@— 0) 
wo das Productzeichen sich auf alle Wurzeln oe’ bezieht, so ist 
IfwWeael age 
wo das Productzeichen sich auf alle Divisoren u der Zahl m 
bezieht, durch Umkehrung dieser für jede Zahl m geltenden Re- 
lation erhält man nach dem vorhergehenden Paragraphen 
Bee f 
m) = T@®=-1’_ 
woraus folgt, dass die Coefficienten der ganzen Function f(m) 
sämmtlich ganze rationale Zahlen sind. 
Von jetzt an betrachten wir nur noch den Fall, in welchem 


n—=P= pp'p"... eine ungerade, durch kein Quadrat theilbare 
ganze Zahl und > 1 ist. Dann wird 


gr = te Der ea Tr 


eine gerade Zahl, die wir mit 2r bezeichnen wollen, und die 
sämmtlichen 2r relativen Primzahlen zu P, welche < P sind, 
zerfallen in x Zahlen « und in r Zahlen 5 von der Beschaffen- 


heit, dass 
a b 
G)=+ I F)=-! 


ist ($. 52, I. oder Supplemente $. 116). Setzen wir daher 


2x EEE P 
0 = cos — +isn” 


P Pie 
und 


A)=1@—-9), Be)=TI@—b), ,; % 


Ve 


so wird 


$. 139. Theorie der Kreistheilung. 365 


Al) Ba) 


und wir wollen im Folgenden die allgemeine Form der Coefficienten 
der Functionen A (x), B (x) bestimmen. 

Zu diesem Zwecke erinnern wir zunächst an die Newton’schen 
Formeln, welche dazu dienen, aus den Coefficienten einer Gleichung 
die Summe gleich hoher Potenzen ihrer Wurzeln und umgekehrt 
aus diesen jene abzuleiten. Es seien 

Wr, WW... Wm 
die Wurzeln einer Gleichung 
EM E= [A zam—i1 E= ER Auen 4 7 + Con — 0, 
und 
—— k y 
S:=wk L we 4... + wE, 

so lauten diese Formeln folgendermaassen: 

5 +4 =0 

+ a9 +25 =0 

Sta +09 + 304 — 0 


Sm + cı 8 n—ıTt &% AR 2 4 at Cr + Mlm 0 


Aus der Form derselben geht hervor, dass $,, 5, . . . S„ ganze 
rationale Zahlen sein werden, sobald die Üoefhicienten &,,&% . . . Cm 
sämmtlich ganze rationale Zahlen sind. Wenden wir dies auf die 
Gleichung 

IN) 


men 


an, so ergiebt sich, dass 
SE 
für jeden Werth k—=1,2,3... eine ganze Zahl ist. Anderer- 
seits ist nun (Supplemente $. 116) 
k 
a N N ee ET Va 5 
20 yor=(5)i v 


und folglich 
>3 dek =: (5% + (5) ine-nyP) 


ı (Sı en (7) dYalP— De vP); 


cl 


> g®* 


| 
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hiermit sind die Summen der kten Potenzen der Wurzeln von jeder 
der beiden Gleichungen 

Asyl BD ee 
gefunden, und da dieselben keine andere Irrationalität enthalten 


als die Quadratwurzel 
jane—D8yP., 


so gilt zufolge der Newton’schen Formeln dasselbe von sämmt- 
lichen Coefficienten dieser beiden Gleichungen, und zwar werden 
zwei gleich hohe Coefficienten in beiden Gleichungen sich nur 
durch das Vorzeichen dieser Quadratwurzel von einander unter- 
‚scheiden, d. h. zwei solche Coefhicienten werden die Formen 


y— zihP-WYP und y+ zıH@-myYP 


haben, wo y und z rationale Zahlen bedeuten. Man kann ferner 
behaupten, dass y und z entweder ganze Zahlen oder Brüche mit 
dem Nenner 2 sind, obgleich dies aus den Newton’schen Formeln 
nicht unmittelbar hervorgeht; um den Beweis dieser Behauptung 
anzudeuten, wollen wir jede Gleichung, deren höchster Üoefficient 
— 1, und deren übrige Coefficienten ganze rationale Zahlen sind, 
eine primäre Gleichung nennen; dann überzeugt man sich leicht, 
dass die Summe und Differenz zweier Wurzeln von primären 
Gleichungen (und ebenso ihr Product) wieder Wurzeln von pri- 
mären Gleichungen sind*); da nun 9 die Wurzel einer primären 
Gleichung ist, so gilt dasselbe von jedem Coefficienten der Func- 
tionen A(x) und B(x) und folglich auch von 


2y und 22: AhP-8 VD, 
und hieraus folgt sogleich, dass die rationalen Zahlen 2, und 22 
ganze Zahlen sein müssen. 
Fasst man dies zusammen, so ergiebt sich, dass man gleich- 

zeitig 

2A(2) = Y(x) — Z(r)im P-VW®y pP 

2 B(x) = Y(x) + Zia)iH e-W# YP 
setzen kann, wo Y(x) und Z(x) sanze Functionen bedeuten, 
deren ka Ooefticienten ganze rationale Zahlen sind a 


5 


Su a an 

) Dieser Satz wird in $. 173 bewiesen und so ausgesprochen, dass die 
Summen, Differenzen und Producte von ganzen algebraischen Zahle 
falls solche Zahlen sind. 


**) Vergl. Gauss: D. A. art. 357. 


'n eben- 
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Multiplieirt man die beiden Gleichungen mit einander, so erhält 
man 
Dez), 


var - (Z-)PZer=41t (= —1) 


8. 140. 


Wir bemerken nun noch, dass man immer nur die Hälfte der 
Coefficienten von Y(z) und Z(x) zu berechnen braucht. Es ist 
nämlich 


4 (2) = 11-092) = (- 1708 I1@— 0-9) 
Reh (=) —= Id —- 6x) = (— 1)702 [[(e — 69); 


nun ist, je nachdem P = 1, oder P = 3 (mod. 4) ist, 


und folglich 

IH @—6-) = A(e), Tl(@—0-?) = B(a) 
oder 

N@-0-)=B(e), N@-6%) = Al); 


ist. ferner P nicht — 3, so existirt unter den Zahlen a eine Zahl 
a’ von der Beschaffenheit, dass (a’ — 1) relative Primzahl zu P 
ist*), und da die Reste der Producte aa’ mit den Zahlen a, und 
die Reste der Producte ba’ mit den Zahlen 5 im Complex über- 


einstimmen, so ist 


*) Ist nämlich P > 3, so giebt es auch eine in P aufgehende Prim- 
zahl p > 3, und da mindestens zwei incongruente quadratische Reste von 
p existiren, so kann man, wenn P = pg gesetzt wird, eine Zahl A immer 


a 


aber A nicht = 1 (inod. p) wird; dann genügt die durch die Congruenzen 
a’ = h (mod. p), a = 2 (mod. g) 
bestimmte Zahl a’ offenbar den oben gestellten Forderungen. 


so wählen, dass 
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Ne ta de N bimoleR 


und folglich 
NSaz=o0, Xb=0 (mod. 2% 


also 
92« nn, 14 g20 == | 


Mithin ergiebt sich (da r gerade, sobald P = 1 (mod. 4)) 


Alı) = ar (+) | 


u 


B=arn(t)| 


und, mit Ausnahme von P —= 33, 


wenn P=1 (mod. 4) 


Fa 
A(z) = (—x)’B G) 
A ‚wenn P= 3 (mod.4) 
Be) = 974 (z) 
und hieraus 
Ya) =» Y(- 
= ‚ wenn P == 1 (mod. 4) 
Ze) = Z (+) 


und, mit Ausnahme von P=3, 


Y)a=-orr(z) 


‚wenn ?P=3 (mod. 4). 


- 20) =(-2)°2 (2)| 


Diese Gleichungen enthalten Relationen zwischen je zwei gleich 
weit vom Anfang und Ende abstehenden Coefficienten der Func- 
tionen Ya) und Z (x). 
Die wirkliche Berechnung der Coefficienten der beiden Func- 

tionen 

Ye) = y 207 Sur Yr 

Z 2) = Hr + Hr’ VL... 2, z 
geschieht nun auf folgende Art. Zuerst bildet man die Potenz- 
summen 

Sk — > gek 4 Sn gPR 
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fürk—=1,2,3.,. bis zu lr oder 3(e—1), je nachdem r gerade 
oder ungerade ist; dies kann nach dem Obigen dadurch geschehen, 
dass man ebenso viele Coefficienten der ganzen Function 


Is —1) 
Il (x — 1) 


vom höchsten an gerechnet durch wirkliche Division bestimmt, 
und dann die Newton’schen Formeln anwendet; indessen hält es 
nicht schwer, durch Betrachtungen, welche ebenfalls auf der im 
$. 138 bewiesenen Haupteigenschaft der Zahlen u, und uw, be- 
ruhen, folgende Regel abzuleiten: es sei Q der grösste gemein- 
schaftliche Divisor von kund P= QR, und r die Anzahl der 
in R aufgehenden Primzahlen, so ist*) 
= Nr PO). 
Nachdem diese Werthe $, gefunden sind, erhält man die Coeffi- 


cienten der Functionen Y(z) und Z (x) durch die beiden aus 
den Newton’schen Formeln abgeleiteten Recursionsgleichungen 


[Sun + &-ı9 = + Sn] | 
2kyr = 
Er + 
Bi +] 
[812 + -ıı +::°+ S2r-:| | 


wenn man noch berücksichtigt, dass 

yzı A=0 
ist, 
| Beispiel 1: P=3; r—=1; in diesem Falle müssen alle 
Coefficienten berechnet werden; da 


*) Allgemeiner lautet diese Regel so: ist m = m’ P eine beliebige 
positive ganze Zahl, P das Product aus allen von einander verschiedenen in 
m aufgehenden Primzahlen, und $r die Summe der kten Potenzen aller 
primitiven Wurzeln der Gleichung xm = 1, so ist Sp = 0, so oft % nicht 
durch m’ theilbar ist; ist aber k = m’K, ferner Q er grösste geinein- 
schaftliche Divisor von X und P= @R, und r die Anzahl der in Z auf- 


gehenden Primzahlen, so ist 
= (-Vrm gi). 


Dirichlet, Zahlentheorie. 24 
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ist, so erhält man 
1 \ 
2y = — Sy? 21 = ns = 2 
und folglich 
Korean, Zar. 
Beispiel, 2: D, dus == 22 da sieder 
/1N 
Seel, (5) —] 
ist, so erhält man auch wieder 
Yı = I A = 1 

und folglich 


YW)=20+2+2, Zea)=a. 


hbeemes £ lu age > acherer 


4 4 IN >) a 
a e)ln) Bil) 
und folglich erhält man successive 
y=—1ı a=]1 
und : 
a a iR 
also ist ie i 


Y(2) = 2a — x: — 4a? 


s#+2 Zora, 


8. 140. 


VIII. Ueber die Pell’sche Gleichung. 


8. 141. 


Bedeutet D eine positive ganze Zahl, die aber kein voll- 
ständiges Quadrat ist, so ist in $. 83 durch die Betrachtung der 
Perioden von reducirten quadratischen Formen, die zur De- 
terminante D gehören, nachgewiesen, dass die Pell’sche oder 
Fermat’sche Gleichung 


tt? — De —1 


immer unendlich viele Lösungen in ganzen positiven Zahlen £, « 
besitzt, und es ist dort auch eine Methode gegeben, durch welche 
alle diese Lösungen gefunden werden können. Es hat durchaus 
keine Schwierigkeit, den Zusammenhang zwischen allen diesen 
Lösungen zu finden, sobald nur erst der Hauptpunct bewiesen 
ist, dass wirklich eine Lösung existirt, in welcher « von Null 
verschieden ist (8. 85); Lagrange gebührt das Verdienst, durch 
Einführung neuer Principien in die Zahlentheorie diese Schwierig- 
keit zuerst vollständig überwunden zu haben, und diese Princi- 
pien sind später von Dirichlet*) in hohem Grade verallgemeinert. 
Wir wollen deshalb hier noch einen Beweis der Lösbarkeit der 


*) Monatsberichte der Berliner Akademie vom October 1841, April 1842, 
März 1846; Comptes rendus der Pariser Akademie 1840, T. X, p. 286-288. 
— Vergl. Supplement XI, $. 183 und P. Bachmann: De unitatum com- 


plexarum theoria. 1864. 
24* 
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Pell’schen Gleichung mittheilen, welcher im Wesentlichen auf 
derselben Grundlage beruht. 

Das Fundament dieses Beweises beruht auf der Thatsache, 
dass immer unendlich viele Paare von ganzen Zahlen x, y existiren, 
für welche, abgesehen vom Vorzeichen, 


«2 — Dy? <1+2YD 


ist; man überzeugt sich hiervon leicht, wenn man aus der Theorie 
der Kettenbrüche den Satz entlehnt, dass jeder Näherungswerth 
x©:%, den man durch Entwickelung einer Grösse & in einen 
Kettenbruch erhält, um weniger als y7-2 von & verschieden ist; 
nimmt man also © = YD, so giebt es, da VD irrational' ist, 
unendlich viele solche Zahlenpaare x, y von der Beschaffenheit, 
dass, abgesehen vom Vorzeichen, 

ö 


PM ve 1 ) oe, n_ 9 
Em Dee also & I 


ist, wo Ö einen positiven oder negativen echten Bruch bedeutet; 
hieraus folgt 
ne ö ” 
Da a re ine 


und durch Multiplication 


] 


x — Di! = . +25YD<1+2YD. 


Um aber Nichts aus der Theorie der Kettenbrüche zu ent- 
lehnen, wollen wir diesen Satz noch auf einem anderen und zwar 
ganz einfachen Wege beweisen. Es sei m irgend eine positive 
ganze Zahl, so legen wir der Zahl y der Reihe nach die m + 1 
Werthe 


0,1,2... m — 1), m 
bei, und bestimmen für jeden dieser Werthe die zugehörige ganze 
Zahl x durch die Bedingung 

0zr —yYD<I1, 


welche offenbar jedesmal durch eine, und nur durch eine ganze 
Zahl x erfüllt wird. Theilen wir nun das Intervall von 0 bis lin 
m gleiche Intervalle, welche durch die Werthe 
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0 l 2 m—1I m 


m’ m’ m m’ m 


begrenzt werden, so muss, da die Anzahl m + 1 der Zahlenpaare 
x, y grösser ist als die Anzahl m dieser Intervalle, wenigstens 
eines dieser Intervalle mehr als einen, also mindestens zwei von 
den Werthen —yY_D enthalten, die zwei verschiedenen Wer- 
then von y entsprechen. Wir bezeichnen diese beiden Werthe 
mit &—y'VD und ©” — y"YD; dann ist, abgesehen vom Vor- 
zeichen, ihr Unterschied 

(« —«") Dr (y’—y")VYD en yYD = u 


mM 


und da y’, y”’ ungleich, nicht negativ und < m sind, so ist 
(abgesehen vom Vorzeichen) auch y=y — y" < m und von 
Null verschieden; mithin wird 2—yVD auch <y-! und von 
Null verschieden, weil Y_D irrational ist. Hieraus folgt aber 
wie oben, dass 

x? — Dy?<1-+2YD 
und von Null verschieden wird. 


Dass nun aber auch unendlich viele solche Zahlenpaare x, y 
existiren, ergiebt sich leicht; sind nämlich schon beliebig viele 
solche Zahlenpaare x, y gefunden, so kann man immer die ganze 
Zahl m so gross nehmen, dass m! kleiner wird als der kleinste 
der bisher gefundenen Werthe 2-- yYD; für diese Zahl m 
erhält man aber auf die angegebene Weise wieder ein Zahlen- 
paar x, y von der Beschaffenheit, dass »—y) D< m! und 
folglich auch kleiner als alle früher gefundenen Werthe 2—yV D 
wird, woraus folgt, dass dieses Zahlenpaar %, y ven den früheren 
verschieden ist; mithin ist die Anzahl dieser Zahlenpaare un- 
begrenzt. 


8. 142, 


Mit Hülfe dieses Resultates, dass immer unendlich viele 
Paare von ganzen Zahlen #, y existiren, für welche der absolute 
Werth von #2 — Dy? <1 + 2YD und von Null verschieden 
wird, lässt sich nun leicht beweisen, dass die Gleichung 
{?— Du? = 1 immer in ganzen Zahlen f, u lösbar ist, und zwar 
so, dass u von Null verschieden ausfällt. 
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Da die Anzahl der ganzen Zahlen, welche abgesehen vom 
Vorzeichen <1 + 2VD sind, endlich ist, so muss der Ausdruck 
x? — Dy? für unendlich viele Zahlenpaare x, y einer und derselben 
(von Null verschiedenen) Zahl % gleich werden; da ferner die An- 
zahl der verschiedenen Paare von Resten «, ß, welche zwei Zahlen 
x, y (mod. k) lassen können, endlich, nämlich — k? ist, so leuchtet 
ebenso ein, dass mindestens ein solches Restsystem «, ß unendlich 
oft auftreten muss, dass also unter den unendlich vielen Zahlen- 
paaren x, y, für welche &? — Dy? — k wird, auch wieder un- 
endlich viele Paare x, y sich finden müssen, in welchen = «, 
y= ß (mod.k) ist, wo «, ß zwei bestimmte Reste bedeuten. Sind 
nun 2’, y' und x”, y" irgend zwei solche Zahlenpaare, d. h. ist 
gleichzeitig 


«3 — Dy?®—= a"? — Dy"?—=k 
und 
=x, y = y” (mod. k), 
so kann man 
(a 2. y' VD) (2" Se y"VD) — (t + uvD) 
setzen, wo t, u ganze Zahlen bedeuten, die offenbar der Gleichung 
? — DW —=l 


genügen; und zwar dürfen wir annehmen, dass « von Null ver- 
schieden ist; denn aus v=0,t—= + 1 ergiebt sich vermöge der 
obigen Gleichung 2@ — YYD=+ («" — y" VD), da aber un- 

11° . r EB 2 
euch viele solche Zahlenpaare x, y’ und x”, y" existiren, so 
können wir auch immer zwei solche auswählen, dass x”, y’ ver- 
yaleylaye » ’ - ‘ \ : 
schieden von +2, + y, und folglich von Null verschieden 
ausfällt. 

. Hiermit ist also in der That bewiesen, dass immer eine 
Kane t, w der vorstehenden Pell’schen Gleichung existirt, in 
welcher « von Null verschieden ist. 

a lässt sich dann (wie in $. 85), ebenfalls ohne Hülfe 
€ er w n * n n Y N 7 

‚heorie der redueirten Formen, zeigen, dass alle Auflösungen 
it, u sich aus der Gleichung 


ergeben, wo T, U die kleinsten positiven ganzen Zahlen bedeuten, 
die der Gleichung genügen, und der Exponent n alle positiven 
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und negativen ganzen Zahien durchläuft. Nur in der einen Be- 
ziehung bleibt diese Theorie der Pell’schen Gleichung unvoll- 
ständig, dass aus ihr keine directe Methode fliesst, diese kleinste 
positive Auflösung 7, U unmittelbar zu finden. Hierzu und 
ebenso zur Beurtheilung der Aequivalenz zweier Formen und 
also auch der Darstellbarkeit einer Zahl durch eine Form bleibt 
die Theorie der reducirten Formen unentbehrlich. 


IX. Ueber die Convergenz und Stetigkeit einiger 
unendlichen Reihen. 


8. 143. 


Die von Abel”) herrührende Methode der theilweisen Summa- 
tion, welche in 8. 101 bei der Untersuchung der Convergenz und 
Stetigkeit einer unendlichen Reihe angewendet ist, führt zu dem 
Beweise des folgenden allgemeinen Satzes, in welchem aus gewissen, 
von einander unabhängigen Voraussetzungen über zwei Reihen 
von reellen oder complexen Grössen 

ER (a) 
Di sehe (b) 
Schlüsse auf die aus ihnen zusammengesetzte Grössenreihe . 
Or O1 Ge dan ee nn 
gezogen werden. 
Wenn bei unbegrenzt wachsendem n ‘der analytische Modulus 
der Summe 
Ane —— 4y ++ au 
endlich bleibt, wenn ferner die aus den Moduln der Differenzen 
bi var ba, 5 — b,, u —b. 
gebildete Summe B endlich ist, und ausserdem b„ mit wachsendem 
n unendlich klein wird, so convergirt die Reihe 


v=ab + + 9b, ++. >; 
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und wenn die Grössen der Reihe (b) sich stetig so ändern, dass 
auch B sich stetig ändert, so gilt dasselbe von y. 

Denn aus der Annahme, dass der Modulus von A, stets kleiner 
als eine angebbare Constante FH bleibt, und dass die Summe ß 
einen endlichen Werth besitzt, folgt zunächst die unbedingte 
Convergenz der Reihe 

— A, (bi —b,) + A, (d, —b;) + 4 (-b)+ >, 
weil selbst die Moduln ihrer Glieder eine convergente Reihe bilden, 
deren Summe < HB ist. Bezeichnet man nun die Summen der 
ersten n Glieder der Reihen y, ö resp. mit O,, D„, so ist 

C,„ = zz + BirDy: 

und da Ö„ mit wachsendem n unendlich klein wird, so convergirt 
auch die Reihe y, und ihr Werth ist gleich dem der Reihe 6. 

Es genügt daher, den letzten Theil des Satzes für die Reihe 
ö nachzuweisen, und dies geschieht in noch etwas erweitertem 
Umfange auf folgende Weise. Setzt man ö =D, + d,„ und 
ß = Bn + Pa. wo B„ die Summe der ersten » Glieder der 
Reihe ß8 bedeutet, so ist der Modulus des Restes d,„ offenbar 
< Hß,„; bezeichnet man ferner mit Ö’, D,, ß’... diejenigen be- 
stimmten Werthe von d, D„,ß..., welche einem bestimmten 
Grössensystem (5’) entsprechen, so wird, wenn die veränderlichen 
Grössen b,„ des Systems (5) sich den Grössen b„ des Systems (b) 
unbegrenzt und zwar der Art annähern, dass ß sich dem Werthe 
ß’ nähert, auch ß„ = ß — B„ sich dem Grenzwerthe ß,„ nähern, 
weil die aus einer endlichen Anzahl von Gliedern bestehende 
Summe B,„ gewiss den Werth BD, zum Grenzwerth hat. Nun 
kann man, wie klein auch eine gegebene positive Grösse & sein 
mag, immer » so gross wählen, dass 4, < : ist; mithin wird 
im Verlaufe der Annäherung auch Hß„, und folglich auch der 
Modulus des Restes 6, definitiv < & werden, während der andere 
in 6 enthaltene Bestandtheil D,„ sich seinem Grenzwertle D, 
nähert; da aber 6 -— = (D„— D,) + in — Od ist, so wird 
folglich der Modulus der Differenz ö — 8’ schliesslich unter 2 € 
herabsinken, also wird ö sich dem Grenzwerthe ö’ nähern, was 
zu beweisen war”). 


*) Offenbar bleibt d, also auch y selbst dann noch stetig, wenn die 
oben als constant vorausgesetzten Grössen des Systems (a) sich zugleich 
stetig und so ändern, dass das Maximum 4 der Moduln von An auch 


während der Aenderung endlich bleibt. 
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Dem vorstehenden Beweise des obigen Satzes fügen wir noch 
folgende Bemerkungen hinzu. Die zweite Voraussetzung, dass die 
Summe ß endlich ist, hat für sich allein genommen zur Folge, 
dass die unendliche Reihe 

bz=.b:+ (d, —b,) + &,—b;,) + (4, —b;) 1er 
ebenfalls convergirt, dass also die Summe b, ihrer ersten n Glieder 
mit wachsendem n sich einem bestimmten Grenzwerth 5 annähert, 
welcher aber sehr wohl von Null verschieden sein kann. Immerhin 
ergiebt sich hieraus in Verbindung mit der ersten Voraussetzung 
über A, die unbedingte Convergenz der Reihe Ö; lässt man aber 
die dritte Voraussetzung, nach welcher 5 — 0 war, jetzt fallen, so 
leuchtet ein, dass die Convergenz der Reihe y, weil (, = D,-ı 
+ 4A„b, ist, nur dann mit Sicherheit gefolgert werden kann, wenn 
die erste Annahme über A„ dahin verschärft wird, dass die un- 
endliche Reihe 
= tm tat+m+--: 

ebenfalls convergirt, und zwar ist dann 

y=e-+aob; 


zugleich ergiebt sich, dass, wenn « = A, + #,, also a, —=&,_1 — & 
gesetzt wird, 


Yy= «b, 2 0% (d&, —b,) 4 0, (b2 — b3) E= ... 


ist; denn die Summe der ersten n Glieder der Reihe rechter Hand 
ist — („u + 0,b,, und mit wachsendem » wird &„. also auch «, du 
unendlich klein. Von besonderer Wichtigkeit ist nun die Bemer- 
kung, dass unter den jetzigen Annahmen die Grösse p sich schon 
dann stelig mit den Grössen des Systems (b) ändert, sobald 8 im 
Verlaufe der Aenderung endlich bleibt, während d mit 8 und 5 
auch unsietig werden kann. Ist nämlich eine beliebig kleine posi- 
tive Grösse & gegeben, so giebt es einen bestimmten Index v» von 
der Beschaffenheit, dass für alle Werthe von n, welche > v sind, 
der Modulus von &, < & ist*); während daher die Summe der 


*) Ist das System (a) ebenfalls veränderlich, so verliert der obire Be- 
weis für die Stetigkeit von y seine Kraft, selbst wenn man En. 
dass « sich stetig mit den Grössen des Systems (a) ändert; denn hieraus 
folgt noch nicht die Möglichkeit, für jedes gegebene & einen bestimmten 
Index » so zu wählen, dass für alle Werthe n >» der Modulus von an 
auch während der Aenderung von (a) stets <e bleibt. Dass in der That y 
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ersten v Glieder in dem vorstehenden Ausdruck für y sich stetig 
mit den Grössen des Systems (5) ändert, bleibt der Modulus des 
Restes < &ß und kann folglich, wenn ß während! der Aenderung 
endlich, d. h. kleiner als eine angebbare Constante bleibt, durch & 
so klein gemacht werden, wie man will; mithin ändert sich y 
stetig, was zu beweisen war. 

Wir wollen die vorstehenden Principien auf die Dirichlet’schen 
Reihen anwenden; unter dieser Benennung verstehen wir Reihen 
von folgender Form*): 


a; a. 

u er u Pr Erle >s 
wo k,,ky,ky .... positive , von der Art bedeuten, dass 
kn = kn+ı ist, und dass %k,„ mit n über alle Grenzen wächst; die 
Constanten «4, Qy, Ar ... sind beliebige reelle oder complexe 


Grössen; ebenso kann die Variabele s beliebige reelle oder com- 
plexe Werthe annehmen, doch wollen wir uns hier der Einfachheit 
halber auf reelle Werthe s beschränken. Setzen wir, wie oben, 


Ana Ge 0 


so ergiebt sich folgender Satz: 


unstetig werden kann trotz der Stetigkeit von « und der Enälichkeit von ß, 
lehrt die genaue Prüfung des folgenden Beispiels. Es sei y(«) eine stetige 
Function, welche sowohl für unendlich grosse als auch für unendlich kleine 
Werthe & unendlich klein wird, wie z. B. 


es seien ferner die in den Systemen (a) und (b) enthaltenen Grössen als 
stetige Functionen einer Variabelen h 0 definirt durch die Gleichungen 
Un ıy(nh) —— v(nh —h) 
on =1l—nh, wennhs en 
>: a] 
mV, wenn h= —-; 
so nähert sich y, wenn h unendlich klein wird, nicht dem Werthe Null, 
welcher dem Werthe A —= 0 entspricht, sondern dem Werthe 


ä y(a)da, 
obgleich « stetig = 0, und 8 zwar nicht stetig, aber doch endlich bleibt. 
*) Sie nehmen die Gestalt von Potenzreihen an, wenn man s=—log ® 


setzt. 
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Bleibt A, endlich bei wachsendem n, so convergirt die Reihe 
f(s) für alle positiven Werthe s und sie ist nebst ihren sämmtlichen 
Derivirten stelig: convergirt die Reihe noch für s = 0, so ist sie 
auch an dieser Stelle stetig. 


Die Behauptungen, welche sich auf f(s) beziehen, folgen 
unmittelbar aus der vorhergehenden allgemeinen Untersuchung, 
wenn man b„ — k,° setzt, wodurch 7 —= f(s) wird; in der That 
wird hierdurch ß8=k7° oder — 0, je nachdem s> 0 oder — 0 
ist. Die Endlichkeit und Stetigkeit der Derivirten f’(s) ergiebt 
sich aber durch eine andere Specialisirung; bedeutet s einen festen 
positiven Werth, und & eine sehr kleine (positive oder negative) 
‚Grösse, so setzen wir 


wodurch 


€ 


wird. Wählt man nun v so gross, dass s log k, > 1, und & so 
klein, dass 


wird, so ist db, > dyyı Z dbyra..., weil die Derivirte der 
Function 


für alle Werthe « >= k, negativ ist; ausserdem ist 5b — 0, also 
ß»,-ı = b,. Wird nun e unendlich klein, so nähert sich 5, dem 
Grenzwerthe 
log 

Di 
und dab, = b,+, >b,y9..., ferner vr Oel er 
ist, so geht ß,_., stetig in der Grenzwerth ß,-ı, und folglich 


auch £ stetig in den Werth ß’ über. Mithin nähert sich auch Y 
dem Grenzwertbe y’, d.h. es ist 


-f$)= 


Due 


a 4, log kı Ei log k, 


mn = ee 
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und da diese Reihe wieder von derselben Beschaffenheit ist, so ist 
J‘(s) auch eine stetige Function der positiven Grösse s. Ganz 
ähnlich lässt sich der Beweis für die Derivirten höherer Ordnung 
führen. “ N / ol 

| | REAL N 2 ü [L } > Y 


8. 144, ( 


Der wahre Charakter des zuletzt bewiesenen Satzes besteht 
darin, dass aus dem Verhalten einer Dirichlet'schen Reihe f(s) für 
s=0 ein Schluss auf ihr Verhalten für alle positiven Werthe s 
gezogen wird (man kann ihn leicht so umformen, dass von dem 
beliebigen Werthe s = 6 auf alle Werthe s> 6 geschlossen wird). 
Unter diesem Gesichtspuncte erscheint von besonderem Interesse 
eine Vergleichung dieses Satzes mit dem allgemeinen Princip des 
$.118; beachtet man nämlich, dass, wenn die dort mit t bezeichnete 
Grösse zwischen k„ und k„+1> In liegt, die entsprechende Grösse 
T —= n nichts Anderes ist, als die Summe der ersten n Glieder der 
Reihe 


1 1 1 
EEE r erurer ir x 
vı q 
für s—= — 1, so erkennt man, dass dort aus dem Verhalten der 
Reihe für s—=— 1 ein Schluss auf ihr Verhalten für alle positiven 


Werthe s, und namentlich auf ihr Verhalten an der Stelle s = 0 
gezogen wird. Eine genauere, auf die Vereinigung und Verall- 
gemeinerung beider Sätze hinzielende Untersuchung führt zu den 
nachstehenden Resultaten, in welchen zur Abkürzung 


a, 
ki 


gesetzt ist, während A, seine frühere Bedeutung behält. 


Dr 


1. Bleibt S,ky, für einen bestimmten negativen Werth s end- 
lich bei wachsendem n, so gilt dasselbe für jeden negativen Werth 
s, und ebenso bleibt A, : log k„ endlich. 

9. Bleibt A, : log k„ endlich bei wachsendem n, so convergirt 
die Reihe f(s) für jeden positiven Werth s. 

3, Nähern sich s Sk), und sS,ku+, für einen bestimmten 
negativen Werth s bei wachsendem n einem  gemeinschaftlichen 
Grenzwerthe — o, so gilt Dasselbe für jeden negativen Werth s, 
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und ebenso nähern sich An: 109 kn und A„ : log k„.+ı dem gemein- 
schaftlichen @renzwerthe + ©. | 

4. Nähern sich An : log k„ und An: log kn+. beü wachsendem 
n einem gemeinschaftlichen Grenzwerthe o., so nähert sich sf(s), 
wenn s positiv unendlich klein wird, demselben Grenzwerthe @. 


=, nr1 47 3 3 
Offenbar entspringt der Satz des vorigen Paragraphen aus 2., 


und der Satz des $. 118 aus 3. und 4.; un die Beweise kurz zu 
führen, bemerken wir, dass, wenn 


je alt, ge 
“tk kn 


a 
gesetzt wird, 
>, — Rukn ° == R, (ki vr en) sr Pr T Da (ky—ı a 
ist; zerlegt man die Summe rechter Hand in zwei Bestandtheile, 
von denen der eine die ersten (m — 1) Glieder, der andere die 
übrigen (n— m) Glieder enthält, und berücksichtigt, dass man 
allgemein 


k, Br 
r—3s ur—s P k ee Fe 
Ei z ırdr+1 v 
EOki_ [gen dz—=h, ee a ee ar: 
NS Pr x S 
nl ‚+1 


setzen kann, wo k, < h, < k,;ı ist, so erhält man 


Se Ruin = IMS NaTeRrZyh 


von M und N Mittelwerthe*) aus den Grössen R,hy resp. von 
v=1lbsv—=m-—l, und vonv— m bis v—n— 1 bedeuten. 
Nimmt man nun, wie im dritten Satze an, dass es einen (negativen) 
Werth r giebt, für welchen die Grössen r R,kt, r R,kr, 113 A150 
auch die Grössen r R,h7; mit wachsendem v sich einem Grenz- 
werthe — o nähern, und lässt man m mit n, doch so langsam 
über alle Grenzen wachsen, dass k„ : k„ unendlich klein wird, so 
nähert sich r N dem Grenzwerthe — @, während M endlich bleibt, 


*) Unter einem Mittelwerthe aus complexen Grössen 2 ist jeder com- 
plexe Werth £ von der Beschaffenheit zu verstehen, dass die reellen Be- 
standtheile von Z und Ci resp. Nittelwerthe aus den reellen Bestandtbeilen 
der Grössen 2 und der Grössen 27 sind. 
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und folglich wird, wenn s negativ ist, s S,%% sich ebenfalls dem 
Grenzwerthe — o nähern. Ist aber s — 0, so folgt 
Ay — R,k,—=r | o kı ’ kim 
„kur |M log ( ) + N log 2) 


Ym 


und wenn man m der Art mit » über alle Grenzen wachsen lässt, 
dass logk, : logk, unendlich klein wird, so ergiebt sich, dass 
A :loyk,„ sich dem Werthe + ® nähert. Die Behauptungen über 
sS,ky,, und A„:logk„,, ergeben sich von selbst, weil aus der 
Annahme hervorgebt, dass, wenn o von Null verschieden ist, 
nothwendig k„:k„+, sich dem Werthe I nähert. Zugleich leuchtet 
ein, dass der Beweis des ersten Satzes auf dieselbe Weise geführt 
werden kann, und zwar viel einfacher, weil es gar keiner Zer- 
legung der obigen Summe in zwei Bestandtheile bedar£*). 

Der Beweis des zweiten und vierten Satzes lässt sich in ähn- 
licher Weise führen; setzt man nämlich, wenn s einen positiven 
Werth hat, 


2 


ER f sloegxdz _1+slogk, 


ys+1 b} 
we sky 
n 
so ist 
kn+ı 
E slogxzd» Ehe BEN 
IE, Fr n+1 m We = REF == log Hin (ki ze kn+ı); 


*), Die Sätze 1. und 3. sind aus einem leicht erkennbaren Grunde so 
gefasst, dass der in der Prämisse auftretende bestimmte Werth s als 
negativ vorausgesetzt wird, obgleich der obige Beweis, in welchem dieser 
Werth s mit r bezeichnet ist, auch dann seine Kraft bewahrt, wenn r 
positiv ist. Diese auf den ersten Blick auffallende Erscheinung hängt 
damit zusammen, dass den obigen Sätzeu eine Reihe von ähnlichen Sätzen 
entspricht, welche von dem Verschwinden des Bestes. S), —= f(s)— Sn für 
positive Wertbe s bei wachsendem n handeln; von diesen Sätzen (die sich wie 
die obigen Sätze auch auf gewisse Integrale übertragen lassen) wollen wir 
beispielsweise den folgenden erwähnen: Convergirt die Reihe f(s) für 
einen bestimmten positiven Werth s, wird also der Rest 8, mit wachsen- 
dem n unendlich klein und zwar in der Art, dass die Producte EB und 


$ S, kn sich einem gemeinschaftlichen Grenzwerihe ® nähern, so nähern 
” « T . 4 a} M 8 
sich für jeden negativen Wertl s die Producte sS,k, und sS,k,,, dem 


Grenzwerthe — w. 
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nimmt man daher an, dass A, :log%„ endlich bleibt, so folgt 
hieraus leicht*), dass die unendliche Reihe 


A(k’—ky')+ Alk’ —ks’) tr: 
— Ge [Ku JG Tech, IB A) 
convergirt, und dass ihre Summe mit f(s) übereinstimmt, womit 
der zweite Satz bewiesen ist. Bezeichnet man ferner mit M und 
M' Mittelwerthe aus den Grössen A, : logh„ resp. von n — 1 bis 
n—=m — 1, und von n—= m bisn—=w, so kann man 
I)=M(K — Kun) + M En 

setzen; nimmt man nun (wie im vierten Satze) an, dass die Grössen 
A„:logk„ und A„:log k„;+ı sich einem gemeinschaftlichen Grenz- 
werthe » nähern, so gilt Dasselbe von A„:logh,; lässt man daher, 
während s positiv unendlich klein wird, gleichzeitig m über alle 
Grenzen, doch so langsam wachsen, dass s log /;,, unendlich klein 
wird, so nähert sich M’ dem Grenzwerthe ®, während M endlich 
bleibt, und da sXK, und s K„ sich dem gemeinschaftlichen Grenz- 
werthe 1 nähern, so nähert sich s f(s) dem Grenzwerthe ©, was 
zu beweisen war **), 

Nachdem die obigen Sätze bewiesen sind, führen wir einige 
Beispiele an, hauptsächlich um zu zeigen, dass sie nicht ohne 
Weiteres umgekehrt werden dürfen. 


Beispiel 1. Iste>1, unds>0, so ist 
ER. b a b ac +b 
IT tt Te tm a 


für jeden negativen Werth s ist bei wachsendem » 


ac +b 


1— ee: 


a—+ be: 
1.0332 


lim Se > lım Santıc@rtDe — 


also schwankt S,A,, und nur, wenn db — a ist, wird 
a 
1—c 


e $ 
lım S, hr = 


5) 


trotzdem ist, auch wenn a und 5 ungleich sind, 


*) Offenbar darf man, ohne die Allgemeinheit der Sätze zu beeinträch- 
tigen, bei ihrem Beweise annehmen, dass schon ki >. lSist. 

**) Weitere Untersuchungen findet man in der Abhandlung von Prings- 
heim: Zur Theorie der Dirichlet’schen Reihen (Math. Annalen, Bd. 37) 


8. 144. Unendliche Reihen. 385 
Ar a-+b 


in ae ai 
logk, = logknrı 2loge’ 


und wirklich nähert sich s f(s) für unendlich kleine positive 
Werthe von s demselben Grenzwerth. 


lım 


Beispiel 2. Ist wieder c> 1, und s> 0, so ist 


DE 1 » 3 4 es 
Ss) = — — — —— — On RO EEE 
Ya ) e$® e?® T e33 c*8 2” , (e2 + 1)2’ 
daAs „= —n, Asn_-ı = + n ist, so schwankt A„:logk,„; dennoch 


nähert sich s/(s) dem bestimmten Grenzwerth Null, wenn s positiv 
unendlich klein wird. 


Beispiel 3. Von grösserem Interesse ist die folgende Reihe 
Dee ee re ee I ee I. 
wo c wieder > 1 ist; da logk, = e*-!, und 
A=ltotet..Hen= ©], 
so ergiebt sich bei wachsendem n 
IR, e 1; Ar; 1 


noeh: 21: — 


1 _ logkunyı c—!’ 

und es zeigt sich, dass s/(s) für unendlich kleine positive Werthe 
von s sich keinem Grenzwerthe nähert, sondern hin und her 
schwankt. Ist nämlich r ein bestimmter positiver Werth, und 
lässt man s= rc”? dadurch unendlich klein werden, dass o 
wachsend alle positiven ganzen Zahlen durchläuft, so nähert sich 


sf(s) dem bestimmten, aber von r abhängigen Grenzwerth 


EN ne 
wo n alle ganzen Zahlen von — w bis + © durchlaufen muss. 
Offenbar ist »(r) eine periodische Function von log r, welche 
sich in die Fourier’sche Reihe 


1 Dnni 
N gan 
loge ” I ( log e ) 


verwandeln lässt, wo logzloge = — 2rilogr ist, [[ das Euler- 
sche Integral zweiter Art bedeutet, und n alle ganzen Zahlen 
von — © bis + « durchläuft; sie convergirt für jeden complexen 


Dirichlet, Zahlentheorie. 95 
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Werth r, dessen reeller Bestandtheil positiv ist; sie ist zugleich 
der Grenzwerth des Integrals 


+. 
x 35 sin(2r -1)zx 
free IE ER 
SIN IEX 
—@ 


für unendlich grosse Werthe der positiven ganzen Zahl n. Wird 
s stetig positiv unendlich klein, so schwankt s/(s) um den mitt- 
leren Werth 1:loge, welcher auch zwischen den Grenzwerthen 
von A„:logk,„ und A„:logk„ +. liegt. 


X. Ueber die Composition der binären quadratischen 
Formen. 


8. 145. 


Unserer Darstellung der von Gauss*) gegründeten Theorie 
der Composition schicken wir zwei Hülfssätze aus der Lehre von 
den Üongruenzen voraus, deren erster eine auch sonst nützliche 
Verallgemeinerung der in $. 25 behandelten Aufgabe enthält, 
während der daraus folgende zweite die Grundlage für die ge- 
nannte Theorie bilden wird. 


1. Hat der Modul m mit den ganzen Zahlen pı, Ps ».. Da 
keinen gemeinsamen Theiler, und sind alle aus ihnen und den, 
ganzen Zahlen 9, 03 - - . {u gebildeten Determinanten P, gs — Ar Ps 
theilbar durch m, so giebt es eine und nur eine Olasse von Zahlen 
B (mod. m), die den gleichzeitigen linearen Congruenzen 

»B=q4, mB=4%...MmMB = qn (mod. m) (1) 
genügen”*). 

Zum Beweise wählen wir (nach $. 24) ein bestimmtes System 
von ganzen Zahlen Ah, h,, hy... h„, die der Bedingung 

mh + Pıhı + Pahz se Pr In =], 
also der Congruenz 
ph; = mM + Ph +: + Palm = 1 (mod. m) 


genügen, und setzen 
gehe — q1 hı = Yp) hy Sr Si z - dad == Dis 


*) D. A. art. 234. seqq. — Vergl. Lejeune Dirichlet: De formarum bi- 
nariarum secundi gradus eompositione. 1551. E 

**) Man überzeugt sich leicht, dass auch die Umkehrung dieses Satzes 
gilt. 


25* 
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Giebt es nun eine Zahl B, welche den Congruenzen (1) genügt, 
so folgt durch Multiplication der letzteren mit A}, a! 
Addition, dass B == B, (mod. m) sein muss; und umgekehrt, wenn 
B irgend eine Zahl der durch B, a Classe bedeutet, 
so folgt aus P, 9: = 4r. ps (mod. m), dass 


9 B=p !: Gh =Ipr Gl ZN ArPohs—gr ZPehs —=q,(mod.m) 
ist; also genügt B den Congruenzen (1), was zu beweisen war. 


2. Ist 
bb= D(mod.a), db’ = D (mod. «') (2) 
und haben die drei Zahlen a, a’, b + b’ keinen gemeinschaftlichen 
Teiler, so existirt in Bezug auf den Modulus aa’ eine und nur 
eine Olasse von Zahlen B, welche den drei Bedingungen 
B=b (mod. «a, B=b (mod. a), BB= D (mod. aa’) (3) 
genügen, und die Zahlen a, a’, 2 B haben ebenfalls keinen gemein- 
schaftlichen Theller. 
Dies ergiebt sick unmittelbar aus dem vorhergehenden Satze; 
da nämlich 
(B-bW)(B—-W)=BB—(b+b)B+bb 
ist, so leuchtet ein, dass die Bedingungen (3) mit den linearen 
“ Congruenzen 


a«bB=ab, aB=ab, (b+V) B=bb' + D (mod. aa‘) 


völlig gleichbedeutend sind; da nun die Coefficienten a’, a,b + D’ 
keinen gemeinschaftlichen Theiler haben, und die Determinanten 
W,.ab' — ab.a—=aa(#" —b) 
a«(bV + D)— ab +) —W(D—bb) 
a(bV +D)— ab (b +-V) —=a(D—bV) 
zufolge (2) alle durch den Modul aa’ theilbar Su so ist der 
erste Theil unseres Satzes bewiesen. 

Ist ferner ö ein gemeinschattlicher Theiler von a,«’, 2 B, so 
folgt aus (3), dass B=b= d (mod. 6), lo + =2B= 
(mod. 6) ist; mithin ist 8 auch ein gemeinschaftlicher Theiler 
von a,a‘,b +’ und folglich = 1, was zu beweisen wart). 


*) Fasst man die Theorie der binären quadratischen Formen nur als 
einen speciellen Fall der allgemeinen Theorie der ganzen algebraischen 
Zahlen auf (Supplement XL), so sprechen manche Gründe daiür, statt der 
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Zwei binäre quadratische Formen (a,b, e), (a', b', c') von 
gleicher Determinante D sollen einig*) heissen, wenn die Zahlen 
a,a', & +5’ keinen gemeinschaftlichen Theiler haben. Dabb=D 
(mod. a), 2’ d’ = D (mod. «’) ist, so folgt aus dem vorhergehenden 
Lemma unmittelbar die Existenz von unendlich vielen parallelen 
(nach $. 56 äquivalenten) Formen (aa’,B,C) derselben Determi- 
nante D, deren mittlere Coeffhicienten B den Bedingungen B=b 
(mod. a), B=b’ (mod. a’) genügen; jede solche Form (aa’, B, C) 
heisse zusammengesetzt**) (composita) aus (a, b, ce) und (a', d’, c'). 

Wir bemerken zunächst, dass (nach $. 56) die Formen (a,b, c), 
(a, d', c') resp. den Formen (a, B, CO), (a', B, aC) äquivalent 
sind ; diese letzteren sind ebenfalls einig, weil die Zahlen a,a',2.B 
keinen gemeinschaftlichen Theiler haben ($. 145), und aus ihnen 
ist ebenfalls die Form (aa’, B, C) zusammengesetzt. Bedeuten 
nun %, y, &', y' variabele Grössen, und setzt man 


X=aX — Cyy, Y=(axz +By)y+(ads+By)y, (1) 
8o wird 
(ax +(B+VD)y)(@#+(B+VD)y)=aadX+(B+VD)Y, (2) 
ersetzt man hierin YD durch — YD und multiplicirt die so 
entstehende Gleichung mit der vorstehenden, so ergiebt sich nach 
Wegwerfung des beiden Seiten gemeinschaftlichen Factors aa’ 
die Gleichung 
(ax +2Bxy+ a Oy) (#2 +2Boy-+aly? (3) 
—=a@X22BXY-+HCY:, 


von Gauss und Dirichlet zu Grunde gelegten Form ax? + 2bxy-+ cy2, 
in welcher der Coefficient von xy immer eine gerade Zahl ist, die all- 
gemeinere Form ax? + bxy + cy? zu wählen und unter deren Discri- 
minante immer die Grösse d= bb — 4ac zu verstehen. Das obige 
Lemma ist dann durch das folgende, etwas umfassendere zu ersetzen: 
Ist bb = d (mod. 4a), b’b’ = d (mod. 4a’), und haben die drei Zahlen 
a, a’, 4 (b-+ b') keinen gemeinschaftlichen Theiler, so existirt in Bezug auf 
den Modulus 2aa’ eine und nur eine Classe von Zahlen B, welche den 
drei Bedingungen B=b (mod. 2a), B= b’ (mod. 2a), BB=d (mod.4 aa) 
genügen; und die Zahlen a, a’, B haben keinen gemeinschaftlichen Theiler. 

*) Diese Benennung soll an die rudices concordantes von Dirichlet 


erinnern. 
**) Vergl. Gauss: D. A. artt. 235, 242, 245, 244. 
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d. h. die Form (aa', B,C) geht durch die bilineare Substitution (1) 
in das Product aus den beiden Formen (a, B, a’ 0), (a', B,a() 
über. 

Auf dem vorstehenden Resultate beruht zugleich der Beweis 
des folgenden Fundamentalsatzes*): 

Sind die beiden einigen Formen (a, b, ec), (a, b', c') resp. ägqwi- 
valent den beiden einigen Formen (m, n, l), (m’, n’, U), so ıst auch 
die aus den beiden ersteren zusammengesetzte Form (aa’, B, C) 
äqwivalent der aus den beiden letzteren zusammengesetzten Form 
(mm’, N, L). 

Aus den Voraussetzungen folgt zunächst, dass die Formen 
(a,B, « 0), (a', B,aC) resp. den Formen (m, N, m’L), (m’, N, m L) 
äquivalent sind, und hieraus (nach $. 60, Anmerkung) die Existenz 
von vier ganzen Zahlen «, y, x’, y', welche den folgenden Bedin- 
gungen genügen 

ax? +2Bxy-+a'Cy—=m, «X? +2Bay+aly?—=m' (4) 

ax +(B+N)y=0, (B— N)x + «a Üy= 9 (mod. m) (5) 

«X +(B+N)y=0, (B—N)r +aCy=0(mod. m’), (6) 
und ebenso braucht man, um die Aequivalenz der beiden Formen 
(ac@', B,C), (mm’, N,L) darzuthun, nur die Existenz von zwei 
ganzen Zahlen X, Y nachzuweisen, welche die Forderungen 


aW X2 +2 BXY+ CY:= mm (7) 
a« X -+-(B+N)Y=0 (mod. mm’) (3) 
(B—-N)X+CY= 0 (mod. mm’) (9) 


befriedigen. Es lässt sich nun leicht zeigen, dass die beiden 
(offenbar ganzen) Zahlen X, Y, welche nach (1) aus den vier 
ganzen Zahlen a, y, «', y’ gebildet sind, m der That den vor- 
stehenden Bedingungen genügen. Zunächst folgt (7) unmittelbar 
aus (3) und (4). Da ferner aus jeder Gleichung von der Form 
@+uYD) @+wWVYD)= (t" + u" VD) (#"+wW"YD,, 

wo tb, ut’ us. w. ganze Zahlen bedeuten, die in Bezug auf die 
Variabele 2 identische Gleichung 

re) +HWd)—lt' Hu)" + W"z) + (uU — u" uw”) (22—D), 
und hieraus, da NN = D (mod. mm’) ist, auch die Congruenz 


@+uN) !+HwWN)= (t"+w"N) (#" + w" N) (mod. ma) 


*) Gauss: D. A. art. 239. — Dirichlet a. a. O. 
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hervorgeht, so folgt (8) unmittelbar aus ( 2) unter Berücksichtigung 
von (5) und (6). Dieselbe Gleichung (2) lässt sich endlich durch 
Multiplication mit B— VD, oder mit ©, und durch Division mit a 
oder mit a’ auf die folgenden vier Formen bringen 
((B- VD) +aOy) (dt (B+VDy)— a U 
(ae + (B+YD)y)(B-VDe+aly)—=aU 
(B-VD)x +W«Oy)(B-VD&®+aCy)=(B—-VD)U 
C(ax +(B+VD)y) (@a+(B+VDy) = (B+ VD) U, 
wo zur Abkürzung 
(B—-VD)X+-CY=TU 
gesetzt ist; ersetzt man überall YD durch N, so gehen nach dem 
oben angeführten Princip diese Gleichungen wieder in Congruenzen 
nach dem Modulus arm’ über; bezeichnet man den aus U hervor- 
gehenden Ausdruck, d. h. die linke Seite der zu beweisenden Con- 
gruenz (9), mit F, so ergiebt sich unter Berücksichtigung von (5) 
und (6), dass die Producte a’V, aV, (B—N)V, (B+N)V, mit- 
hin auch 2 BY durch mm’ theilbar sind; da aber die Factoren a, 
a‘, 2 B keinen gemeinschaftlichen Theiler haben, so muss der 
andere Factor Y für sich allein durch mm’ theilbar sein, also 
die Gongruenz (9) wirklich Statt finden. 

Mithin genügen die heiden ganzen Zahlen X, Y den Bedin- 
gungen (7), (8), (9), und hieraus folgt (nach 8. 60. Anmerkung) 
die Aequivalenz der Formen (aa, B, C), (mm', N,L); was zu be- 
weisen wär. 


8. 147. 


Um den Charakter des eben bewiesenen Fundamentalsatzes 
in das rechte Licht zu setzen, bemerken wir zunächst Folgendes: 
Sind (a, b, ce), (a’, d', €’) zwei einige Formen, so sind ihre Theiler 
6, 6’ (S. 61) relative Primzahlen, und 60’ ist der Theiler der aus 
ihmen zusammengesetzten Form (aa', B, C). Denn da die Formen 
(a, b, c), (a’, d’, c') resp. den Formen (a, B, a’ CO), (a, B, al) Aqui- 
valent sind, so ist (nach 8. 61) © der grösste gemeinschaftliche 
Divisor von a, 2 B, a C, und 0’ ist der grösste gemeinschaftliche 
Divisor von a’, 2B,aC'; da nun a, «, 2.B keinen gemeinschaftlichen 
Divisor haben, so muss die in a und 2. B aufgehende Zahl 6 rela- 
tive Primzahl zu a’ (und also auch zu der in « aufgehenden Zahl 6°) 
sein; und da 6 in «'C aufgeht, so muss 6 auch in C aufgehen; 
ebenso muss 0’ relative Primzahl zu a sein und folglich auch in C 
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aufgehen. Da ferner schon gezeigt ist, dass o und 6’ relative 
Primzahlen sind, und da beide sowohl in 2B, als auch in © 
aufgehen, so ist 66’ offenbar gemeinschaftlicher Divisor der drei 
Zahlen aa’, 2:B,C. Wollte man nun annehmen, 60’ wäre nicht 
ihr grösster gemeinschaftlicher Divisor, sondern sie liessen sich 
nach der Division mit 66’ noch durch eine Primzahl p theilen, 
so müsste p wenigstens in einer der beiden Zahlen a:6 oder 
a’:6' aufgehen; gesetzt aber, p ginge in a:6 auf, so hätten die 
drei Zahlen a, 2 B, a'C den gemeinschaftlichen Divisor po, wäh- 
rend doch 6 ihr grösster gemeinschaftlicher Divisor ist. Ebenso 
wenig kann p in a’:0’ aufgehen, und folglich ist 60’ der grösste 
gemeinschaftliche Divisor der Zahlen aa’, 2 B,C, d. h. 60’ ist der 
Theiler der Form (aa’, B,C), was zu beweisen war. 

Umgekehrt: hat man zwei Formenclassen K, K’ von gleicher 
Determinante D, deren Theiler 6,0’ relative Primzahlen sind, so 
kann man stets zwei einige Formen (a, b, c), (a’, b', c') resp. aus 
den Classen K, K' auswählen. Denn man kann (nach $. 93) den 
Repräsentanten (a, b, c) der Classe K zunächst so wählen, dass «a 
relative Primzahl zu 6’ wird, worauf der Repräsentant («a’, b’, c’) 
der Classe K’ so gewählt werden kann, dass a’ relative Primzahl 
zu a wird; dann sind aber (a, b, c), (a, b’, c') gewiss zwei einige 
Formen. Zwei solche Olassen K, K’ sollen daher ebenfalls einig 
heissen. Wie nun auch zwei einige Formen aus den Classen K, K’ 
ausgewählt sein mögen, so wird zufolge des bewiesenen Funda- 
mentalsatzes die aus ihnen zusammengesetzte Form stets einer 
und derselben Formenclasse Z von derselben Determinante D 
angehören, deren Theiler nach dem Obigen — 66’ ist. Wir 
werden daher sagen, dass diese: Olasse L aus den beiden einigen 
Olassen K,K' zusammengesetzt ist, und werden dies durch die 
symbolische Gleichung *) 

De=IRR = SKuR 
ausdrücken. 

Sind ferner je zwei der drei Classen X, K’', K'" einig, so lassen 
sie sich successive zu einer Olasse zusammensetzen, und zwar wird 
diese resultivende Classe von der Anordnung der beiden successiven 


Compositionen völlig unabhängig sein**); d. h. syınbolisch ausge- 
drückt, es wird 


*) Gauss bezeichnet die aus K und K’ zusammen i 
j C gesetzte Classe mit 
K-+K'(D. A. art. 249). 

**+) .Gauss: D. A. artt. 240, 241, 
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(AR) Kt — RAS) KE m (K'K'")K 
sein. Man kann nämlich die Repräsentanten (a, b, ey la tb’ ch) 
(a”, b", c") der drei Classen K,K', K" (nach $. 93) so wählen, dass 
a, a’, a” relative Primzahlen sind; bestimmt man nun (nach &. 25) 
B durch die Congruenzen 

B=b (mod. a), B= db’ (mod. a‘), B = b" (mod. a”), 

so wird von selbst BB=D (mod. aa’ a”), also D=BB— aaa" C, 
wo C eine ganze Zahl bedeutet. Dann enthält 

die Classe X die Form (a, B, a’a” C) 

ei » » (a,B,aa” 0) 

” Sr » »  (a,B,aa’ 0) 

= BE ERS) 

” n. AK? „ ,„ (aa,B.a'C) 

2) n RURe, »„  (aa’B,a0) 
und jede der Olassen (KK')K",(KK")K', (K'K")K enthält 
folglich dieselbe Form (aa’a”,B, C); mithin sind diese drei Olassen 
identisch. Diese eine Classe kann daher einfach durch das Symbol 
KK'K' bezeichnet werden, wobei die Stellung der drei Symbole 
K, K'’, K” gleichgültig ist. 

Wendet man nun dieselbe Schlussfolgerung an, wie in 8. 2, so 
ergiebt sich, dass auch für jede grössere Anzahl von Ülassen 
K,K'... die durch ihre successive Composition entstehende 
Classe völlig bestimmt, und von der Anordnung der Composition 
gänzlich unabhängig ist. Erforderlich bleibt aber die Bedingung, 
dass diese Classen X, K’... zu derselben Determinante gehören, 
und dass ihre Theiler 6, 0°... relative Primzahlen sind, weil nur 
dann die Composition in der oben angegebenen Art ausgeführt 
werden kann; für unsere Zwecke reicht aber dieser specielle Fall 

der allgemeineren Theorie der Composition völlig aus. 


&. 148. 


Wir betrachten zunächst einige besonders wichtige specielle 
Fälle der Classencomposition *). 

1. Die Hauptform (1, 0, — D) ist offenbar einig mit jeder 
Form (a, b, c) derselben Determinante, und die Composition beider 


*) Gauss: D. A. artt. 243, 250. 
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Formen giebt als Resultat dieselbe Form (a, b, ec), also: Durch 
Composition irgend einer Classe K mit der Hauptelasse entsteht 
immer die Olasse K. Bezeichnet man daher die ‚Hauptelasse 
durch das Symbol 1, so ist immer 1X —= K, wo K eine beliebige 
Classe bedeutet. 

2. Ist (a,b, e) eine ursprüngliche Form der ersten Art, so ist sie 
einig mit der Form (ec, b, a), und aus beiden ist die Form (ae, b,1) 
zusammengesetzt. Da nun (ec, b, a) mit (a, — b, c), und ebenso 
(ae, 5, 1) mit (1, — db, ac) und folglich auch mit der‘ Hauptform 
(1, 0, — D) äquivalent ist ($. 56), so kann man dies Resultat kurz 
so aussprechen: Die Composition von zwei entgegengesetzten wr- 
sprünglichen Classen der ersten Art H, H' giebt stets die Haupt- 
tlasse. LH H7==. 

Hieraus ziehen wir eine wichtige Folgerung, von welcher sehr 
häufig Gebrauch gemacht wird: Bedeutet H eine ursprüngliche 
Classe erster Art, so folgt aus HK — HL auch stets K—=L. Ist 
nämlich H’ der Classe II entgegengesetzt, also YHY’=1, so folgt 
aus HK —= HL zunächst (YK)H' = (HL)H', und hieraus 
(EHYRK— (HH NT Jalsorr 

3. Ist K eine Classe vom Theiler 6, so kann man (nach S. 93) 

ihren. Repräsentanten (a6, b, ec) so wählen, dass a relative Prim- 
zahl zu 6 ist; dann ist diese Form offenbar zusammengesetzt aus 
den beiden einigen Formen (a, b, co) und (6, d, ac), deren letztere 
den Theiler o hat und der einfachsten Classe dieses Theilers an- 
gehört ($. 61), woraus von selbst folgt, dass die erstere Form eine 
ursprüngliche Form der ersten Art sein muss, was sich auch leicht 
direct nachweisen liesse. Wir haben daher das Resultat: Ist S die 
einfachste, und K irgend eine Otasse vom Theiler 6, so giebt es 
immer mindestens eine ursprüngliche Classe erster Art H von der 
Beschaffenheit, dass SH —= K ist. 
Man überzeugt sich leicht mit Hülfe von 2.. dass der Satz 3. 
auch dann noch gilt, wenn S und X irgend welche Classen des- 
selben Theilers bedeuten; ebenso leuchtet ein, dass aus den ein- 
fachsten Classen der Theiler 6, 6’ stets die einfachste Classe des 
Theilers 60’ zusammengesetzt ist, natürlich unter der Voraus- 
setzung, dass 6 und 6’ relative Primzahlen sind. Wir verweilen 
aber nicht länger bei diesen und anderen ebenso leicht zu be- 
weisenden Sätzen, weil sie für die nachfolgenden Untersuchungen 
völlig entbehrlich sind. 
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In diesem Paragraphen wollen wir uns auf die Betrachtung 
aller zu einer bestimmten Determinante D gehörenden ursprüng- 
lichen Classen erster Art (6 — 1) beschränken; das System dieser 
Classen wollen wir mit 9, ihre (nach 88. 67, 77 endliche) Anzahl 
mit A bezeichnen. Je zwei solche Classen sind einig, und durch 
ihre Composition erhält man immer wieder eine Classe desselben 
Systems 9. Dies gilt auch dann, wenn die beiden Classen 
identisch sind, und die durch Composition einer Classe A mit 
sich selbst, oder kürzer, die durch Duplication*) der Classe A 
entstehende Classe AA soll mit A? bezeichnet werden; ähnlich 
ist die allgemeine Bezeichnung A” zu verstehen, wo m irgend 
eine positive ganze Zahl bedeutet. Durch Anwendung derselben 
Schlüsse, wie in $. 28, findet man nun leicht, dass immer ein 
kleinster positiver Exponent ö existirt, welcher der Bedingung 
A® == 1 genügt; dann sind die Classen 

io a ie a 


welche die sogenannte Pereode**) der Classe A bilden, von ein- 
ander verschieden, und wir wollen sagen, die Classe A gehöre zum 
Exponenten 6; aus A’ — 4° folgt r=s (mod. ö), und um- 
gekehrt; verallgemeinert man hiernach die Bezeichnung A", 
indem man sie auch auf negative Exponenten m (und auf m 0) 
ausdehnt, so ist z. B A-1—— A°-1 das Symbol für die Classe, 
welche der Classe A entgegengesetzt ist ($. 148, 2.). 

Ist 4? — 1, also A = A-!, so ist jede Form (a, 5, c) der 
Classe A eigentlich äquivalent der ihr entgegengesetzten Form 
(a, —b, c) und folglich sich selbst uneigentlich Äquivalent; die 
Classe A enthält daher (nach $. 58) eine zweiseitige Form und 
soll deshalb auch eine zweiseitige Olasse (elassis anceps) heissen ***), 

Eine solche Classenperiode bildet nur eiuen speciellen Fall 
des folgenden neuen Begriffs, welcher von der höchsten Wichlig- 
keit für die Gesetze der Composition ist: Ein System A von 


*) Gauss: D. A. art. 249. 
**) Gauss: D. A. art. 306. I. 
*#*) Gauss: D. A. art. 224. Allgemein kann man, wenn An jest, 


4 eine n-seilige Ölasse nennen. 


396 Supplement X. $. 149. 


ursprünglichen Classen der ersten Art soll eine (rruppe *) heissen, 
wenn die Composition von je zwei Classen des Systems A immer 
wieder eine Classe desselben Systems liefert; die Anzahl a der 
in W enthaltenen verschiedenen Classen heisse der Grad dieser 
Gruppe W. Offenbar bildet das System 9 selbst eme Gruppe 
vom Grade Ah. 

Aus dieser Erklärung folgt sofort, dass, wenn die lasse A ın 
einer Gruppe U enthalten ist, auch die ganze Periode der Classe 
A, also auch die entgegengesetzte Classe A-! und die Hauptelasse 
sich in X. vorfindet. Setzt man ferner jede in der Gruppe X ent- 
haltene Classe A,, Ay... A. mit einer ursprünglichen Classe 
erster Art B zusammen, so sind die entstehenden Ulassen A, B, 
A,B...A.B von einander verschieden ($. 148, 2.) und bilden 
einen Complex, den wir kurz durch AB bezeichnen können; zwei 
so gebildete Complexe W Bund A BD’ sind nun entweder vollständig 
identisch (was wieder durch das Zeichen — angedeutet werden 
soll), oder sie haben keine einzige gemeinschaftliche Classe; denn 
wenn sie eine gemeinschaftliche Classe AB — 4’ B’ haben, wo 
A und A’ in X enthalten sind, so folgt B= 4A-14'B'—=A"B', 
wo A” —= A-114' eine ebenfalls in U enthaltene Classe bedeutet, 
und hieraus Y\B—=WUA"B'’—= AB’, weil offenbar der Complex 
AA” mit W selbst identisch ist. 

Stützt man sich auf diese fundamentale Eigenschaft einer 
Gruppe und wendet dieselbe Schlussfolgerung an, wie in $. 127, 
so ergiebt sich unmittelbar folgender Satz: 

Sind alle a Classen einer Gruppe X zugleich in einer Gruppe 
M vom Grade m enthalten, so ist a ein Divisor von m — ua, und 
die Gruppe M besteht aus u Complexen von der Form AM; die 
Gruppe U soll daher auch ein Divisor der Gruppe M, letztere ein 
Multiplum der ersteren heissen. 

Hiernach ist jede Gruppe X ein Divisor der Gruppe 9, ihr 
Grad a ein Divisor von h; da nun die Periode einer Qlasse Pa 
welche zum Exponenten ö gehört, eine Gruppe vom Grade ö bildet, 
so ist ö ein Divisor von h, und folglich genügt jede Classe A der 
Bedingung A" — 1. 

Sind ferner A und B zwei beliebige Gruppen, so bildet das 
System D aller in A und B gemeinschaftlich enthaltenen Classen 


*) Vergl. Galois: Sur les conditions de resolubilite des Equations par. 
radicaux (Liouville’s Journal, Bd. XI, 1846). 
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ebenfalls eine Gruppe, welche der grösste gemeinschaftliche Di- 
visor von\ und ® heissen mag; sind «a, , d die Grade dieser drei 
Gruppen, so ist d ein gemeinschaftlicher Divisor von a—«d und 
b — ßd; besteht ferner die Gruppe ® aus den ß Complexen DB,, 


DB,... DB;, so bilden, wie man leicht erkennt, auch die 
B en AB, UB, .... AB; eine Gruppe WM vom Grade 
m— aß — ba —=ab:d, und zwar ist diese Gruppe M das 


kleinste gemeinschaftliche Multiplum der beiden Gruppen 4 
und B*), 

Die am leichtesten zu überblickenden Gruppen sind die oben 
erwähnten Perioden; jede solche Gruppe, deren Classen durch 
wiederholte Composition aus einer einzigen Classe entstehen, wollen 
wir eine reguläre Gruppe nennen; jede irreguläre Gruppe lässt 
sich als das kleinste Multiplum von gewissen regulären Gruppen 
ansehen, und zwar kann man die Ulassen A, DB, C... aus der 
Gruppe so wählen, dass jede in ihr enthaltene Classe sich stets und 
wesentlich nur auf eine einzige Weise in der Form Ar Br Or... 
darstellen lässt. Auf diese Darstellung und die damit zusammen- 
hängenden Sätze von Gauss**), deren Beweis leicht auf das Vor- 
hergehende gegründet werden kann, wollen wir aber hier nicht 
mehr eingehen. 


$. 150. 


Eine der hauptsächlichsten Anwendungen, welche Gauss von 
der Theorie der Composition gemacht hat, besteht in der Be- 
stimmung des Verhältnisses zwischen der Anzahl h’ der Classen 
vom Theiler 6 und der Anzahl h der ursprünglichen Classen 
erster Art***); offenbar ist dies dieselbe Aufgabe, deren Lösung 


*) Bei solchen Compositionen, wo die Symbole AB und BA verschie- 
dene Bedeutungen haben (vergl. z. B. $. 55), verliert der obige Satz über 
M u allgemeine Gültigkeit. 

”*) D. A. artt. 305—-307; ferner Demonstration de quelques theoremes 
concernants les periodes des classes des formes binaires du second degre 
(Gauss’ Werke, Bd. II, p. 266; 1863). — Vergl. Schering: Die Fundamental- 
Classen der een arithmetischen Formen. Göttingen 1369. — 
Kronecker: Auseinandersetz Ei einiger Eigenschaften der COlassenanzahl 
idealer complexer Zahlen. S- 1. (Monatsber. d. Berliner Ak. 1. Dec. 1370). 


*#*) D), A. artt. 253—256 
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nach Dirichlet’schen Principien schon oben (8$. 97, 99, 100) mit- 
getheilt ist. 

Bedeutet 8 die einfachste, und K irgend eine Classe vom 
Theiler 6, so existirt (nach $. 148, 3.) mindestens eine ursprüng- 
liche Olasse erster Art A, ale mit $ componirt die Classe X 
hervorbringt; durch Composition von 5 mit allen A Qlassen HZ 
müssen also jedenfalls alle Olassen X vom Theiler o, jede min- 
destens einmal erzeugt werden. Es seien nun R,, R,... R, die 
sämmtlichen » von einander verschiedenen Ge Classen 
erster Art, welche mit S componirt die Olasse $ selbst hervor- 
bringen; da au SR—=S und SR’ — S auch S(RR') = $ folgt, 
so. bilden diese r Classen eine Glas R vom Grade r; und da das 
System aller A ursprünglichen Qlassen erster Art ebenfalls eine 
Gruppe 9 bildet, welche ein Multiplum der Gruppe ® ist ($. 149), 
so ist a—rk, und die Gruppe 9 zerfällt in k Complexe von der 
Form RH; alle r Classen eines solchen Complexes R 77 geben, 
mit S componirt, eine und dieselbe Classe SH vom Theiler 6; und 
umgekehrt, wenn SH’ = SH ist, so folgt SH’ H-1— S$, also ıst 
H'’H-:—= Rmf%, mithin 4’—= RH in dem Complex RH ent- 
halten. Dis Anzahl h’ der verschiedenen Classen vom Theiler 6 
ist daher — A, und wir sind also zu folgendem Resultate gelangt: 


Die Anzahl h der ursprünglichen Classen der ersten Art ist 
theilbar durch die Anzahl h' der Classen vom Theiler 6; diejenigen 
r ursprünglichen Classen erster Art, welche mit der einfachsten 
Classe vom Theiler 6 zusammengesetzt diese letztere wieder erzeugen, 
bilden eine Gruppe %, und es isth—=rh'. 

Dies Resultat behält offenbar seine Gültigkeit für eine negative 
Determinante auch dann, wenn nicht alle, sondern nur die so- 
genannten positiven Classen gezählt werden (8. 64). 

Es kommt jetzt offenbar nur noch darauf an, den Grad r der 
Gruppe X zu bestimmen, und zu diesem Zwecke stellt Gauss 
folgenden schönen Satz auf: 

Die Gruppe R besteht aus denjenigen r Classen R, durch 
deren Formen das Quadrat des Theilers 6 eigentlich oder unergent- 
lich dargesiellt werden kann. 

Um denselben zu beweisen, bemerken wir zunächst, dass man 
als Repräsentanten einer jeden ursprünglichen Classe H der ersten 
Art stets eine Form (a, 5, (6) annehmen kann, in welcher «a 
relative Primzahl zu 6 ist, 2B und C aber durch 6 theilbar sind; 


$. 150. Composition der Formen. 399 


hat man nämlich (nach $. 93) als Repräsentanten zunächst eine 
Form (a, b, c) gewählt, in welcher a relative Primzahl zu 6 ist, 
und componirt man dieselbe mit einer Form (6, d', c') aus der 
einfachsten Classe S vom Theiler 6, so erhält man (88. 146, 147) 
eine Form (a6, ß, C) vom Theiler 6, und zwar so, dass die 
Formen (a, b, e), (6, b’, ce’) resp. den Formen («, B,Ce),(e, B, a0) 
äquivalent sind; es kann daher die Form (a, B, Co), deren 
Coefficienten offenbar die oben angegebenen Eigenschaften besitzen, 
statt (a, d, c) als Repräsentant der Classe H gewählt werden. 

Ist nun SY —= S, also H eine der r Classen aus der Gruppe 
R, so ist (a6, B,C) äquivalent mit (6, B,«C), und folglich exi- 
stiren zwei ganze Zahlen x, y, welche .der Bedingung 

a62?+2Day+ (2 —=6 
genügen; hieraus folgt aber 
a(62)? + 2B (ox)y + (oy? — 02, 

d. h. 62? wird durch die Form (a, B, Co) der Classe H dargestellt, 
wenn den Variabelen die Werthe o.x, y beigelegt werden. 

Umgekehrt, ist 6? durch die Formen der Classe H, also auch 
durch die Form (a, B, (6) darstellbar, so existiren zwei ganze 
Zahlen z, y, welche der Bedingung 

az? + 2 Bzy + Coy? — 0? 

genügen. Zunächst ergiebt sich hieraus, dass 2 durch 6 theilbar 
sein muss; bezeichnet man nämlich mit ö den grössten gemein- 
schaftlichen Theiler der beiden Zahlen z—= dx und 6 = ö9, so 
lässt sich die vorstehende Gleichung, weil die Zahlen 2B und CO 
durch 6 theilbar sind, durch ö? dividiren, und man erhält 


2b C 
Ba V N 0 


also ist ax? theilbar durch e; da Aber e (als Divisor von 6) 
relative Primzahl zu « und (zufolge der Definition von 9) auch 
zu x ist, so mus go =|, also Ö=6, und = ox sein. Zu- 
gleich ergiebt sich aus der vorstehenden Gleichung, dass x, Y 
relative Primzahlen sind; mithin ist die Zahl 


6 — aoa® + 2 Bry + Cy? 
eigentlich darstellbar durch die Form (a6, B,C) vom Theiler o, 


welche folglich ($. 60) einer Form (0, Ö', c') äquivalent sein muss, 
deren erster Coeffiecient — 6 ist, und deshalb der einfachsten 


400 Supplement X. $. 151. 


Classe $ vom Theiler o angehört. Da nun (ao, B, C) auch der 
Classe SH angehört, so ist SH — 8, d.h. H ist eine Ulasse aus 
der Gruppe R, was zu beweisen war. 

Durch den hiermit bewiesenen obigen Satz sind wir nun in 
den Stand gesetzt, den Grad r derGruppe R genau zu bestimmen. 
Ist R eine Classe aus dieser Gruppe, und wird 0? durch ihre 
Formen so dargestellt, dass die beiden darstellenden Zahlen (z, y) 
den grössten gemeinschaftlichen Theiler ö haben, so geht ö? in 6?, 
folglich ö in 6 —= öde auf; mithin ist (nach $. 60) g? eigentlich 
darstellbar durch die Formen der Classe R, und folglich kann man 
(nach 8. 60) als Repräsentanten von R eine Form wählen, deren 
erster Üoefleient —=e? ist. Da umgekehrt durch jede solche Form 
auch 0? dargestellt wird, wenn den Variabelen die Werthe x —= 6, 
y=0 ertheilt werden. so gehört sie, wenn sie zugleich ursprünglich 
von der ersten Art ist, einer Classe R aus der Gruppe X an. Wir 
haben mithin folgenden Satz erhalten: 


Der Grad r der Gruppe R ist gleich der Anzahl aller nicht 
äquivalenten ursprünglichen Formen der ersten Art, deren erster 
Coefficient eine in 6? aufgehende Quadratzahl 0? ist. 


Wir bemerken schliesslich, dass für jede solche Zahl go? 
(zufolge 8. 56) nur alle diejenigen Formen zu untersuchen sind, 
deren mittlere Coefficienten nach dem Modulus e2 incongruent 
sind. 


8. 151. 

Nachdem im Vorhergehenden der Weg allgemein vorgezeichnet 
ist, auf welchem man zur Bestimmung des Verhältnisses der Classen- 
anzahlen h und /' gelangt, schreiten wir zur Betrachtung der spe- 
ciellen Fälle, in welchen 6 eine Primzahl ist, weil aus ihnen das 
allgemeine Resultat abgeleitet werden kann. 

I. Ist die Determinante D=1— 4n =1 (mod. 4), und 
6==2, so handelt es sich um die Vergleichung der Classenanzahlen 
der ursprünglichen Formen der ersten und zweiten Art. Bezeichnet 
man dieselben wieder mit A und A), so ist A—rh', wo r die An- 
zalıl der nicht äquivalenten ursprünglichen Formen erster Art 
bedeutet, deren erster Coefficient = 1 oder =4 ist. Da im 
zweiten Falle der mittlere Coefficient ungerade sein muss, so sind 
nur die drei Formen 
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(1,0, —D), (4, +1,n) 


in Betracht zu ziehen. 

Ist D=1 (mod. 8), also n gerade, so ist nur die erste dieser 
Formen ursprünglich von der ersten Art, folglich r — l, und 
Reh‘ 

Ist aber D = 5 (mod. 8), also » ungerade, so sind alle drei 
Formen ursprünglich von der ersten Art, und es braucht; nur noch 
untersucht zu werden, ob sie verschiedenen Classen angehören oder 
nicht. Zunächst lässt sich beweisen, dass sie entweder zu einer und 
derselben, oder zu drei verschiedenen Classen gehören. Gauss zeigt 
_ dies durch die Composition der ihnen entsprechenden Classen 1, P, Q; 
da die Classen P, Q entgegengesetzt sind, so ist PQ — 1, und 
ferner lässt sich leicht zeigen, dass PP— Q und 00 == P ist 
(denn aus den beiden einigen, in P enthaltenen Formen (4, 1, n), 
(n, —1, 4) ist die Form (4n, 2» — 1, n) zusammengesetzt, und da 
diese mit (n, 1—2n,4n), (n, 1,4), (4, —1,n) äquivalent ist, so 
folgt PP= 0); nimmt man nun an, dass zwei der drei Classen 
1, P, @ identisch sind, so ergiebt sich hieraus sofort, dass auch die 
dritte mit ihnen übereinstimmt. Dasselbe lässt sich auch durch 
die folgenden Sätze erweisen. 

Sind irgend zwei der drei Formen (1,0, — D), (4, +1, n) 
Äquivalent, so ist die Gleichung t? — Du? = 4 durch ungerade 
Zahlen t, u lösbar. 

Ist nämlich die erste Form mit einer der beiden anderen äqui- 
valent, so ist (nach $. 60) der erste Coefficient 4 dieser letzteren 
eigentlich darstellbar durch die Form (1, 0, — D), also giebt es 
zwei relative Primzahlen ft, «, welche der Gleichung f? — Du? —4 
genügen, woraus folgt, dass t, «, da sie nicht beide gerade sein 
können, nothwendig beide ungerade sein müssen. Sind ferner die 
beiden letzten Formen äquivalent, so giebt es (nach $. 60 Anm.) 
zwei ganze Zahlen «, y, welche den Bedingungen 

4a? H2cy np =4 2er +ny= 0 (mod. 4) 
genügen; da n ungerade ist, so muss y gerade sein — 2u; setzt 
man dann 22 + ut, so gehen diese Bedingungen in die folgen- 


den über 
te — De = 4, t = — u (mod. 4); 
da aus der letzteren {? = u? (inod. 8) folgt, und ausserdem — D 
a = | R > 
= 3 (mod. 8) ist, so folgt aus der ersteren du? = 4 (mol. 3), 
mithin ist «, also auch t ungerade, was zu beweisen war. 
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Ist die Gleichung t? — Du? = 4 durch ungerade Zahlen t, u 
lösbar, so sind alle drei Formen (1,0, — D), (4.+1, n) äquivalent. 
Denn wenn man t mit beliebigem Vorzeichen, daun aber 
w== — t (mod. 4) wählt, so geht die Form (1,0, — D} durch 
die Substitutionen 


t+ Du 
, + 
t- wu 
a 
in die beiden Formen (4, + 1,n) über. — Durch Verbindung der 


beiden vorstehenden Sätze ergiebt sich: 


Die drei obigen Formen sind äqwivalent oder gehören drei ver- 
schiedenen (lassen an, je nachdem die Gleichung t? — Du? — 4 
durch ungerade Zahlen t. w lösbar ist oder nicht; im ersten Falle 


Ist nun D positiv, so tritt der erste Fall ein oder der zweite, 
je nachdem die kleinste Lösung t = 7’, wu == U’ aus ungeradeu 
oder geraden Zahlen besteht ($. 99). Ist D negativ, so besitzt 
die Gleichung im Allgemeinen nur die beiden Auflösungen 


t=+2,u = 0, und mithin ist A —= 3%’; die einzige Ausnahme 
hiervon bildet die Determinante D — — 3, weil die Gleichung 
ausser den beiden Lösungen ??=4, «0 noch die vier Lö- 


sungen ? = u? — 1 besitzt, und folglich ist in diesem Falle 
wieder h =.h'. 

Diese Resultate stimmen vollkommen mit denjenigen überein, 
welche wir früher (88. 97,99) mit Hülfe ganz anderer Prineipien 
abgeleitet haben. 

U. Ist D== D’o2, so leuchtet ein, dass A’ zugleich die An- 
zahl der ursprünglichen Classen erster Art von der Determinaute 
D' ist. Zufolge der Voraussetzung, dass 6 eine Primzahl ist, 
haben wir, um das Verhäliniss r = h:h’ zu bestimmen, nur die 
! Formen 


(1,0, —D) = E und (62, 56,52? — D)— FR, (1) 


zu betrachten, wo 5 ein vollständiges Restsystem (mod. 6) mit 
Ausnahme derjenigen Werthe durchlaufen muss, für welche 
b? == D' (mod. 6) wird, weil diesen keine ursprünglichen Formen 
entsprechen; die Anzahl der Formen (1) ist daher 
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2: ; 
=2 oder 6 — (7) (2) 


je nachdem 6 — 2 oder eine ungerade Primzahl ist. Zur Bestim- 
mung der Anzahl r der verschiedenen Classen, welchen diese 1 
verschiedenen Formen (1) angehören, gelangen wir durch die 
folgenden Sätze. 

Die beiden Formen E, Fy, sind stets und nur dann äqwivalent, 
wenn die Gleichung 


tv’ — DWwW=l (3) 
eine Lösung in ganzen Zahlen t', w' besitzt, die der Bedingung 
it + BwW = 0 (mod. 6) (4) 


genügen. 

Denn die genannte Aequivalenz findet (nach 8.60 Anmerkung) 
stets und nur dann statt, wenn zwei ganze Zahlen x, y existiren, 
welche die drei Bedingungen 

22 — D'6?y? — 62, 

2 + ßBoy=0, Box — D’o?y= 0 (mod. 62) 
erfüllen; da nun aus der ersten folgt, dass x durch 6 theilbar 
ist, und da sie durch die Substitution & = 6f/, y—= uw’ in die 
Bedingungen (3) und (4) übergehen, aus welchen sie ungekehrt 
folgen, so ist der Satz erwiesen. 

Die beiden Formen I,, Fy sind stets und nur dann äqwivalent, 
wenn die Gleichung (3) ewne Lösung besitzt, die der Bedingung 

(b — b')t' + (bb'’ — D\)w = 0 (mol. 6) (5) 
genügt. 

Denn diese Aequivalenz ist gleichbedeutend mit der Existenz 
zweier ganzen Zahlen x, y, welche die Bedingungen 

0222 + 2boxy + (b®? — D')\y? —= e%, 

ea + (b+b)oy=o0, (b—b')ox + (b?— D’)y == 0 (mod. 0°) 
befriedigen; da nun nach Voraussetzung 5? — D’ nicht durch © 
theilbar ist, so muss y durch die Primzahl o theilbar sein; «la 
ferner die vorstehenden Bedingungen durch die Substitution 
y=ow, 2—t'— bu in die Bedingungen (3) und (5) über- 
gehen, aus denen sie auch rückwärts folgen, so ist der Satz be- 
wiesen. 

Bedeutet A die Anzahl derjenigen Formen (1), welche der 
Hauptelasse angehören, so ist = rA. 

26* 
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Gehört die Form F, der Hauptelasse an, so existirt eine 
Lösung (t’,w) der Gleichung (3), welche der Congruenz (4) genügt, 
und folglich kann «’ nicht durch 6 theilbar sein. Ist umgekehrt 
(t', w) eine Lösung der Gleichung (3), und w nicht theilbar 
durch 6, so existirt stets eine und nur eine Zahlelasse $ (mod. 6), 
welche der Congruenz (4) genügt, und ihr entspricht folglich eine 
zur Hauptelasse gehörige Form Fz. Um also alle diese Formen 
zu erhalten, muss man alle Lösungen (t’, w) der Gleichung (3) 
aufstellen, in welchen «’ nicht durch 6 theilbar ist, und jedesmal 
die entsprechende Zahlelasse 8 (mod. 6) durch die Congruenz (4) 
bestimmen. Da ausserdem die Form E zur Hauptclasse gehört, 
und A die Anzahl aller zur Hauptclasse gehörenden Formen (1) 
bedeutet, so ist A — 1 die Anzahl der sämmtlichen incongruenten 
Zahlelassen 8 (mod. 6), welche aus Lösungen (t’, w') der Gleichung 
(3) vermöge der Congruenz (4) erzeugt werden können. 

Sind hierdurch schon alle Formen (1) erschöpft, so ist 1—= A 
und r = 1, also der Satz richtig. Giebt es aber in (1) eine nicht 
zur Hauptelasse gehörende Form Fy, d. h. giebt es eine von den 
A — 1 Zahlelassen 8 (inod. 6) verschiedene Zahlelasse 5’ von der 
Beschaffenheit, dass b’d’— D’ nicht durch 6 theilbar ist, so wollen 
wir zeigen, dass unter den Formen (1) sich genau (A — 1) ver- 
schiedene Formen F, finden, welche alle mit der Form F},, äqui- 
valent und von ihr verschieden sind. Ist nämlich F, eine solche 
Form, so giebt es, wie oben gezeigt ist, eine Lösung (t’, w) der 
Gleichung (3), welche der Congruenz (5) genügt, und da F, ver- 
schieden von F,, also 5—b’ nicht durch 6 theilbar ist, so kanu 
auch w nicht durch 6 theilbar sein; mithin gehört zu dieser 
Lösung eine der Congruenz (4) genügende Zahl 8, und durch 
Elimination von £’ aus (4) und (5) ergiebt sich, dass diese Zahl- 
classe 8 durch die Congruenz*) 


*) Diese Congruenz hat folgende tiefere Bedeutung. Sind Fr, Fu zwei 
beliebige Formen des Systems (1), und R», Ry' die Classen, denen sie an- 
gehören, so ist offenbar rRkv=l, wenn db +’ = 0 (mod. oe); ist aber 
b + ’ nicht theilbar durch 6, so ist Rp Rv' = Ry”, wo 6b" durch die 
Congruenz 

(b + d’)b" = bb’ -+ D! (mod. o) 
bestimmt ist, Hiervon kann man sich mit den hier zu Gebote stehenden 
Mitteln (SS. 60, 145) wohl anmı kürzesten auf folgende Weise überzeugen. 
Zunächst leuchtet ein, dass £'y’ eine in (1) enthaltene und von A» ver- 
schiedene l'orm ist; dieselbe geht durch eine Substitution, deren erster 
und dritter Coefficient die relativen Primzahlen b— 5b" und 6 sind, in eine 
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( —b/))ß = bb’ — D! (mod. 6) (6) 
vollständig bestimmt ist; jeder der Formen .F,, welche mit der 
gegebenen Form F}, äquivalent, aber von ihr verschieden sind, 
entspricht daher eine und nur eine der A — 1 Zahlen 8. Um- 
gekehrt, wenn 8 eine der A — 1 Zahlen ist, denen Formen Fr 
entsprechen, die der Hauptclasse angehören, so kann ß — D’, 
weil Fy nicht zur Hauptelasse gehört, nicht durch 6 theilbar 
sein, und folglich giebt es eine und nur eine Zahlelasse d, welche 
der mit (6) identischen Congruenz 

(B — b))b = ßBb’ — D! (mod. 6) (6) 
genügt; wäre nun b?= D' (mod. 6), so würde die vorstehende 
Congruenz in (&+ ß) (b — b’) = 0 (mod. 6) übergehen, es wäre 
folglich eine der beiden Zahlen 5b + ß, b — b’, also auch eine 
der beiden Zahlen 82 — D', 5’? — D’ durch o theilbar, was aber 
nicht der Fall ist; mithin ist 52 — D’.nicht durch o theilbar, 
und folglich entspricht der Zahl D eine wirklich in (1) enthaltene 
Form F,. Dieselbe ist verschieden von F%y, weil aus der An- 
nahme db = b’ (mod. 6) wieder db’? = D' (mod. 6) folgen würde. 
Aber sie ist äquivalent mit Fy; denn da eine Lösung (#’, «’) der 
Gleichung (3) existirt, aus welcher ß vermöge (4) hervorgegangen 
ist, so erhält man aus (6) durch Multiplication mit «’ die Con- 
gruenz (5), welche in Verbindung mit (3) für die Aequivalenz 
der beiden in (1) enthaltenen Formen F,, Fy, charakteristisch ist. 
Man findet daher alle mit der Form FF, äquivalenten, aber von 
ihr verschiedenen Formen F, des Systems (1), und jede auch nur 
einmal, wenn man für jede der A — 1 Zahlen ß die zugehörige 
Zalıl b vermöge der Congruenz (6) bestimmt. Von den ! Formen 
(1) gehören daher immer je A, und nicht mehr, zu einer und 
derselben Ulasse, folglich ist 1 — rA, was zu beweisen war. 

Ist die Determinante D —= D!' 0? negativ, so ist h im Allge- 
meinen — Ih’, und nur dann — tlW, wın D’ = —|1. 

Denn die Gleichung (3) besitzt nur im letzteren Falle Lö- 
sungen (t’ = 0, W— + 1), in welchen « nicht durch 6 theilbar 


äquivalente Form (co? n, p) über, we = — D,ın= — bo (mod. ce), 
n = b’o (mod. 0?) ist; diese Form ist daher aus der mit IF äquivalenten 
Form (c, —bo, 02) und F»’ zusammengesetzt, was zu beweisen war, Die 
Congruenz (6) besagt mithin, dass As Kr = Rv, also Kı— Ku ist, weil 
Re=-1. Viel einfacher und durchsichtiger gestalten sich alle Unter- 


suchungen über die Composition in der [heorie der ganzen algebraischen 


Zahlen. 
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ist; da denselben nur die eine Zahlelasse P= 0 (mod. 6) ent- 
spricht, so ist 4 = 2, also r —=$I1;: in allen anderen Fällen ist 
= 1, also r =|. 

Ist die Determinante D — D'6? positiv, und bedeuten (T, U), 
(T', U’) resp. div kleinsten positiven Auflösungen der Gleichungen 
72 — DU —=1, 77 DM URS 


hlog (T-+ UVD)—=1R log (T’ + U'Y.D)). 


Um dies zu beweisen, schicken wir eine Bemerkung über die 
Lösungen der Gleichung (3) voraus. Wenn zwei solche Lösungen 
(t’,:w’), (”, u”) der Bedingung 

tu" — uw t" = 0 (mod. 6) (7) 


genügen, so kann man, wenn YD’ und YD=6YD' immer 
positiv genommen werden, 


!+wWyD'=(f" + u"VYD')(t + uVD) (8) 
setzen, wo die ganzen Zahlen £, « eine Lösung ‘der Gleichung 
tt? — Due —1 (9) 


bilden. Umgekehrt, sind (?”, u”), (t, w) resp. Lösungen der Glei- 
chungen (3), (9), so liefert die Gleichung (8) stets eine Lösung 
(t', w') der Gleichung (3), welche zugleich der Bedingung (7) 
genügt. Je zwei solche Lösungen (f, «), (t", «') der Gleichung (3) 
wollen wir äquivalent nennen; dann leuchtet sofort ein, dass zwei 
Lösungen, welche einer dritten äquivalent sind, auch einander 
Äquivalent sein müssen. Man kann daher die sämmtlichen 
Lösungen der Gleichung (3) in Classen eimtheilen, deren jede alle 
und nur solche Lösungen enthält. die unter einander äquivalent 
sind. Eine von diesen Classen besteht offenbar aus denjenigen 
Lösungen (t’, «'), deren zweite Elemente u’ durch o theilbar sind. 
Jede andere Lösung (f’, w) liefert aber durch die Congruenz (4) 
eine zugehörige Zahlelasse 3 (mod. 6), und da offenbar zwei solche 
Lösungen stets und nur dann äquivalent sind, wenn sie con- 
gruente Zahlen B erzeugen, so ist A auch die Anzalıl aller ver- 
schiedenen Olassen, in welche die sämmtlichen Lösungen (t’, ww’) 
zerfallen. 

Nun lehrt die Gleichung (8), aus einer ‘gegebenen Lösung 
(6", u”) alle ihr äquivalenten Lösungen (t', «) zu finden, und da 


IH uVD=+(T+ UVD) 


o - Y * . - 
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ist, wo das Vorzeichen nach Belieben, und für » jede ganze Zahl 
gewählt werden darf (8. 85), so lauchist ein (vergl. $. 87), dass in 


jeder der A Classen von Lösungen ein und nur ein Repräsentant 
(£’, w’) existirt, welcher der Bedingung 


= BAD ST ERUED-T4 0UVD 


genügt; da aber diese A Grössen + wu’YD’, wie auch TLUYD 
von der Form 


(DR yDis 


sind, wo » > 0, und da diese Potenz gleichzeitig mit dem Expo- 
nenten n’ wächst, so muss 


17 UV D=-110..2°0°yD9: 


sein, woraus mit Rücksicht auf A=rh' und! —rA die zu be- 
weisende Gleichung folgt. 

Ötienbar lässt sich aus dem hier behandelten speciellen 
Falle ohne Schwierigkeit das iu $. 100 erhaltene Resultat für den 
allgemeinen Fall ableiten, in welchem 6 eine beliebige zusammen- 
gesetzte Zahl ist. 


8. 152, 


Wir beschränken uns nun wieder (wie in $. 149) auf die Com- 
position von ursprünglichen Clussen erster Art, und behalten ausser- 
dem, wenn die Determinante D negativ ist, nur die positiven Classen 
bei, deren Zusammensetzung offenbar immer wieder zu positiven 
Classen führt. Diese % Classen, welche die Gruppe 9 bilden, zer- 
fallen ($. 122) je nach dem Ausfall der A Charaktere ©, welche 
‚dieser Determinante D entsprechen, in (ieschlechter, und es ist 
mit Hülfe des Reciprocitätssatzes gezeigt (8. 123), dass höchstens 
der Hälfte aller angebbaren Totalcharaktere wirklich existirende 
Classen entsprechen. Gauss*) leitet aber diesen letzteren Satz 
aus der Theorie der Composition ab, und er benutzt ihn, um 
darauf umgekehrt einen neuen, seinen zweiten Beweis des Reci- 
procitätssatzes zu gründen. Da diese tiefsinnigen Principien sich 
auf die Beweise von höheren Reciprocitätsgesetzen übertragen 


*) D. A.-artt. 257 — 262. 
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lassen*), so theilen wir dieselben in diesem und den folgenden 
Paragraphen mit. 

Sind &, &' die Werthe eines Charakters O resp. für die Classen 
H, H’, so it C= se' für die Classes HH. 

Man kann als Repräsentanten der Classen 4, H’ immer zwei 
einige Formen nehmen, deren erste Coefficienten a, a’ relative 
Primzahlen zu 2 D sind; da die aus ihnen zusammengesetzte, also 
der Classe HH’ angehörende Form den ersten Coefficienten aa’ 
hat, welcher ebenfalls relative Primzahl zu 2D ist, so ergiebt 
sich der zu beweisende Satz unmittelbar, wenn man bedenkt, dass 
der Charakter C oder CO (n) ein Ausdruck von der Art 


P £ N 
(— 1ma—ı), (— Lyem—, (— Aa - Uran, (7) see 


ist (8. 122), und dass folglich die drei Werthe C'(a), C(a’), C(a«), 
welche dieser Charakter resp. in den drei Classen A, H’, HH’ 
besitzt, der Bedingung (O'(a) C’ (a) = C(aa’) genügen. 


Aus diesem Satze ergiebt sich, dass, wenn die Classen X, A’ 
resp. denselben Geschlechtern G, @’ angehören, wie die Classen 
H, H’, dann auch die Classen XXK’ und HH’ sich in einem und 
demselben Geschlechte finden, welches das aus @, @’ zusammen- 
gesetzte Geschlecht heissen soll**). Sind ferner N, N’ zwei Classen 
des Hauptgeschlechtes, d.h. desjenigen Geschlechtes, in welchem 
sich die Hauptform (1, 0, — D) findet, und folglich alle Charaktere 
Ü den Werth +1 haben, so gehört die zusammengesetzte Classe 
NN’ ebenfalls diesem Geschlechte an, mithin bilden alle » Classen 
des Hauptgeschlechtes eine Gruppe N vom Grade n (8. 149); zugleich 
zerfallen die sämmtlichen A Classen in g Complexe NH von je 
n Olassen, welche jedesmal einem und demseiben Geschlecht an- 
gehören; zwei verschiedene solche Complexe gchören, wie man 
leicht erkennt, auch zu verschiedenen Geschlechtern; mithin ist 
h == ng, und 4 die Anzahl der wirklich existirenden von einander 
verschiedenen Geschlechter ***). 


”) Kummer: Ueber die allgemeinen Reciprocitätsgesetze unter den 
Resten und Nichtresten der Potenzen, deren Grad eine Primzahl ist. 1859, 
Vergl. Berl. Monatsbericht vom 18. Febr. 1858. 

++), Gauss: D. A, artt. 246, 247. 

Fer Guss DA satt 22b9L 
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Die Determinante D heisst regulär oder irregulär, je nachdem 
die von den n Classen des Hauptgeschlechtes gebildete Gruppe 
regulär ist oder nicht ($. 149); bedeutet im letzteren Falle ö den 
Grad der grössten in ihr enthaltenen regulären Gruppe, so heisst 
die ganze Zahl n : ö der Irregularitätsexponent der Determinante*). 

Aus dem obigen Satze über den Charakter einer zusammen- 
gesetzten Classe ergiebt sich ferner unmittelbar der folgende: 

Jede Olasse Q, welche durch Duplication einer Classe entsteht, 
gehört dem Hauptgeschlechte an. 

Mithin ist die Anzahl q der verschiedenen Classen Q@, welche 
durch Duplication der sämmtlichen h Classen entstehen, < n (da 
diese Classen, wie leicht zu ersehen ist, eine Gruppe O bilden, so 
muss q gewiss ein Divisor von n sein). Um sie genauer zu bestim- 
men, nehmen wir an, Q entstehe durch Duplication der bestimmten 
Classe H, und fragen nach allen Classen 4’, durch deren Duplication 
dieselbe Classe @ entsteht. . Aus der Annahme YH’'=Q9= HH 
folgt nun, wenn man H’ = AH setzt, AA =1, also A = A-,, 
d.h. A ist eine zweiseitige Classe ($. 149). Umgekehrt, ist 
H'’—= AH, und A eine zweiseitige Classe, so istauch ZH'—=HnNH. 
Schreibt man daher alle & zweiseitigen Classen A auf, welche 
offenbar eine Gruppe X bilden, so zerfallen alle % Classen in 
q Complexe AH von je « Classen, deren Duplication eine und 
dieselbe Olasse HH hervorbringt, während zwei Classen, welche 
zwei verschiedenen solchen Complexen angehören, durch Dupli- 
cation auch zwei verschiedene Classen hervorbringen; und folglich 
ist A = ug. 

Da nun A auch — ng, und ausserdem q < n ist, so ergiebt 
sich 9 < «, d. h. der Satz: Die Anzahl der wirklich existirenden 
verschiedenen Geschlechter ist höchstens gleich der Anzahl der 
zweiseitigen Classen. 


8. 153. 


Es kommt also jetzt darauf an, für eine gegebene Determinante 
D die Anzahl « aller zweiseitigen Classen A genau zu bestim- 
men, welche ursprünglich von erster Art sind. 

Da in jeder zweiseitigen Classe A — 4! stets mindestens 
eine zweiseitige Form (a, b, c) zu finden ist ($. 58), so bleibt 


*) Gauss: D. A. art. 306, VII. 
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gewiss keine jener « Classen unvertreten, wenn wir alie zwei- 
seitigen Formen aufschreiben. Da nun in einer solchen Form 
3b durch « theilbar, folglich b entweder=:0, oder = ;u(mod. a), 
also (u, b, c) selbst mit einer Form äquivalent ist (8. 56 ), deren 
mittlerer Coefficient entweder Null, oder die Hälfte des ersten 
Coefficienten ist, so genügt es, alle Formen 


b?—D 
(« 0, = und (23,5 i a 


zu betrachten, welche ursprünglich von erster Art sind. 


Bedentet u die Anzahl aller verschiedenen ungeraden Prim- 
zahlen, welche in D aufgehen, ist ferner v — 0 oder = 1, je 
nachdem D ungerade oder gerade, so ist u + v die Anzahl aller 
verschiedenen in D aufgehenden Primzahlen. Dann leuchtet ein, 
dass die Anzahl aller ursprünglichen Formen vom Typus 

(a, 0, a’) 
gleich 2*+”+1 ist; die eine Hälfte derselben hat positive erste 
Coefficienten, die andere Hälfte negative. 

Betrachten wir nun die anderen zweiseitigen ursprünglichen 

Formen erster Art, deren Typus 
SE 33 

(2) 
ist, so muss Ö ein solcher Divisor von D —= — bb’ sein, dass der 
dritte Coeificient 4(d +’) eine ganze Zahl und relative Primzahl 
zu 25 wird; tale muss zunächst 5 -- D’ = 2(mod. 4) sein. und 
ferner dürfen 5 und b’ keinen gemeinschaftlichen ungeraden Divi- 
sor haben. Sind nun b und d’ ungerade, so folgt b’=b, D=— bb 
== 3(inod. A}; umgekehrt, wenn D= 3 (mod. %), so kann db nur 
ungerade sein, und aus bb’ —= — D==1 {mod. 4) folgt von selbst, 
das db = b’, also b+b =.2 (mod. 4) er, mithin kann 5 jeder 


Divısor von J) sein, für welchen d und 2’ relative Primzahlen 
werden. Die Anzahl dieser Formen 


(2b, b, 4(h + #)) 
ist daher — 2“*1, unter welchen ebenso viele mit positiven wie 
mit negativen ersten Üovefficienten vorkommen. Sind aber D und d’ 
gerade Zahlen, so ist eine von ihnen :=0, die andere =2 (mod. 4), 
mithn D == 0 (mod. 8), und 55, 3b’ sind reiative Primzahlen. 
Umgekehrt, wenn D = 0 (mod. 8) ist, so muss b gerade sein, und 
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man kann für } b jeden Divisor von -D— — 15.’ wählen, für 
welchen 4b, 1% relative Primzahlen. in mithin ist die An- 
zahl dieser Formen, da 4D gerade ist, gleich 2*+2, und unter 
ihnen finden sich ebenso vıele mit positiven wie mit negativen 
ersten Üoeificienten. 

Die Anzahl aller dieser zweiseitigen ursprünglichen Formen 
erster Art ist daher gleich 


2*+1, wenn D=1 (mod. 4) 
ea m =9,34, 6,7 (Mmod.8), 
aus = D=0 (mod. 8); 


sie ist folglich in allen Fällen genau doppelt so gross, als die 
Anzahl 2% — 2r aller angebbaren Totalcharaktere für die De- 
terminante D (8. 122). Es kommt jetzt darauf an, die Anzahl 
der verschiedenen Classen zu bestimmen, welche durch diese 
4 Formen repräsentirt werden. 

Sieht man von dem singulären Fall D=—-1 vorläufig ganz 
ab, so erkennt man leicht, dass die Coefficienten a und a’, ebenso 
die Zahlen 5 und Ö', selbst ihren absoluten Werthen nach, von ein- 
ander verschieden sein müssen. Hätten nämlich die relativen Prim- 
zahlen a, a’ denselben absoluten Werth 1, so wire D= +]; 
dasselbe würde sich wenn man annehmen wollte, die 
ungeraden Zahlen 5 und 5’ hätten denselben absoluten Werth; 
sind endlich 5 und b’ gerade, so ist die eine der Zahlen 52, MX 
gerade, die andere ungerade. also haben sie verschiedene absolute 
Werthe. Hieraus folgt, dass die sämmtlichen obigen Formen immer 
in Paare von je zwei von einander verschiedenen Formen (a, 0, «), 
(a, 0, a), und (2b, b, 4(b +), (20, db’, 4(b +')) zerfallen, und 
da die erste resp. durch die Substitutionen (_},), (7271) In die 
zweite übergeht, so genügt es, diejenige von ihnen beizubehalten, 
deren erster Coefticient der kleinere ist; mithin haben wir nur 
noch 2r Formen (a, 0, a‘), (2b, b. +(b + b’)), in welchen die abso- 
luten Werthe (a) und (d) < Y(2)) sind; und unter diesen Formen 
giebt es wieder ebenso viele mit positiven ersten Coefficienten, 
wie mit negativen. 

Ist nun D negativ, so behalten wir nur die r Formen bei, 
deren äussere Ooefficienten positiv sind, und wir wollen zeigen, dass 
sie die Repräsentanten von ebenso vielen verschiedenen Qlassen sind. 
Zunächst sind alle Formen (a, 0, a) und diejenigen Formen 
(25, d, 4(b +), in welchen 3b < D’ ist, redueirt (S. 64), und statt 
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jeder nicht reducirten Form (2b, b,5(b + Ö)), in welcher also 
3b > b’, können wir die ihr nach rechts benachbarte redueirte 
Form (4 (b +), 4(b — b), 3(b + Ö')) substituiren. Man erkennt 
nun leicht, dass alle diese r reducirten Formen von einander ver- 
schieden, und dass auch keine zwei einander entgegengesetzt sind, 
weil keiner der mittleren Coefficienten negativ ist; sie gehören 
daher ($. 65) ebenso vielen verschiedenen Classen an. Wir haben 
daher das Resultat: Die Anzahl « aller positiven zweiseitigen ur- 
sprünglichen Classen erster Art von negativer Determinante D ist 
halb so gross wie die Anzahl 2r aller angebbaren Totalcharaktere. 
Dies gilt offenbar auch noch für den oben ausgeschlossenen sin- 
gulären Fall D—= — 1, da die beiden Formen (1, 9, 1), (2, 1,1) 
äquivalent sind. 

Ist aber die Determinante D positiv, so entspricht jeder der 
obigen 2 zweiseitigen Formen (A, DB, C) eine einzige ihr äqui- 
valente zweiseitige Form (A, B’, C'), wo B’ durch die Bedin- 
gungen 

B'=B(mod. A, 0<YD—-B'<(A) 
vollständig bestimmt ist; offenbar entstehen auf diese Weise wieder 
2 zweiseitige und von einander verschiedene Formen (A, B', C'). 
Um nun zu zeigen, dass alle diese Formen zugleich redueirt sind 
(8. 74), braucht nur nachgewiesen zu werden, dass (AJ)<YD+B’ 
ist; wenn (4) < VD ist, so folgt dies unmittelbar daraus, dass 
zufolge der obigen Grenzbedingungen B’ positiv ist; wenn aber 
(4) > VD ist, was nur bei den Formen des zweiten Typus ein- 
treten kann, so ist A = 2B, und (B) < VD, folglich B’—= (B), 
weil dieser Werth allen an BD’ gestellten Forderungen genügt, 
“und also wieder (A) < VYD-+ B’. Endlich behaupten wir, dass 
jede zweiseitige reducirte Form (a, b, c), welche zugleich ursprüng- 
lich von erster Art ist, nothwendig mit einer dieser 2r Formen 
(A, B', ©’) identisch sein muss; ist nämlich 5 theilbar durch «a, 
so muss (a) < Y.D sein, weil in einer reducirten Form 0<db<yYD 
ist, und die mit (a, d, c) äquivalente Form (a, 0, a‘) ist eine der 
2r Formen (A, B,C)), woraus folgt, dass (a, b, c) selbst mit der 
entsprechenden Form (A, B’, ©’) identisch sein muss, weil 5 als 
mittlerer Öoefficient einer reducirten Form denselben charakteristi- 
schen Bedingungen genügt, wie B’; ist aber b nicht theilbar 
durch a, so ist wenigstens (a) <2YD, und folglich die mit 
(a, 5, c) äquivalente Form (a, $a, c') eine der Formen (A, B, C), 
woraus wieder folgt, dass (a, b, ce) mit der entsprechenden Form 
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(A, B', C’) identisch ist. Wir müssen aus dem Vorhergehenden 
schliessen, dass die Anzahl aller zweiseitigen ursprünglichen For- 
men erster Art, welche zugleich reducirt sind, genau — 2r ist; 
da nun in jeder zweiseitigen Classe sich stets zwei und nur zwei 
solche Formen finden (8. 78 Anm.), so erhalten wir dasselbe 
Resultat, wie für negative Determinanten: Die Anzahl «& aller 
zweiseitigen ursprünglichen Classen erster Art von positiver De- 
terminante D ist genau halb so gross wie die Anzahl 2r aller 
angebbaren Totalcharaktere. 

Verbinden wir diese Resultate mit dem des vorigen Para- 
graphen, so ergiebt sich folgender Satz*): 


Die Anzahl der wirklich existirenden verschiedenen Geschlechter 
ist höchstens halb so gross wie die Anzahl der angebbaren Total- 
charaktere. 


8. 154. 


Das eben erhaltene Resultat führt nun zu einem neuen Be- 
weise des Reciprocitätssatzes, sowie der Ergänzungssätze über den 
Charakter der Zahlen —1 und 2. Hierzu schicken wir die Be- 
trachtung dreier Fälle von Determinanten D voraus, für welche 
die ursprünglichen Formen erster Art nur ein einziges Geschlecht, 
nämlich das stets vorhandene, durch die Hauptform (1, 0, — D) 
vertretene Hauptgeschlecht bilden. 


1. It D=—1, so existirt ($. 122) nur ein einziger Charakter, 
= (—- Yan), 
und da folglich die Anzahl aller angebbaren Totalcharaktere 
— 2? — 2 ist, so gehören alle positiven Formen (a, b, c) zufolge 
des im vorigen Paragraphen gewonnenen Resultates einem einzigen, 
nämlich dem durch die Form (1,0, 1) repräsentirten Hauptgeschlechte 
an (was auch unmittelbar daraus folgt, dass alle diese Formen 
nur eine einzige Olasse bilden); da nun im Hauptgeschlechte alle 
Charaktere © den Werth -+-1 haben, so wird, wenn « ungerade 
ist, immer 
(—1)%@-9— +1, alo a= 1 (mod. 4) 

sein. 


*) Vergl. $. 128. 
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9. Ist D= +2, so existirt ($. 122) nur ein einziger Charakter, 
dl Tea: 
alle Formen (a, b, €) dieser Determinante gehören daher ($. 153) 
dem Hauptgeschlechte an, mithin 1st immer 
(—1)%@-D) — +1, also «= + 1 (mod. 8), 
wenn a ungerade ist. 

3. It D=+p= 1 (mod. 4), wo p (wie immer im Folgen- 
den) eine positive ungerade Primzahl bedeutet, so existirt ($. 122) 
nur ein einziger Charakter, 

n 
GER = 
xD 
alle (eventuell die positiven) Formen (a, b, ce) erster Art gehören 
daher ($. 153) dem Hauptgeschlechte an, und folglich ist immer 


wenn a nicht durch p theilbar ist. 


4. Wir wenden uns uun zu dem Beweise des Satzes ($. 40) 
über den Charakter der Zabl —1; da beide Seiten der zu bewei- 


senden Gleichung 
(—)= (DH 
p 


nur einen der beiden Werthe + 1 besitzen können, so genügt es 
offenbar, zu zeigen, dass, sobald irgend eine dieser beiden Grössen 


— + 1 ist, dann auch die andere — -!- ] sein muss, weil hieraus 
von selbst folgt, dass, wenn eine von beiden = — list, auch die 
andere —= — 1 sein mnss (dieselbe Bemerkung gilt ebenso für die 


beiden folgenden Sätze). Ist nun erstens die rechte Seite — +1, 
so ist (— 1,0, ») eine Form erster Art von der positiven Deter- 


minante D=p=1 (mod. 4), woraus (nach 3.) folgt, dass auch 
die liuke Seite == + 1 ist. Umgekehrt, wenn dies Letztere der 
Fall, also — 1 quadratischer Rest von p ist, so existiren zwei 
Zahlen 5, c, welche der Bedingung ? — pe= — 1 genügen; 
dann ist (p, db, c) eine positive Form von der Determinante 
D= — 1, woraus (nach 1.) folgt. dass auch die rechte Seite 


= + 1 ist, was zu beweisen war. 

5. Ganz ähnlich gestaltet sich der Beweis des Satzes (S. 41) 
über den Charakter der Zahl 2. Ist die rechte Seite der zu be- 
weisenden Gleichung 


7 74 
u 
SU 
>» 
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2 Ya (p® 1) 
S)=(- Di“ 


gleich + 1, also p=+ 1 (mod. 8), so setze man D = ] oder 3, 
je nachdem + p== 9 oder 1 (mod. 16) ist; dann ist WEL p—=8 ec, 
wo c eine ungerude Zahl, mithin (8, b, ec) eine (eventuell positive) 
Form erster Art von der Determmante D= +p=1 (mod. 4), 


woraus (nach 3.) folgt, dass 
8\ {2 
a) —= 4], also auch (5) =+1 


ist. Umgekehrt, wenn dies Letztere der Fall, so giebt es zwei 
Zahlen b, e, welche der Bedingung b? —pe=2 genügen; dann 
ist (p, b, e) eine Form der Determinante D —= + 2, .woraus (uach 2.) 
folgt, dass auch 

abe 
ist, was zu beweisen war. 


6. Ist wenigstens eine der beiden von einander verschiedenen, 
positiven ungeraden Primzahlen p, qg von der Form 4h + 1, so 
wollen wir beweisen, dass 


De 


ist. Der Symmetrie wegen dürfen wir annehmen, dasp= | 
(mod. 4) ist. Hat nun die rechte Seite den Werth + 1, so ist 
(nach 4. und $. 33, I.) auch —g quadratischer Rest von p; man 
kann daher, nachdem das Vorzeichen + so gewählt ist, dass 
+g==1 (mod. 4) wird, immer zwei Zahlen b, ce finden, welche der 
Bedingung 5b? — pe=+yg genügen; dann ist (p, b, c) eine (eventuell 
positive) Form erster Art von der Determinante D= +y= 
(mod. 4), woraus (nach 3.) folgt, dass auch die linke Seite == + 1 
ist. Umgekehrt, wenn dies Letztere der Fall ist, so giebt es zwei 
Zahlen db, c, welche der Bedingung 5b? — ge = p genügen; dann 
ist (q, &, c) eine Form erster Art von der positiven Determinante 
D=p= 1 (mod. 4), woraus (nach 3.) fulgt, dass auch die rechte 
Seite — + 1 ist, was zu beweisen war. 

7. Sind aber beide Primzahlen p, y von der Form 4h +3, 
so ist zu beweisen, dass 
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ist. Dies ergiebt sich am einfachsten durch die Betrachtung der 
positiven Determinante D=pg = 1 (mod. 4), für welche (nach 
8. 122) zwei Charaktere C, nämlich 


(&) wa () 

p q 

existiren; es lassen sich daher vier Totalcharaktere angeben, und 
folglich (8. 155) zerfallen alle Formen erster Art in höchstens zwei 
verschiedene Geschlechter. Nun sind aber (1,0, — pgq), (— 1,0,p9) 


zwei solche Formen, und ihre ersten Coefficienten lehren, dass die 
erste den Totalcharakter 


(5 =+L +1 


die zweite (zufolge 4.) den entgegengesetzten Totalcharakter 


= = 


besitzt; jede andere zu derselben Determinante gehörige Form 
erster Art, z. B. die Form (p. 0, —g) muss daher entweder den 
ersten oder den zweiten Totalcharakter besitzen; wendet man dies 
auf die beiden durch diese Form darstellbaren Zahlen p und —q 
an, so ergiebt sich, dass im ersten Falle gleichzeitig 


(>) = Fund (=) =+1, also eo en 


im zweiten Falle gleichzeitig 


at a Ay N een 
(2) = l und = ei also (je 


ist; und hiermit ist offenbar auch der letzte Theil unserer Aufgabe 
erledigt. 


©, 1055, 


Mit Hülfe des so von Neuem bewiesenen Reciprocitätssatzes 
lässt sich nun wieder, wie in $. 123 geschehen ist, darthun, dass 
höchstens diejenigen ı Geschlechter existiren können, deren Total- 
charaktere der dortigen Bedingung IC’ = + 1 genügen; der 
ungleich tiefer liegende Satz aber, welchen Dirichlet aus seinen 
Principien auf die oben ($. 125) angegebene Weise abgeleitet hat, 
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der Satz, dass alle diese x Geschlechter wirklich existiren, ıst von 
Gauss entdeckt und mit Hülfe der von ihm gegründeten Theorie 
der ternären quadratischen Formen 
422 + By? + O22+2Aye+2B’z2 +20'0y 

bewiesen*). Da oben ($. 152) gezeigt ist, dass ng=«gq ist, wog 
die Anzahl der wirklich existirenden Geschlechter, n die Anzahl 
der in jedem derselben enthaltenen Classen, «—=r die Anzahl der 
zweiseitigen Ölassen oder also die Anzahl der Totalcharaktere, 
welche der Bedingung II C’— + } genügen, und q die Anzahl 
der durch Duplication entstehenden Classen bedeutet, so leuchtet 
ein, dass der zu beweisende Satz g—=r wesentlich identisch ist 
mit dem Satze n —g; da ferner n die Anzahl aller Classen des 
Hauptgeschlechtes ist, und jede der durch Duplication entstehen- 
den q Classen gewiss dem Hauptgeschlechte angehört ($. 152), so 
ist der zu beweisende Satz ($. 125) wesentlich identisch mit dem 
folgenden **): 

Jede Olasse des Hauptgeschlechtes entsteht durch Duplication. 

Wir können hier unmöglich darauf eingehen, den Beweis mit- 
zutheilen, welchen Gauss auf die Theorie der ternären Formen 
gestützt hat; da dieses tiefe Theorem aber den schönsten Abschluss 
der Lehre von der Composition bildet, so können wir es uns nicht 
versagen, dasselbe auch ohne Hülfe der Dirichlet'schen Principien 
noch auf einem zweiten Wege abzuleiten, der zugleich die Grund- 
lage für andere wichtige Untersuchungen bildet. 

Um einen bestimmten Boden für diese Untersuchung zu ge- 
winnen, heben wir zunächst eine charakteristische Eigenschaft aller 
der Classen @ hervor, welche durch Duplication entstehen: alle 
Formen dieser Classen und nur diese Formen sind fähig, Quadrat- 
zahlen darzustellen, welche relative Primzahlen zu 2D sind. Ent- 
steht nämlich Q durch Duplication einer Classe X, so kann man 
aus K immer eine solche Form auswählen, deren erster Coefficient 
x relative Primzahl zu 2D ist; da alsdann diese Form mit sich 
selbst einig ist, so entsteht durch Duplication eine der Classe Q 
angehörige Form, deren erster Coefficient — x? ist, und folglich 
ist diese Quadratzahl durch die Formen der Classe @ eigentlich 
darstellbar. Umgekehrt, ist Q@ eine Classe, durch deren Formen 
eine Quadratzahl dargestellt werden kann, welche relative Prim- 


*) D. A. art. 287. 
**) Gauss: D. A. art. 286. 
Dirichlet, Zahlentheorie, 97 
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zahl zu 2 D ist, so giebt es aueh eine solche Quadratzahl .x?, welche 
durch diese Formen eigentlich darstellbar ist, und folglich findet 
sich in dieser Classe Q eine Form (x?, «, x”), welche offenbar 
durch Duplication der Form (#, #’. xx”) entsteht; within ıst 
Q=K?, wo K die Classe bedeutet, welcher die Form (2, =, #x°) 
angehört. Das obige zu beweisende Theorem ist daher identisch 
mit dem folgenden: 


Ist (A, B, C) eine Form des Hauptgeschlechtes der Determi- 
nante D,.so ist die Gleiehung 
Az? + 2 Bzy - (= 
stets lösbar in ganzen Zahlen z, y, x, deren letzte relaiive Prim- 
zahl zu 2. D ist. 


8. 156. 


Durch die vorstehende Betrachtung sind wir dahin geführt, 
die Lösbarkeit einer Gleichung von der Form 


ax? + by? + cz? + 2ayz + 2bzce + 2clıay—=0 


“ 
in ganzen Zahlen :r, y, z (oder was dasselbe ist, die Lösbarkeit 
der allgemeinen Gleichung 


au? + bv? + 2duv +2bu H2uavte—=0 


L 


ın rationalen Zahlen «, v) zu untersuchen. Dieselbe kann, allge- 
wein zu reden, auf den speciellen Fall zurückgeführt werden, in 
welchem die Goefficienten «', b,e' —0 sind*). und wir beschäftigen 
uns daher im Folgenden nur mit Gleichungen von der Form 
ae +2 Let —l, (1) 
wo a, b, e drei gegebene, von Null verschiedene ganze Zahlen 
bedeuten, die wir ausserdem stets als relative Primzahlen aunehmen, 
weil jeder andere Fall, wie man leicht erkennt, sich auf diesen 
zurückführen lässt”*). Wir wollen nun eine Lösung x, y, z eine 
eigentliche Lösung nennen, wenn die drei Zahlen ax, by, ex keinen 
gemeinschaftlichen Theiler haben; dann leuchtet ein, dass dieselben 
© 7 . Ser, nn er N $ . a . B x F 
auch relative Primzahlen sind; ginge nämlich eine Primzahl pin 
zweien von ihnen auf, so müsste p zufolee (}) auch in der dritten 


”) Gauss: D, 4. artt. 299, 300. 
”*) Gauss: D. A. art. 298, 
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aufgehen. Hieraus folgt, dass auch x, y, 2 relative Primzahlen 
sind; umgekehrt, wenn dies der Fall ist, so bilden sie eine eigent- 
liche Lösung; denn wenn ax, by,ez durch eine Primzahl p theil- 
bar wären, welche doch höchstens in einer der Zahlen x, y, 2 auf- 
gehen kann, so müssten mindestens zwei der Coefficienten a,d,c 
durch p theilbar sein, was unmöglich ist, weil dieselben relative 
Primzahlen sind. 

Nach dieser Vorbemerkung beginnen wir unsere Unter- 
suchung *), indem wir uns die Aufgabe stellen: 


I. Aus einer gegebenen eigentlichen Lösuny u, y= v, 
2 —= w der Gleichung (1) ihre sämmtlichen Lösungen abzuleiten. 


Da au, bv, ew relative Primzahlen sind, und eine von ihnen, 
2.B. «u, zufolge der Gleichung 


au? + bu? + cw? —=0 (2) 
gerade ist, so haben auch die Zahlen 2aw, bv, cw keinen ge- 
meinschaftlichen Theiler, und man kamı daher (nach $. 24) die 
Gleichung 

aul+bvm + cwn=|1 


so lösen, dass ! gerade, und folglich die eine der beiden Zahlen 
m, n gerade, die andere ungerade wird; setzt man nun 


al +im? ten®—=h 
und 


W“"—=2l—huv’ =2m hu w—2n — hu, 


so wird A ungerade und man erhält**) 


au’? + bv'? + cwW? = 0 (3) 
auu + bvv' +cww' = 2 (4) 
w=u,v=v, w= w' (mod. 2); (5) 
man kann daher 
vw — wer — 2u”, wu’ — uw — 2”, ur — vu = 2w" (6) 


*) Sie ist der Kürze halber synthetisch geführt; derselbe Gegenstand 
ist auf andere Weise behandelt in der Abhandlung von @. Cuntor: De 
aequationbus secundi gradus indeterminatıs. 1867. | 

**) Umgekehrt lässt sich aus (2), 8), (4), (5) leicht beweisen, dass «@, b, e 
relative Primzahlen sind, und dass sowohl u, v, w, als auch a’. »', w’ eigent- 
liche Lösungen der Gleichung (1) bilden; doch ist dies für unsere Zwecke 
nicht nöthig. 

27% 
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. „ R it den 

setzen, wo a”, ®”. w’ ganze Zahlen bedeuten, welche mit 

anderen noch durch folgende Relationen*) verbunden sind: 
auw = 1-+ bew”? 


bvV—=1+ car” (7) 
cww—1 +abw"? 

bceu'? - ca? + abi ?— — 1 (3) 
vw + we — 2av" 0’ 

wu + uw = 2bw"u”! (9) 


uv :-- vu —2cwW'v" 


Mit Hülfe derselben ist es leicht, unsere Aufgabe allgemein 
zu lösen. Sind x, y. z drei beliebige ganze Zahlen, so werden auch 


t =uWc+brYiy + | 
!—=aum+bvy+ cwz (10) 
"u" + W"y + ww z) 


ganze Zahlen, welche zufolge (5) der Bedingung 
t=t' (mod. 2) (11) 
genügen; umgekehrt, sind t, f, {" drei beliebige ganze Zahlen, 
welche nur der Bedingung (!1) unterworfen sind, so folgt aus (10) 
unter Berücksichtigung von (5). (7) und (9), dass 
2x —=ut + ud — 2beu”t" 
2y=rt + WVt — 2car"t", (12) 
I m wi + Wi — 2abw"t" 


gerade, also x, y, 2 ganze Zahlen sind**). Multiplicirt man diese 
letzten Gleichungen resp. mit «x, by. cz. und addirt mit Rücksicht 
auf (10), so folgt 

*) Man findet z. B. die erste der Gleichungen (7) aus der identischen 
Gleichung 

(bv?--ew2) (bvV?+cw A = (dbvv’ +cww)? + be(vw' — wv)? 
unter Berücksichtigung von (2), (3), (4), (6); die Gleichung (8) ergiebt sich 
durch Addition aus (7) mit Rücksicht auf(4), und die erste der Gleichungen 
(9) folgt aus der Identität 

(au — bee —- cww) (vw + ww) — alwu — uw) (uv!’ — vu) 
= (au? br? + cuNrw -- (au? +bvr? + cw?)vw. 
°*) Führt man statt & /, (" die Grössen 
wa t 28 t' ’ Lat 


s= gu en, Sur 
als neue Variabele ein, so sind dieselben mit den Grössen &, y, z durch 
lineare Gleichungen verbunden, deren Determinante — 1 ist; an die Stelle 


der Gleichung (13) tritt die folgende 
a Ss abe, 


$. 156. Composition der Formen. 421 
ar Hy? + ca—tl,— abet": 
mithin haben wir folgendes Resultat: Bilden die ganzen Zahlen 
x, y, 2 eine Lösung der Gleichung (1), so werden t,t', {" vermöge 
(10) ganze Zuhlen, welche den Bedingungen (11) und 
tt’ = abet"? (13) 


genügen; wimgekehrt, befriedigen die ganzen Zahlen t,t',t" die 
Bedingungen (11) und (13), so werden x, y, 2 vermöge (12) ganze 
Zahlen, welche der Gleichuny (1) genügen *). 

Zur Vervollständigung fügen wir hinzu: Damit die Zahlen 
X, y, 2 eine eigentliche Lösung der Gleichung (1) bilden, ist ferner 
erforderlich und hinreichend, dass die Zahlen t,t' keinen ungeraden 
gemeinschaftlichen Theiler haben, und dass, wenn beide gerade sind, 

t+t'= 2 (mod. 4) (14) 
ist. 

Für unseren Zweck genügt es, zu beweisen, dass die beiden 
angegebenen Bedingungen hinreichend sind. Gesetzt, es ginge eine 
Primzahl p in den drei Zahlen az, by, cz auf, so müsste sie 
zufolge (10) auch in £ und ?’ aufgehen; da aber t, t{’ der Annahme 
nach keinen ungeraden gemeinschaftlichen Theiler haben, so 


welche von derselben Form wie (1) ist, und damit x, y, 2 eine eigentliche 
Lösung bilden, ist erforderlich uud hinreichend, dass s und s’ relative 
Primzahlen sind. Aber die Beibehaltung der Grössen t, t’, 1" gewährt 
wieder andere Vortheile. 

*) Die allgemeinste Lösung der Gleichung (13), deren wir zwar in der 
Folge nicht bedürfen, besteht, wie man sehr leicht findet, in den Gleichungen 
t= td, tt! —=ırd'w'?2, t"—= ww, 
wo d, d’, r, w, w' beliebige ganze Zahlen bedeuten, welche der einzigen 

Bedingung ER 
unterworfen sind; man kann aber auch, ohne die Allgemeinheit zu beein- 
trächtigen, annehmen, dass r der grösste gemeinschaftliche Theiler von 
t, t', t”, und dass zd, rd’ die grössten Theiler sind, welche rabe resp. 
mit £, t’ gemeinschaftlich hat. Führt man diese Ausdrücke in (12) ein, so 
erhält man die binären quadratischen Formen 
“= = (du, — beu”, atu'), e —= (dv, — cav'',d'v'), 
22 
Br 
deren Variabeien ®, &’, und deren Determinanten zufolge (7) die Zahlen 
— be, — ca, —ab sind. Transformirt man diejenige dieser Formen, deren 
Determinante negativ ist, in eine reducirte Form ($. 64), so erhält man 


die einfachsten Lösungen. 


— (dw —abw”, d'w'), 
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müsste p — 2 sein, und es wären also 4, f, ax, by, cz gerade 
Zahlen; dann würde aber aus (10) mit Rücksicht auf (5) folgen, 
dass £ 4 t'’== 0 (mod. 4) wäre, während wir doch angenommen 
haben, dass t + t’=2 (mod. 4) ist, sobald t und t’ gerade Zahlen 
sind. Hieraus folgt also, dass ax, by, cz keinen gemeinschaft- 
lichen Theiler haben, was zu beweisen war*). 


II. Bilden die Zahlen x, y, z eine eigentliche Lösung der 
Gleichung (1), so sind az, by, cz relative Primzahlen, und man 
kann folglich drei Zahlen 4, 3, € bestimmen, weiche den Con- 
gruenzen 


Az = by (mod. a), Bx = ez (mod. b), Cy= «ax (mod. ce) (15) 
genügen, woraus in Verbindung mit (1) 

12= — be (mod. u), B?= — ca (mod. b), &=— ab (mod. c) (16) 
folgt. Wir haben mithin folgenden Satz erhalten: ! 


Ist die Gleichung (1) eigentlich lösbar, so sind die Zahlen 
— be, — ca, — ab resp. quadratische Reste der Zahlen a, b. e, und 
jede eigentliche Lösung x, y, 2 führt durch die Congruenzen (15) zu 
drei völlig bestimmten Zeahlelassen U (mod. a), B (mod. b), & (mod. ec), 
welche den Congruenzen (16) genügen ”**). 

Yon der grössten Wichtigkeit für unsere Untersuchungen 
ist es aber, dass dieser Satz sich in folgender Weise umkehren 
lässt: 

Ist die Gleichung (1) eigentlich lösbar, und sind drei Zahlen 
AU,DB,6 gegeben, welche den Congruenzen (16) genügen, so kann, 
man stets eigentliche Lösungen x, y, 2 finden, welche die bedin- 
gungen (15) erfüllen. 


*) Es ist leicht, wenn auch für unseren Zweck nicht erforderlich, die 
beiden angegebenen Bedingungeu auf die Zahlen d, d’, tr, w, w' zu über- 
tragen: die Zahlen d, d’ müssen relative Primzahlen sein, und nur, ‘wenn 
abe = U (mod. 3), können sie auch den grössten gemeinschaftlichen Theiler 
2 haben; umgekehrt, genügt die Zerlegung abe = dd’ diesen Bedingungen, 
so kann man z, @, w’ so wählen, dass x, y, < eine eigentliche Lösung der 
Gleichung (1) bilden, 

**) Wirft man zwei eigentliche Lösungen in dieselbe oder in verschie- 
dene lassen, je nachdem sie zu denselben drei Zahlclassen A (mod. «). 
DB (mod, 5b), & (mod, c) führen oder nicht. so ist die Anzahl aller verschie- 
denen Classen höchstens gleich der Anzahl der incongruenten Wurzeln der 
Congruenz #7 = 1 (mod. abe), und der nachlolgende Satz behauptet die 
wirkliche Existenz aller dieser Classen von eigentlichen Lösungen. 
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Um dies zu beweisen, bestimmen wir zunächst drei Zahlen 
£ u 
X, Y, Z durch die (nach $. 25) stets vereinbaren Congruenzpaare 
X=ce(mdb, Y=almodd.o, Z=b (mod. a)) 
X = (mod.c, Y=XUlmod. a), Z=B (mod. b)] 
aus welchen unter Berücksichtigung der Annahme (16) die der 
Gleichung (1) ähnliche Congruenz 
aX? + bY? + cZ2= 0 (mod. abe) CE) 
folgt, weil ihre linke Seite durch jede der drei relativen Primzahlen 
a,b, e theilbar ist. Du ferner die Existenz einer eigentlichen 
Lösung “, v, w der Gleichung (1) angenommen ist, so behalten 
wir alle früheren Bezeichnungen bei und setzen 
I zn xX Hr T ew' Z) 
HeauxXibur ..cnaZ| 


woraus zufolge (5) 


(17) 


(mod. 2abe) (109 


T= T' (mod. 2) 19) 
und mit Rücksicht auf (7) und (9) 


2X =uT+ wT’ (mod. 2be) 
2Y=vT + vT' (mod. 2ca) 412%) 
2Z =wT-wT' (mod. 2ub) 
folgt; multiplieirt man diese Congruenzen resp. mit «X, 5Y, cZ, 
wodurch sie ın Üongruenzen nach dem Modulus 2«be übergehen, 
so ergiebt sich durch Addition unter Berücksichtigung von {1’) 
und (10') 
TT' = 0 (mod. abe). (13’) 
Wir behaupten nun, dass die drei Zahlen 7, 7’, abe keinen 
ungeraden gemeinschaftlichen Divisor haben, und dass, wenn abe 
gerade ist, 

T+ T'= 2 (mod. 4) (14'). 
ist. Ginge nämlich eine ungerade Primzahl p in 7, T’ und abe, 
also auch z. B. in e auf, so würde Y zufolge (12’) durch p theilbar 
sein, und da a = Y (mod. e) ist, so hätten a und c den gemeim- 
schaftlichen Theiler p, was unmöglich ist. Wenn ferner abc, und 
also auch z. B. e gerade ist, so sind zufolge (11’) und (13’) auch 
T und T' gerade Zahlen; wäre nun die Congruenz (14) unrichtig, 
so wäre T' == T (mod. 4), und aus (12’) würde folgen, dass 
3Y=(v+v) T= 0 (mod.4), also Y gerade wäre, was abermals 
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gegen die Congruenz a = Y (mod. c) streitet, weil a relative 
Primzahl zu c ist. 

Nach diesen Vorbereitungen sind wir im Stande, eine eigent- 
liche Lösung &, y, 2 nachzuweisen, welche den Bedingungen (15) 
genügt; diese letzteren gehen vermöge der Definition (17) der 
Zahlen X, Y, Z in die folgenden über 


Yz = Zy (mod. a), Ze= Xz (mod. b), Xy= Ye (mod. e); 
da feruer aus den Definitionen (10) und (10’) der Zahlen t,t', 7, 7’ 
die Congruenz 
’ TI 

f BRRer: > EN > \(mod, 2.aB£) 
2beu”(Yz-Zy)+2cav" (Zr-Xz) +2abuw"(Xy-Yx)] 
folgt, und da u”, v", w" zufolge (7) resp. relative Primzahlen zu 
a, b, c sind, so fallen die von x, y, z zu erfüllenden Bedingungen 
(15) durchaus wit der einzigen Forderung 


T't=Tt' (mod. 2abe) 


zusammen, welcher die Zahlen £, t’ genügen müssen; sollen ferner 
ie Zahlen 7, %, z eine eigentliche Lösung der Gleichung (1) 
bilden, so haben # und t’ ausserdem noch die früher erwähnten 
Bedingungen (11), (13), (14) zu erfüllen. Dies Alles lässt sich 
in der That auf folgende Weise erreichen. 

Ist abc ungerade, so sei d der grösste gemeinschaftliche Theiler 
der beiden Zahlen T und abe=dd', da nun zufolge (13) 77’ durch 
abe theilbar ist, so geht d’ in 7’ auf, und da, wie oben gezeigt ist, 
die Zahlen 7, 7’, abc keinen ungeraden gemeinschaftlichen Theiler 
haben, so sind dund d’ relative Primzahlen, und d’ ist zugleich der 
grösste gemeinschaftliche Theiler der beiden Zahlen 7’ und abe. 
Dann leuchtet ein, dass man allen Forderungen genügt, wenn man 
z.B.t=d,t’ = d',t"—= 1 nimnt; denn weilt=t’ = 1(mod. ?2), 
so werden x, y, 2 ganze Zahlen, die wegen tt!’ — abet”? eine 
Lösung der Gleichung (1) bilden; diese Lösung ist eine eigentliche, 
weil £, £’ ungerade relative Primzahlen sind; da endlich t=!t', 
T=T' (mod.2), und T't = Tt' = 0 (mod. dd’) ist, so folgt 
auch 7’t= TV’ (mod, 2abe), d.h. die eigentliche Lösung x, y, 2 
genügt den vorgeschriebenen Congruenzen (15). 

Ist aber abe, und folglich auch 7, 7’ gerade, und zwar T+ T' 
== 2 (mod. 4), so können wir der Symmetrie wegen annehmen, es 
sei !=0, T'== 2 (mod. 4); dann sei d wieder der grösste ge- 
meinschaftliche Theiler der beiden Zahlen 7 und abe — dd’, so 
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wird d’ in 7’ aufgehen. Ist nun d’ ungerade, so genügt man allen 
Bedingungen, wenn man z.B. t — 2d, t!’ = 2d', t" — 2 nimmt; 
denn esist t= 0,1’ = 2 (mod. 4), tt! = abet"? Tt—= Tt!’=0 
(mod. 2 abe), und £, t’ haben keinen ungeraden gemeinschaftlichen 
Theiler. Ist aber d’ gerade, so kann man wieder durch t — d, 
t=d',t"—= 1 allen Bedingungen genügen; da nämlich T:d 
relative Primzahl zu d’ und folglich ungerade ist, so muss, weil 
T = 0 (mod. 4), auch d=0 (mol. 4) sein; da ferner d’ in T’ auf- 
geht, und 7’ = 2 (mod. 4) ist, so muss auch d’=2 (mod. 4) sein; 
mitbin ist =0, !’ = 2 (mod. 4); es ist ferner tt’ = abct"2, und 
die Zahlen £,t’ haben keinen ungeraden gemeinschaftlichen Theiler; 
da endlich die Quotienten T:d und T’:d' unzerade sind, so ist 
ihre Differenz gerade, und folglich, wenn man mit dd’ — abe 
multiplieirt, 7d’ — T'’d—=Tt’ — T't = 0 (mod. 2abe), was zu 
beweisen war. 

Es hat keine Schwierigkeit, ausser den eben angegebenen 
speciellen Lösungen, welche die vorgeschriebenen Congruenzen (15) 
erfüllen, alle anderen zu bestimmen, und man findet namentlich 
leicht, dass zwei eigentliche Lösungen x, y, 2 und z,, Yı, 2, welche 
resp. durch die Werthe t, t’,t" und £,, 4,6, hervorgebracht werden, 
stets und nur dann denselben Congruenzen (15) genügen, wenn 
tt, =t’t, (mod. 2abe) ist*); allein alle diese an sich interessanten 
Vervollständigungen sind für unsere Zwecke nicht erforderlich, 
Wir begnügen uns daher, aus den obigen Resultaten noch den 
Beweis des folgenden Satzes abzuleiten, dessen wir später durchaus 
bedürfen. 


IL Ist die Gleichung (1) eigentlich lösbar, und ıst — be 
quadratischer Rest von ap?, wo p eine in be nicht aufgehende 
Primzahl bedeutet, so besitzt die Gleichung (1) auch solche eiyent- 


*) Hieraus folgt, dass allen zu derselben Ülasse gehörigen .eigentlichen 
Lösungen dieselbe Zerlegung abe — dd’ entspricht, mit einziger Ausnahme 
des Falles, wo abe = 2 (mod. 4), in welchem der Factor 2 nach Belieben 
in d oder in d’ aufgenommen werden kann, ohne dass eine Aenderung der 
Classe eintritt, Auf diese Weise ergiebt sich (vergl. die früheren Noten), 
dass die Anzahl der wesentlich verschiedenen Zerlegungen, und also auch 
die der wirklich existirenden Classen genau mit der Anzahl der incon- 
gruenten Wurzeln der Congruenz #2 =1 (mod. a bc) übereinstimmt; hierin 
liegt also ein neuer Beweis des obigen Satzes. Aber es schien angemessener, 
ihn so zu führen, dass zugleich eine Lösung gefunden wird, welche den 
vorgeschriebenen Congruenzen genügt. 


426 Supplement X. $. 156. 
0 (mod. p) 


liche Lösungen x, y, 2, welche der Bedingung & = 
genügen. 

Der Annahme zufolge besitzt die Gleichung (1) eine eigent- 
liche Lösung u, », w, und wir können alle hieraus in I. gezogenen 
Folgerungen für uns in Anspruch nehmen, es versteht sich von 
selbst, dass wir den vorstehenden Satz nur für den Fall zu be- 
weisen brauchen, dass keine der beiden Zahlen «, w’ durch p 
theilbar ist, 

Ist nun p ungerade, so kann man, da der Annahme nach 
— bc = a2 (mod. p) ist, das Vorzeichen von « so wählen, dass 
beu" + & nicht theilbar durch p ist, wären nämlich beide Zahlen 
beu” 4 @ und beu”’ — « durch p theilbar, so müsste auch ihre 
Differenz 2a, also auch « durch die ungerade Primzahl p theilbar 
sein, was gegen — bc == a? (mod. p) und die Annahme streitet, 
dass p nicht in de aufgeht. Da nun # ebenfalis nieht durch » 
theilbar ist, so kann man eine Zahl ® stets so bestimmen (3. 25), 
dass sie der Congruenz 


uo = beu” + « (mod. p) 


genügt und ausserdem relative Primzahl zu 2abe wird, weil o, 
falls p in 2adc, also in « aufgehen sollte, schon vermöge dieser 
Congruenz relative Primzahl zu p wird. Setzt man nun 


A ER 


wo r=1 oder =2 zu nehmen ist, je nachdem abe ungerade oder 
gerade ist, so erhält man eine entsprechende eigentliche Lösung 
x, 4, £, welche auch der Bedingung x = 0 (mod. p) genügt. Ist 
nämlich ube ungerade, alo r— 1, so it t=t'"= 1 (mod. ?): 
ist aber abe gerade, also r— 2, syoitt=2 t’=0 (mod. 4); 
da ferner @ relative Primzahl zu abe ist, so haben f, ft’ keinen 
ungeraden gemeinschaftlichen Divisor, und da ft’ — abet”: ist, 
so bilden x, y, z eine eigentliche Lösung der Gleichung (1). Nun 
st nach (12) 
2m —eut SUR Ude 
= r(n 0? —- 2beu”"a + abeu’), 
also mit Rücksicht auf (7) 
2u0 = (ua — beu”) + be) = 0 (mod. p), 


wel un—- beu'’=a be = — a?ist; da endlich 2u nicht. durch 
p theilbar ist, so folgt hieraus x = 0 (mod. p). 
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Wir gehen jetzt zu dem Falle p —2 über. Ist’ erstens “ 
gerade, aber nicht =0 (mod. 8), so ergiebt sich leicht, da der An- 
nahmenach -——b.c quadratischer Rest von4 a, also be= — 1(mod.8) 
ist, dass « gar nicht ungerade sein kann; da nämlich a gerade, 
also bv, ew ungerade sind, und d= — ce (mod. 8) ist, so folgt aus 
au? +bv? + cw?—0, dass au? = 0 (mod. 8), und folglich, da a 
nicht = 0 (mod. 5) ist, jedenfalls « gerade sein muss; und offenbar 
haben dann alle anderen eigentlichen Auflösungen x, y, 2 dieselbe 
Eigenschaft x = 0 (mod. 2). Ist zweitens « = 0 (mod. 8), also 
—bce= 1 (inod. 8), so nehme: man t” — 1, und tt’ —= abe der 
Art, dass einer der beiden Factoren, z. B. t= 2 (mod. 4), also 
der andere t’ = 0 (mod. 4) wird, und dass sie keinen ungeraden 
gemeinschaftlichen Divisor erhalten, was sich stets erreichen lässt. 
Hieraus folgt, dass die Zahlen x, y, z eine eigentliche Lösung 
bilden werden. Da nun der Voraussetzung nach « ungerade ist, 
und da aus 1+ beu”—= auu' = 0 (mol. 8) folgt, dass auch w” 
ungerade ist, so ergiebt sich 


2r—ut+ ut! —2bau't'"=2 +0 —2=0 (mod. 4), 


also ist x = 0 (mod. 2), Ist endlich drittens « ungerade, und — be 
quadratischer Rest von 4a, also be = — 1 (mod. 4), so nehme 
man t” — 1, und nach Belieben it’ — abe, nur so, dass t und t’ 


relative Primzahlen werden; dann bilden x, y, z eine eigentliche 
Lösung, weil ausserdem t=1t'’=1 (mod. 2) ist. Da nun der 
Voraussetzung nach keine der Zahlen v,w’ gerade ist, so folgt aus 
au —1+beu”?, dass u” gerade, und folglich auu’ = 1 (mod. 4) 
ist; mithin ist ut. wit’ — auu’.be= — 1(mod.4), alo ut =—u’t’ 
(mod 4), und hieraus ergiebt sich 
2x —=ut-+ ut’ — 2beu"t” = 0 (mod. 4), 

also ist x = 0 (mod. 2). 

Hiermit ist der obige Satz vollständig bewiesen, und dieser 
Beweis enthält offenbar eine Methode, aus einer eigentlichen Lö- 
sung u, vo, w einer Gleichung, deren Coefficienten a, b, e sind, eine 
eigentliche Lösung z:p, y,2 derjenigen Gleichung abzuleiten, deren 
Coefficienten ap?,b,c sind, vorausgesetzt, dass — bc quadratischer 
Rest von ap? und nicht durch die Primzahl p theilbar ist. Durch 
wiederholte Anwendung desselben Satzes gelangt man offenbar 
zu folgerdem Resultat: 

Sind die Zahlen A=aP% B=LQ, C=eR? relative 
Primzahlen, und sind die Zahlen — BO, -C0A —AB resp. 
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Guadrehe Reste von A. B, CO, so folgt aus der Existenz eıner 
eigentlichen Lösung der Gleichung 
ar +by +c2’ = 
stets die Existenz einer eigentlichen Lösung der Gleichung 
Ar + Br + 02=0. 


8. 157. 


Durch den zuletzt bewiesenen Satz ist offenbar die Frage nach 

der eigentlichen Lösbarkeit der Gleichung 

aa? + by +c2—=0 (l) 
auf den Fall zurückgeführt, in welchem keine der relativen Prin- 
zahlen a,b, e durch ein Auadret theilbar ist; als eine erforderliche 
Bedingung für die Lösbarkeit ist ferner im vorigen Paragraphen (Il) 
erkannt, dass die Zahlen —be, — ca, —ab resp. quadratische 
Reste von den Zahlen a, d, c sein müssen, und ausserdem leuchtet 
ein, dass die letzteren unmöglich alle dasselbe Vorzeichen haben 
können. Mit Hülfe einer Reductionsmethode. welche im Wesent- 
lichen von Lagrange*) herrührt, lässt sich nun wirklich beweisen, 
dass diese Bedingungen auch. die hinreichenden sind, dass also 
folgender Satz**) besteht: 

Sind a, b, c drei von Null verschiedene und durch kein 
Quadrat theilbare relative Primzahlen, welche nicht alle dasselbe 
Vorzeichen haben, und sind die Zahlen —be, —ca, —ba resp. 
quadratische Reste der Zahlen a, b, e, so ist die Gleichung (1) 
eigentlich lösbar. 

Zunächst bemerken wir, dass der Satz in dem speciellen Falle 


richtig ist, wenn einer der Coefficienten, z. B «a — + 1, ein an- 
derer, zz Bd= — 1 ist; denn man genügt der Gleichung (1) 
durch die relativen Primzahlen = y=1,2—0. 


Um uns nun bequemer ausdrücken zu können, nennen wir, 
indem wir den absoluten Werth einer Grösse k mit (k) bezeichnen, 


*) Sur la solution des problemes indetermines du second degre. Mem. 
de ’Acad. de Berlin. T. XXIII. 1769. (Oeuvres de L. T. II. 1868. p. 375.) — 
Additions aux Elemens d’Algöbre par L. Euler. Soy® 

*) Legendre: Theorie des Nombres, 3me ed. T. I. 88. IIL, IV. — Gauss: 
D. A. artt. 294, 295. — Der nachfolgende Beweis lässt sıch auf den Fall 
ausdehnen, dass a, b, c quadratische Divisoren besitzen. 
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dasjenige der drei Producte (be), (ca), (ab), welches der Grösse 
nach zwischen den beiden anderen liegt, den /ndes der Gleichung 
(1), und wenn etwa zwei dieser Producte oder alle drei einander 
gleich sein sollten, so soll unter dem Index der gemeinschaftliche 
Werth dieser beiden oder aller Producte verstanden werden. Aus 
dieser Erklärung ergiebt sich unmittelbar die Richtigkeit des 
Satzes für den Fall, dass ihr Index — 1 ist; denn dann muss, 
wie man leicht erkennt, (a) —= (b)—=(e)=1 sein, und da die 
Coefticienten nicht alle dasselbe Vorzeichen haben, so ergiebt 
sich die Lösbarkeit der Gleichung aus der vorausgeschickten 
Bemerkung. 

Um nun den Beweis allgemein zu führen, nehmen wir an, er 
sei schon geleistet für alle Gleichungen, deren Index kleiner als 
eine bestimmte positive ganze Zahl .J ist, und zeigen, dass der 
Satz dann auch für alle Gleichungen gelten muss, deren Index 
— J ist. Gelingt dies, so gilt der Satz allgemein, weil er für 
J = 1 richtig ist. 

Es sei daher J = 2 der Index der Gleichung (1). Nehmen 
wir an, was der Symmetrie wegen erlaubt ist, es sei (a) < (b)< (ec), 
also auch (ab) = (ac) < (be), so ist J— (ae); wäre nun (b)= (ce), 
so müsste, weil 5 und ce relative Primzahlen sind, (d) = (ec) = 1 
sein, woraus auch J — 1 folgen würde, was mit unserer Annahme 
streitet; mithin ist 


(a) S (b) < (e), (ab) <(ac)= JS (be). (2) 
Der Annahme nach ist nun — ab quadratischer Rest von e, und 
folglich kann man eine Zahl r so bestimmen, das ur = — b 
(inod. c) und zugleich (r) Z$(e) wird; setzt man dann 
un -b=eC, (3) 
so wird (C eine ganze Zahl, deren absoluter Werth 
2 
(0) s ur See (4) 
ist, weil (r) < $ (e), (ac) = J > 2, und (b) < (ec) ist. 
Ist nun 0, so folgt b = — ar?, also, da b relative Prim- 
zahl zu a und durch kein Quadrat theilbar ist, (r) = 1 und 
b— — a +1, und mithin besitzt die Gleichung (1) in diesem 


Falle wieder die eigentliche Lösung r— y=1,2=0. 
Ist aber C von Null verschieden. so führen wir die Gleichung 
(1) folgendermaassen auf eine andere von kleinerem Index zurück. 
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Es sei a’ der grösste gemeinschaftliche Divisor der drei in der 
Gleichung (3) vorkommenden Glieder ur?, b, e C, so ist a’ zugleich 
ler grösste gemeinschaftliche Divisor von je zweien dieser Zahlen, 
so dass die drei Glieder der Gleichung 

| ar? b cc 

Daran 

gewiss relative Primzahlen sind. Da nun a’ in b aufgeht, also 
relative Primzahl zu c und zu « ist, sc muss «’ in C und in »?, 
also aueh in r selbst aufgehen, weil a’ als Divisor von 5 durch 
kein Quadrat theilbar ist. Man kann daher 


ra beaB CGeal gen (5) 
setzen, wo y2 das grösste in C’ — ce’ y? aufgehende Quadrat be- 
deutet; hierdurch geht die Gleichung (3) in die folgende über 


aaa? + B—= cd}, (6) 


deren drei Glieder also relative Primzahlen sind; setzen wir 
endlich noch 


3: (7) 


so sind hierdurch drei Zahlen «', 5’, e’ definirt, welche, wie wir 
beweisen wollen, dieselben Eigenschaften besitzen. wie die ge- 
sebenen Zahlen a, b, ce. 

Dass erstens keine der Zahlen «’. b’, € — 0 ist, leuchtet ein, 

well ab’ —= «aß ab ist, und € in Ü aufgeht. Aus ab’ — ab 
folgt ferner, dass «’, b’ relative Primzahlen und durch kein Quadrat 
theilbar sind, weil a, & dieseiben Eigenschaften haben; da ferner 
y? das grösste in (’ — ce’ y? aufgehende Quadrat ist, so kann ec’ 
durch kein Quadrat theilbar sein; und. da die Glieder der Gleichung 
(6) relative Primzahlen sind, so ist c’ auch relative Primzahl zu 
wa! B = ad. 
Die Zahlen a’, b’,e’ können auch nicht alle dasselbe Vorzeichen 
haben; ist nämlich ab — ab’ negativ, so haben «’, b' entgegen- 
gesetzte Zeichen; ist aber ab positiv, folglich ca und be negativ, 
so ergiebt sich aus der Gleichung ar? + b—= ca’ c'y2, dass a’ e' 
negativ ist, dass also a’, ec’ entgegengesetzte Vorzeichen haben. 

Da ferner zufolge der Gleichung (6), deren drei Glieder rela- 
tive Primzahlen sind, die drei Zahlen Bec,aca' ce, -—adß=— ab’ 
resp. quadratische Reste der drei Zahlen aa’, ß,e' sein müssen, 


IR 
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und da nach Voraussetzung die beiden Zahlen — be — — Bu'e, 
— ca resp. Reste von den beiden Zahlen a, D—u’ ß sind, so ergiebt 
sich hieraus leicht. dass die drei Zahlen bed, — da, —a'b’ 
resp. Reste der dıei Zahlen «', d’, e' sind. 

Endlich ist (a5) —= (ab) < J zufolge (2). und (cd a’) <.(c' a’) y2 
—= (0) <J zufolge (4); mithin ist der Index der Gleichung 


a x’? + b’ y'? + e g'2 — [#) 


gewiss kleiner als J, und folglich ist sie nach unserer obigen 


Voraussetzung lösbar in relativen Primzahlen x’, y, z'; da nun 


die Zahlen « «=’ — By‘, ©’ + away’ nicht beide verschwinden, 
weil sonst auch 2 = 4° = 0 wäre, so kann man 
mz— aaa — By; my—=X + any; me—cyz 


setzen, wo »ı den grössten gemeinschaftlichen Theiler der drei 
Zahlen rechter Hand bedeutet; hieraus folgt aber mit Beachtung 
von (5), (6), (7) 

mi(azr + by? + c2?) = cc y(az? + by? + C)—=0, 


also, da m nicht — 0 ist, auch 

az? - by +e?—0; 
da endlich die Zahlen x, y, z keinen gemeinschaftlichen Theiler 
haben, und keine der Zahlen a. db, c durch ein Quadrat theilbar ist, 
so sind 2, y, z auch relative Primzahlen und bilden folglich eine 
eigentliche Lösung der Gleichung (1). 

Hiermit ist der Schluss vollständig durchgeführt, und also 
auch der obige Satz allgemein bewiesen. Es leuchtet ferner ein, 
dass in der successiven Zurückführung der Gleichung (1) auf 
ähnliche Gleichungen von immcr kleinerem Index und endlich 
auf eine Gleichung, in welcher ein Goefticient = + 1, ein anderer 
— — 1 ist, auch eine Methode liegt, eine Lösung derselben zu 
finden, 

Nachdem für diejenigen Gleichungen, deren Ooefficienten durch 
kein Quadrat theilbar sind, die oben genannten erforderlichen 
Bedingungen zugleich als hinreichend für die Existenz eigentlicher 
Lösungen erkannt sind, so geht aus dem Schlusssatze des vorigen 
Paragraphen hervor, dass genau dasselbe stattfindet für alle 
Gleichungen (1), deren Coeftieienten von Null verschieden und 
relative Primzahlen sind. Wir können daher das Gesammtresultat 
unserer Untersuchungen in dem folgenden wichtigen Satze nieder- 


legen: 
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Sind die Zahlen a, b, e relative Primzahlen und von Null ver- 

schieden, so ist die Gleichung 
ax? + by? + c2—=0 

stets und nur dann in relativen Primzuhlen x, y, z lösbar, wenn 
die Zahlen — be, — ca, — ab resp. quadratische Reste von den 
Zahlen a,b, c sind, und diese letzteren nicht alle dasselbe Vor- 
zeichen haben; ist ferner 
—be= X? (mod. a), — ca = 3? (mod. b), —ab = C? (mod. c), 


so ist die obige Gleichung in relativen Primzahlen x, y, z derart 
lösbar, dass 


Ar = by (mod. a), Br = cz (mod. b), Cy= ar (mod. ec) 
wird. 
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Mit Hülfe dieses Satzes lässt sich nun das oben ($. 155) 
erwähnte grosse Theorem von (Gauss leicht beweisen: 

Jede (lasse des Hauptyeschlechtes entsicht durch Duplication. 

Als Repräsentanten der dem Hauptgeschlechte der Determi- 
nante D angehörenden Classe wählen wir eine Form (A, B. C), 
deren erster Coefticient A relative Primzahl zu 2 D ist ($. 93). 
Da die Zahl A durch diese Form darstellbar ist, und alle Einzel- 
Charaktere derselben den Werth + 1 haben, so ist A quadra- 
tischer Rest von jeder in D aufgehenden ungeraden Prinnzahl, 
und auch von 4 oder von 8, falls A durch 4 oder S theilbar ist 
(88. 121, 122); mithin ist (nach $ . 37) A quadratischer Rest von 
D selbst (umgekehrt ergiebt sich Teicht, zum Theil mit Hülfe 
des Reciprocitätssatzes, dass die Form (A, B, C) gewiss dem 
Hauptgeschlecht angehört, wenn A relative Primzahl zu 2D, 
quadratischer Rest von D, und, falls D negativ sein sollte, positiv 
ist). Ja, man kann sogar voraussetzen, dass A quadratischer 
vest von 4D ist, d.h. dass A= 1 (mod. 4), oder A = 1 (mod. 8) 
ist, je nachdem D ungerade oder gerade ist. Dies ist in der That 
von selbst der Fall, wenn D= 3 (mod. 4), oder D= 0 (mod. 8) 
ist; sollte ferner A in den übrigen Fällen dieser Bedingung nicht 
Bien. wäre also A =3 (mol. 4), = 17 (mod. 8), = 3 (mod. 8), 
== 5 (mod. 8), je nachdem D = 1 (mod, 4), = 2 (mod. I), =56 
Eh 8), = 4 (mod. 8), so kann man die Fam (A, B, C) durch 
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eine Substitution (f =}) in eine Form transformiren, deren erster 
Coefficient A’ — Ao® + 2 Ba -+ C relative Primzahl zu 2 D ist 
und zugleich die verlangte Eigenschaft besitzt; da nämlich 
AA'= (Aa + BJ? — D ist, so braucht man « nur so zu 
wählen, dass Au + B im ersten Falle gerade, in den drei übrigen 
Fällen aber ungerade wird, was sich stets in der Art erreichen 
lässt, dass A® + B zugleich relative Primzahl zu D wird. 

Wir setzen daher voraus, dass A quadratischer Rest von 4D 
und relative Primzahl zu 4D ist; danun 4D=(2 B)? (mod. 4), 
also quadratischer Rest von A ist, und da die Zahlen A, 4 D nicht 
beide negativ sind, so besitzt die Gleichung 

Az? +4Dy: — 22—0 

immer eigentliche Lösungen x, y, z, welche der Bedingung 

2Bz=4Dy, also 2=2By (mod. A) 
genügen ($. 157); man kann daher z— At + 2 By setzen, wo- 
durch die obige Gleichung in die folgende übergeht 

A? +2B(2y) + CQy%? =; 

da Az, 2. Dy, z relative Primzahlen sind, so sind auch £, 2y rela- 
tive Primzahlen, und folglich ist (A, BD, C) einer Form äquivalent 
($- 60), deren erster Coefficient ©? eine (Juadratzahl und relative 
Primzahl zu 2 Dist, und welche folglich (nach 8. 155) durch 
Duplication einer Form entsteht, deren erster Coefticient — & ist. 
Was zu beweisen war”). 

Die unendlich vielen eigentlichen Lösungen x, y, 2 der obigen 
Gleichung, welche der Bedingung z = 2 By (mod. A) genügen, 
zerfallen nun noch in verschiedene Classen in Bezug auf den 
Modul 4 D ($. 156, 11.); auf den Zusammenhang dieser Lösungen 
mit den verschiedenen Ulassen, durch deren Duplication dieselbe 
gegebene Classe des Hauptgeschlechtes entsteht, können wir aber 
hier nicht mehr eingehen. 


*) Die Zurückführung dieses Satzes von Gauss auf den von Lagrange 
und Legendre ist zuerst von Arndt ausgeführt (Ueber die Anzahl der 
Genera der quadratischen Formen; Crelle’s Journal, Bd. 56), doch weicht 
die obige Darstellung in mehreren Puncten von der seinigen ab. In 
Wahrheit gehört der Satz von Lagrange nach Inhalt und Methode des 
Beweises in die Theorie der ternären Formen. — Man vergleiche ferner 
Kronecker: Ueber den Gebrauch der Dirichlet'schen Methoden in der Theorie 
der quudratischen Formen (Monatsber. d. Berliner Akad, 12. Mai 1864). 
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XI. Ueber die Theorie der ganzen algebraischen Zahlen. 


8. 159. 


Der Begriff der ganzen Zahl hat in diesem Jahrhundert eime 
Erweiterung erfahren, durch welche der Zahlentheorie wesentlich 
neue Bahnen eröffnet sind; den ersten und wichtigsten Schritt auf 
diesem Gebiete hat Gauss*) gethan, uud wir wollen zunächst die 
Theorie der von ihm eingeführten ganzen complexen Zahlen wenig- 
stens in ihren wichtigsten Grundzügen darstellen, weil hierdurch 
das Verständniss der später folgenden Untersuchungen über die 
allgemeinsten ganzen algebraischen Zahlen gewiss erleichtert wird. 

Bisher haben wir unter ganzen Zahlen ausschliesslich die 
Zahlen 

+1, +23 +3, +4... 


verstanden, nämlich alle diejenigen Zahlen, welche durch wieder- 
holte Addition und Subtraction aus der Zahl 1 entstehen; diese 
Zahlen reproduciren sich durch Addition, Subtraction und Multi- 
plication, oder mit anderen Worten, die Summen, Differenzen und 
Producte von je zwei ganzen Zahlen sind wieder ganze Zahlen. 
Dagegen führt die vierte Grundoperation, die Division, auf den 
umfassenderen Begriff der rationalen Zahlen, unter welchem Namen 
die Quotienten**) von irgend zwei ganzen Zahlen verstanden 


*) Theoria residuorum biquadraticorum. 11. 1832. -— Vergl. die Ab- 
handlungen von Dirichlet: Recherches sur les formes quadratiques a eoeffi- 
cients et “a indeterminees complexes (Crelle’s Journal, Bd. 24) und Uhter- 
suchungen über die Theorie der ecomplexen Zahlen (Abh. d. Berliner Akad. 
1841). 

”*) Dem Begriffe eines Quotienten gemäss wird es hier und im Fol- 
genden als selbstverständlich angesehen, dass der Divisor oder Nenner 
eine von Null verschiedene Zahl ist. 
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werden; offenbar reproduciren sich diese rationalen Zahlen durch 
alle vier Grundoperationen. Jedes System von reellen oder com- 
plexen Zahlen, welches diese fundamentale Eigenschaft der Re- 
production besitzt, wollen wir künftig einen Zuhlkörper oder kurz 
einen Körper nennen; der Inbegriff R aller rationalen Zahlen ist 
daher ein Körper, und zwar bildet er das einfachste Beispiel eines 
solchen. Dieser Körper R der rationalen Zahlen besteht nun aus 
ganzen und gebrochenen, d. h. nicht ganzen Zahlen; die ersteren 
wollen wir in Zukuuft rationale ganze Zahlen nennen, um sie von 
den neu einzuführenden ganzen Zahlen zu unterscheiden. 

Wir wenden uns nun, indem wir zur Abkürzung V— 1 —i 
setzen, zu der Betrachtung desjenigen Körpers J, welcher aus 
allen complexen Zahlen & von der Form 


c + yi 
besteht, wo x und y willkürliche rationale Zahlen bedeuten, die 


wir die (oordinaten der Zahl & nennen wollen. Diese Zahlen » 
bilden in der That einen Körper; denn, wenn 


ca +Yyt und B=n + Yyi 


irgend zwei solche Zahlen sind, so gehören auch ihre Summe, 
Differenz, ihr Product und Quotient, d. h. die Zahlen 


.e+tß= a tt) + Y Hp) 
aß = (1% — Yıy) + (Ay + Yım)i 
% __ Id + YıYa d% Yıka — X Ya 
En % + % 
demselben System J an. Dieser Körper J, welcher offenbar auch 
alle rationalen Zahlen enthält, soll ein Körper zweiten Grades oder 
ein quadratischer Körper heissen, weil alle seine Zahlen @ durch 
wiederholte Anwendung der vier Grundoperationen aus der einen 
Zahl i entstehen, welche eine Wurzel der mit rationalen Coeffi- 
cienten behafteten quadratischen Gleichung 
a a Mei) 
ist. Diese Gleichung hat die Zahl —i zur zweiten Wurzel; ist 
nun = x + yi auf die angegebene Weise aus ? entstanden, also 
eine Zahl des Körpers J, so wird aus der Zahl —-? durch dieselben 
Operationen die mit ® conjugirte Zahl x — y? entstehen, die 
ebenfalls dem Körper J angehört, und welche wir immer mit o’ 
bezeichnen wollen. Dann ist umgekehrt die mit w’' conjugirte 


23% 
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Zahl (o') — ®, und man überzeugt sich leicht, dass für je zwei 
Zahlen «, ß des Körpers .J die folgenden Gresetze gelten: 
+ =«rPß 
(aß) — #ß' 


Olrz 


Unter der Norm einer Zahl » verstehen wir das Product @ o’ 
aus den beiden conjugirten Zahlen ® und ®’, und wir bezeichnen 
diese Norm durch das Symbol N (wo); es wird daher 

Na+W)=@t+y) a -yJ)=R+Y, 

und hieraus folgt, dass die Norm immer eine positive rationale 
Zahl ist und nur dann verschwindet, wenn @ = 0, also 2 —=0 
und y —= 0 ist. Da ferner (x ß)' = «' ß', also 

(u) (aß) = (aa) (PP) 
ist, so ergiebt sich der Satz: 

Ne 

d.h. die Norm eines Productes ist gleich dem Producte aus den 
Normen der Factoren; und ein ganz ähnlicher Satz gilt ofienbar 
auch für die Quotienten. 

Wir theilen nun alle Zahlen des Körpers J in zwei grosse 
Classen ein; eine solche Zahl © = x + yi soll eine ganze complexe 
oder kürzer eine ganze Zahl heissen, wenn ihre beiden Uoordinaten 
x, y ganze vyationale Zahlen sind; ist aber mindestens eine der 
beiden Coordinaten eine gebrochene Zahl, so soll auch & eine 
gebrochene Zahl heissen. Oftenbar bilden die ganzen rationalen 
Zahlen & einen Theil des Systems aller ganzen complexen Zahlen, 
und umgekehrt ist jede ganze complexe Zahl @+ yi, wenn sie 
zugleich rational ist, nothwendig eine ganze rationale Zahl x. 
Unter einer natürlichen Zahl verstehen wir nach altem Herkommen 
immer eine positive, also von Null verschiedene, ganze rationale Zahl. 

Aus den obigen Formeln für die Summe, Differenz und das 
Product zweier in J enthaltenen Zahlen leuchtet nun zunächst ein, 
dass unsere ganzen Zahlen sich durch Addition, Subtraction und 
Multiplication reprodueiren. Die Analogie mit der Theorie der 
rationalen Zahlen veranlasst uns daher, den Begriff der Theilbar- 
keit einzuführen: die ganze Zahl « heisst theilbar durch die ganze 
Zahl ß, wenn &—=ßy, und y ebenfalls eine ganze Zahl ist, zugleich 
heisst & ein Vielfaches oder Multiplum von ß, und ß ein Theiler 
oder Divisor oder Factor von «, oder man sagt auch, ß gehe in 
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auf. Aus dieser Erklärung, durch welche der Begriff der Theilbar- 
keit für rationale ganze Zahlen nicht geändert wird, ergeben sich | 
(wie in 8. 3) die beiden folgenden Elementarsätze: 


1. Sind & und ß theilbar durch u, so sind auch die Zahlen 
& + B und « — ß theilbar durch a. Denn aus « — ua, und 
B=uß, folgt + BP =u (u, + ß,), und da &,, ßı ganze Zahlen 
sind, so gilt dasselbe auch von den Zahlen &, + ßı. 


II. Istx theilbar durch A, und A theilbar durch u, so ist auch & 
theilbar durch w. Denn aus «—= oA und A— Bu folgt «= (aß) u, 
und da « und ß ganze Zahlen sind, so ist auch &ß eine ganze Zahl. 

It © = x + yi eine ganze Zahl, so ist offenbar die con- 
Jugirte Zahl @ = x — yi ebenfalls eine ganze Zahl, und folglich 
ist N (o®) theilbar durch ®. Diese Norm ist immer eine natür- 
liche Zahl, wenn ® von Null verschieden ist, und aus dem Satze 
über die Norm eines Productes ergiebt sich der folgende. welcher 
aber nicht umgekehrt werden darf: 

Ist & theilbar durch ß, so ist N («) auch theilbar durch N (ß). 

Unter einer Einheit wird jede ganze Zahl & verstanden, 
welche ein Divisor der Zahl 1 ist und folglich auch in allen 
ganzen Zahlen aufgeht; nach dem vorstehenden Satze muss N (e) 
in N (1), d.h. in der Zahl 1 aufgehen, und folglich muss 

Nei,ıchreeil 

sein; und umgekehrt leuchtet ein, dass jede ganze Zahl e, deren 
Norm =1 ist, gewiss eine Einheit ist. Setzt man nüune=x+ 9}, 
so ist 22 + y? — 1, und da x, y ganze rationale Zahlen sind, so 
ist entweder 2 = 1 undy=0,odrz=0 und y?—=1; man 
erhält daher die folgenden vier Einheiten 

e=1l,—Lh 1 —i, 
welche man auch in der Form 

gi" 

zusammenfassen kann, wo n eine beliebige ganze rationale Zahl 
bedeutet. In der Theorie der rationalen Zahlen giebt es nur 
zwei Einheiten, nämlich die Zahlen +1. 

Sind zwei ganze, von Null verschiedene Zahlen «, P gegen- 
seitig durch einander theilbar, so sind die (Juotienten 


ß & 


und = 
0 


ß 
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ganze Zahlen, und da ihr Product — 1 ist, so sind sie nothwendig 
Einheiten, mithin ist $— «s, wo & eine Einheit; umgekehrt, wenn 
dies der Fall ist, so ist auch &—= ße’, also ist jede der beiden 
Zahlen «, ß durch die andere theilbar. Zwei solche Zahlen heissen 
assocürte Zahlen, und es leuchtet ein, dass je vier associirte Zahlen 


a, wi, — u, — ai 


bei allen Fragen der Theilbarkeit sich ganz gleich verhalten; ist 
nämlich eine ganze Zahl » theilbar durch eine ganze Zahl u, so 
ist auch jede mit & associirte Zahl durch jede mit « assöciirte 
Zahl theilbar. Wir sehen daher im Folgenden vier solche assocyrte 
Zahlen als nicht wesentlich verschieden an. 

Um nun eine ausreichende Grundlage für die Theorie der 
Theilbarkeit in unserem Gebiete der ganzen complexen Zahlen 
zu gewinnen, bemerken wir zunächst, dass jede dem Körper J 
angehörige Zahl © —= x + yi, mag sie ganz oder gebrochen sein, 
stets als Summe von zwei Zahlen v und », dargestellt werden 
kann, von denen die erstere » eine ganze Zahl ist, während 
N (o,) <. 1 wird; sondert man nämlich aus den rationalen Coordi- 
naten x, y die nächstliegendeu ganzen Zahlen r, s aus. so wird 
z—=r+%,y=s-+ yı, wo z,,Y, rationale Zahlen bedeuten, 
deren absolute Werthe < ! sind; setzt man daherv—=r + s;, 


2 
o, —=&, + yıl, so wird © = v + @,, wo v eine ganze Zahl, und 


Ne)=u +y s}<I] 
ist. Hieraus ergiebt sich unmittelbar der folgende wichtige Satz: 


Ist « eine beliebige ganze, und B eine von. Null verschiedene 
yanze Zahl, so kann man zwei ganze Zahlen y und v immer so 
wählen, dass 


e=vß+y, und N(y) <.N(P) 
wird, 
Da nämlich der Quotient der beiden Zahlen &, ß eine dem 
Körper J angehörige Zahl ® ist, so kann man 


& 


zz’ ta,asa=ufß+ Bu, 


setzen, wo v eine ganze Zahl, und N (®,) < 1 ist; hieraus folgt 


aber, dass die Zahl y= Bo, — « — vß ebenfalls eine ganze 
Zahl, und dass ihre Norm 
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ist, was zu beweisen war. 

Mit Hülfe dieses Satzes lässt sich nun die Aufgabe behandeln, 
alle gemeinschaftlichen Divisoren von zwei gegebenen ganzen 
Zahlen «, 8 zu finden (vergl. $:4); behalten nämlich v und y die 
eben festgesetzte Bedeutung, so ergiebt sich aus den obigen Ele- 
mentarsätzen I. und II, dass jeder gemeinschaftliche Divisor von 
@, ß auch gemeinschaftlicher Divisor von ß, y ist, und umgekehrt; 
man wird daher, wenn » nicht — 0 ist, wieder zwei ganze Zahlen 
ö und x so bestimmen, dass 


ß=zy +6, und N(öÖ)<N(y) 


wird, und wenn ö noch nicht — 0 ist, wird man auf dieselbe Weise 
so lange fortfahren, bis unter den successiven Divisionsresten y, 
6... die Zahl Null auftritt. Dies muss nothwendig nach einer 
endlichen Anzahl von Operationen geschehen, weil die Normen 
dieser Reste natürliche Zahlen sind, die beständig abnehmen. 
Ist u der letzte von diesen Resten, welcher einen von Null ver- 
schiedenen Werth hat, so haben wir eine Kette von Gleichungen 
von der Form 


«—=vß+Y 
p=ary+9 
„a—=6h + 
= ru, 


aus welcher hervorgeht, dass a gemeinschaftlicher Divisor von 
a, ß, und dass umgekehrt jeder gemeinschaftliche Divisor von 
a, ß nothwendig ein Divisor von u ist. Diese Zahl u, und ebenso 
jede mit ihr associirte Zahl, heisst der grösste gemeinschaftliche 
Divisor von & und ß, weil er unter allen gemeinschaftlichen 
Divisoren die grösste Norm hat. Sind & und ß rational, so ist u 
ebenfalls rational und identisch mit derjenigen Zahl, welche in 
der Theorie der rationalen Zahlen der grösste gemeinschaftliche 
Divisor von & und ß genannt wurde. 

Durch Umkehrung der obigen Gleichungen, wobei man sich 
wieder des Euler’schen Algorithmus (8. 23) bedienen kann, ergiebt 
sich, dass immer zwei ganze Zahlen £,» existiren, welche der 
Bedingung 


at fn=u 
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genügen (im Falle y— 0, u == ß, kann man $—=0, n—1 setzen), 
und derselbe Satz gilt offenbar auch dann, wenn gu nicht den 
grössten gemeinschaftlichen Theiler von «&, ß selbst, sondern 
irgend eine durch denselben theilbare Zahl bedeutet. 

Nachdem für je zwei ganze Zahlen «, ß (die nicht beide ver- 
schwinden) die Existenz eines grössten gemeinschaftlichen Theilers 
nachgewiesen, und zugleich eine Methode zur Auffindung desselben 
angegeben ist, leuchtet ein, dass die Lehre von der Theilbarkeit 
der complexen ganzen Zahlen sich ganz ähnlich gestalten muss, 
wie bei den rationalen Zahlen. Wir heben zunächst folgende 
Puncte hervar. Zwei ganze Zahlen «, ß heissen relative Primzahlen 
oder Zahlen ohne gemeinschaftlichen Divisor, wenn sie ausser den 
vier Einheiten keinen gemeinschaftlichen Divisor besitzen; es giebt 
dann immer zwei ganze Zahlen &, 7, welche der Bedingung 


u u 
genügen, und umgekehrt folgt aus der vorstehenden Gleichung, 


dass «, ß relative Primzahlen sind. Ist nun ® eine beliebige ganze 
Zahl, so ergiebt sich aus 


“(oE) + (Po)n = m, 

dass jeder gemeinschaftliche Theiler von « und ß® nothwendig 
Divisor von @ ist (vergl. $. 5): wenn daher & ebentalls relative 
Primzahl zu « ist, so folgt, dass auch das Product ßo relative 
Primzahl zu & ist, und dieser Satz, wiederholt angewendet, liefert 
den folgenden: 

Wenn jede der Zuhlen &,, %,, % ... relative Primzahl zu 
Jeder der Zahlen B,.ßs .. . ist, so sind auch die beiden Producte 
gl ... und Bıß, ... relative Prünzahlen. 


Aus derselben Gleichung ergeben sich offenbar auch die 
folgenden Sätze: 


Sind «, ß relative Primzahlen, und ist Bo theilbar durch «, 
so ist auch w theilbar durch &. 

Ist » ein gemeinschaftliches Multiplum der beiden relativen 
Primzahlen &, ß, so ist @ auch durch ihr Product «ß theilbar. 

Unter einer complexen Primzahl ist eine ganze Zahl x zu ver- 
stehen, welche keine Einheit ist, und deren Divisoren entweder 
mit 7 assoclirt oder Einheiten sind (vergl. 8. 8). Ist nun « eine 
beliebige ganze Zahl, so muss einer und nur einer der beiden 
folgenden Fälle eintreten: entweder ist & theilbar durch die 
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Primzahl ®, oder « ist relative Primzahl zu x; denn der grösste 
gemeinschäftliche Theiler der beiden Zahlen «, x ist entweder 
associirt mit x oder eine Einheit. Mit Rücksicht auf das Vor- 
hergehende folgt hieraus offenbar der Satz: 


Wenn ein Product aus mehreren ganzen Zahlen «, BY... 
durch eine Primzahl x theilbar ist, so geht m mindestens in einem 
der Factoren o, B,Yy ... auf. 


Jede ganze, von Null verschiedene Zahl & ist nun entweder 
eine Einheit, oder eine Primzahl, oder sie besitzt mindestens 
einen Divisor ß, welcher weder eine Einheit, noch mit & associirt 
ist; in diesem letzten Falle heisst & eine zusammengesetzte Zahl, 
und wenn & — ßA gesetzt wird, so ist auch A keine Einheit, und 
da N(@«)—=N(ß)N(A) ist, so ergiebt sich N(a)>N(ß)>1, weil 
die vier Einheiten die einzigen Zahlen sind, deren Norm = 1 ist. 
Hieraus folgt leicht (vergl. $. 8), dass mindestens eine in « auf- 
gehende Primzahl existirt; denn wenn ß noch keine Primzahl, 
mithin eine zusammengesetzte Zahl ist, so besitzt sie wieder einen 
Divisor 7, der der Bedingung N(ß) > N (y) > 1 genügt, und 
wenn y noch keine Primzahl ist, so kann man in derselben Weise 
so lange fortfahren, bis in der Reihe der Zahlen «, ß,y ... eine 
Primzahl x auftritt, was nach einer endlichen Anzahl von Zer- 
legungen geschehen muss, weil die Reihe der beständig abneh- 
menden natürlichen Zahlen N(o), N(ß), N(y) ... nothwendig 
einmal abbrechen wird. Offenbar ist nun « theilbar durch = und 
folglich von der Form za,, wo «&, entweder eine Primzahl oder 
eine zusammengesetzte Zahl ist; im letzteren Falle kann man 
wieder ı —= nr, %, also = rm, @, setzen, wo x, eine Primzahl 
bedeutet, und wenn «&, noch keine Primzahl, sondern eine zu- 
sammengesetzte Zahl ist, so kann man in derselben Weise fort- 
fahren, bis in der Reihe der Zahlen ©, ... eine Primzahl 
&, — nr, auftritt, was, wie sich abermals aus der Betrachtung 
der Normen ergiebt, nach einer endlichen Anzahl von Zer- 
legungen geschehen muss. Dann ist die zusammengesetzte Zahl 


RR ZNINT...Tı 


dargestellt als ein Product von n -+ 1 Factoren, welche sämmtlich 
Primzahlen sind. Gesetzt nun, dieselbe Zahl « sei auch ein Pro- 
duct aus m + 1 Primzahlen oe, 01, @3 - - - Om, also 


ANTII... Mn 00,102. - + Om, 


442 Supplement XI. $. 159. 


so muss nach dem oben bewiesenen Satze die in diesem Producte « 
aufgehende Primzahl x nothwendig in einem der Factoren 0, 01, 
02. : Om, zZ. B. in g aufgehen; da aber ge ebenfalls eine Primzahl 
ist und folglich ausser den Einheiten nur solche Divisoren besitzt, 
welche mit o associrt sind, so muss = = 89 sein, wo & eine 
Einheit bedeutet, und hieraus folgt durch Division mit g die 
Gleichung 
a Ta ee 

da nun das Product rechter Hand durch die Primzahl x, theilbar 
ist, so muss zufolge derselben Schlüsse die Zahl 7, mit einem der 
Factoren dieses Productes, z. B. mit o, associrt, also von der 
Form &, 0, sein, wo &, eine Einheit bedeutet. Die durch Division 
init o, entstehende Gleichung 


EELT3 ... An = 02.» . Om 


kann man offenbar in derselben Weise weiter behandeln; es ergiebt 
sich hieraus zunächst, dass m nicht kleiner als » ist, und dass 


man 425 == 8, 0%, 4 = &5 Dylan ei On Beinen kann: wbier 
&E} .. » &, Einheiten bedeuten. Wäre nun m > n, so würde sich 
EEE) &g ... En = Ont+ı Ont2- » - Om 


ergeben, und es wäre folglich ein Product von lauter Einheiten 
durch mindestens eine Primzahl e,;. theilbar, was unmöglich ist. 
Mithin ist m = n, und die beiden Zerlegungen der Zahl « in 
Primfactoren sind wesentlich identisch, d. h. wenn in der einen 
Zerlegung genau » Factoren auftreten, welche mit einer und der- 
selben Primzahl x associirt sind, so finden sich auch in der anderen ‘ 
Zerlegung genau r solche mit x associirte Factoren. In diesem 
Sinne ist der hiermit bewiesene Fundamentalsatz (vergl. &. 8) zu 
verstehen: 

Jede zusammengesetzte Zahl lässt sich stets und wesentlich nur 
auf eine einzige Weise als Product aus einer endlichen Anzahl 
von Primzahlen darstellen. 

Es ist nun äuch nicht schwer, sich einen deutlichen Ueber- 
blick über alle in unserem Körper J vorhandenen complexen 
Primzahlen = zu verschaffen. Es giebt offenbar unendlich viele 
natürliche Zahlen, die durch eine bestimmte Primzahl x theilbar 
sind (eine solche ist z.B. N (m) — x’); von allen diesen Zahlen 
muss die kleinste p nothwendig eine natürliche Primzahl, d.h. 
eine positive Primzahl des Körpers AR, also eine Primzahl im alten 
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Sinne des Wortes sein; denn p ist > 1, weil sonst x eine Einheit 
wäre, und p kann auch nicht ein Product von zwei kleineren 
natürlichen ‚Zahlen sein, weil sonst x als Primzahl in einer der- 
selben aufgehen ‘müsste, was aber der Definition, von p wider- 
spricht. Jede complexe Primzahl x ist daher Divisor von einer 
(und offenbar auch nur von einer einzigen) natürlichen Primzahl p, 
und es werden folglich alle complexen Primzahlen x entdeckt 
werden, wenn man die Divisoren aller natürlichen Primzahlen p 
aufsucht. Es sei daher p eine natürliche Primzahl, und x eine 
in p aufgehende complexe Primzahl, so ist N (r) ein Divisor 
von p? = N(p), und folglich ist N (x) entweder — p oder = p?; 
je nachdem der erste oder zweite Fall eintritt, wollen wir z eine 
Primzahl ersten oder zweiten Grades nennen. Im ersten Falle ist 
p=nrax = N (x) das Product aus zwei conjugirten Primzahlen 
ersten Grades, weil offenbar x’ stets gleichzeitig mit x eine Prim- 
zahl ist; im zweiten Falle ist p— es, N(e)—=1, also ist p associirt 
mit x und folglich selbst eine complexe Primzahl zweiten Grades. 

Die Entscheidung über das Eintreten des einen oder anderen 
Falles je nach der Beschaffenheit der natürlichen Primzahl p würde 
sich augenblicklich aus der Theorie der binären quadratischen 
Formen von der Determinante — 1 ergeben ($. 68); allein unser 
Hauptziel besteht gerade darin, nachzuweisen, dass die Theorie 
der Formen überhaupt entbehrlich ist, oder vielmehr, dass sie auf 
die einfachere und zugleich tiefer eindringende Theorie der ganzen 
algebraischen Zahlen zurückgeführt werden kann. Wir sucher 
daher auch hier nnsere Aufgabe selbständig zu lösen. Es leuchtet 
nun ein, dass der zweite Fall jedesmal stattfinden muss, wenn 
p=3 (mod. 4) ist; denn da die Norm einer jeden ganzen com- 
plexen Zahl eine Summe von zwei ganzen rationalen Quadratzahlen 
ist und folglich, durch vier dividirt, den Rest 0, 1 oder 2 lässt, je 
nachdem beide Quadrate gerade, oder eines, oder beide ungerade 
sind, so kann der erste Fall höchstens dann eintreten, wenn p —2, 
oder p==1 (mod. 4) ist. Wir erhalten hiermit das erste Resultat: 

Jede natürliche Primzahl p von der Form 4h + 3 ist cine 
complexe Primzahl zweiten Grades. 

Der Fall p = 2 erledigt sich unmittelbar durch die Bemer- 
kung, dass 

3 = NI-d=eil-yl+)=ill—i) 


ist, und liefert das Resultat: 
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Die Zahl 2 ist associirt mit dem Quadrate der Primzahl ersten 
Grades 1 — t. 
Es handelt sich jetzt nur noch um die natürlichen Primzahlen 
p von der Form 4h + 1; die Entscheidung wird sofort gegeben, 
sobald. man aus der Theorie der rationalen Zahlen den Satz ($. 40) 
entlehnt, dass die Zahl — 1 quadratischer Rest von jeder solchen 
Zahl p ist, dass also eine ganze rationale Zahl x existirt, für welche 
x? -- 1, d.h. das Product (x + i) (« — i) durch p theilbar ist; da 
nämlich keiner der beiden Factoren &-+i, 2 — i durch p theilbar 
ist, so kann (nach dem obigen Satze) p keine complexe Primzahl 
sein, und folglich ist p gewiss das Product aus zwei conjugirten 
Primzahlen ersten Grades x und =’. Setzt man = a + bi, so 
ergiebt sich auf diese Weise der Fermat’sche Satz ($. 68) 

p= a2 + b2. 

Die beiden Primzahlen x, x’ können nicht assocüirt sein, weil aus 
a — bi=ir (a + bi) entweder d —= 0, oder a = 0, oder a? — b? 
folgen würde, was alles unmöglich ist. Mithin ergiebt sich das 
letzte Resultat: 


Jede natürliche Primzahl p von der Form Ah + 1 ist das 
Product aus zwei conjugürten, nicht assocürten complexen Prim- 
zahlen ersten Grades. 


Will man aber den obigen Satz aus der Theorie der quadra- 
tischen Reste nicht voraussetzen, so ergiebt sich dasselbe Resultat 
im weiteren Fortgauge der Theorie unserer complexen Zahlen, wie 
folgt. Zwei ganze complexe Zahlen «, 8 heissen congruent in 
Bezug auf eine dritte u, den Modulus, wenn ihre Differenz & — ß 
durch « theilbar ist, und dies wird durch die Congruenz 

«= ß (mod. u) 

angedeutet. Es leuchtet dann ohne Weiteres ein, dass die elemen- 
taren Sätze über Congruenzen ($. 17) von den rationalen Zahlen 
unmittelbar auf die complexen Zahlen übertragen werden dürfen, 
und es ergiebt sich ebenso wie früher ($. 26), dass eine Congruenz 
n'®" Grades, deren Modulus eine eomplexe Primzahl ist, niemals 
mehr als n incongruente Wurzeln besitzen kann. Ist nun p eine 
natürliche Primzahl von der Form 4h + 1, so wird die Con- 
gruenz (p — 1)ten Grades 


aP-1 == 1.(mod.p) 
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durch mindestens p incongruente Zahlen o, nämlich durch © — i 
und (nach $. 19) durch ®—=1,2,3...(p—1) befriedigt; mithin 
ist der Modulus p keine complexe Primzahl, und hieraus folgt 
dasselbe Resultat wie oben. 

Nachdem die Grundlagen der Theorie der complexen ganzen 
Zahlen im Vorhergehenden gewonnen sind, wollen wir uns darauf 
beschränken, einige wenige Fragen zu behandeln, bei deren Aus- 
wahl uns der Wunsch leitet, gewisse Begriffe, welche in der später 
folgenden allgemeinen Theorie der ganzen algebraischen Zahlen 
auftreten werden, an dem einfachen, uns vorliegenuen Beispiel 
des Körpers J zu entwickeln. 

Ist u eine ganze complexe und zwar von Null verschiedene 
Zahl, so theilen wir alle ganzen complexen Zahlen in Zahl-Classen 
ein, indem wir zwei Zalilen stets und nur dann in dieselbe Classe 
aufnehmen, wenn sie in Bezug auf a congruent sind (vergl. $. 18); 
der Grund für die Möglichkeit einer solchen Eintheilung liegt 
darin, dass zwei mit einer dritten congruente Zahlen nothwendig 
auch mit einander congruent sind. Wir stellen uns die Aufgabe, 
die Anzahl dieser verschiedenen Olassen zu bestimmen. Zu diesem 
Zweck betrachten wir vorläufig nur eine einzige von diesen Olassen, 
nämlich den /ndbegrif m aller derjenigen Zahlen, welche durch u 
theilbar, d. h. = 0 (mod. u) sind. Dieser Inbegriff nı ist identisch 
mit dem System aller Zahlen von der Form u (z + yi), wo « und y 
willkürliche ganze rationale Zahlen bedeuten. Auf solche homogene 
lineare Formen. in welchen die Variabelen ganze rationale Zahlen 
sind, werden wir in der Folge*) sehr häufig stossen, und wir wollen, 
wenn z. B. «, ß irgend welche reelle oder complexe Constanten, 
x und y aber willkürliche ganze rationale Zahlen bedeuten, den 
Inbegrif aller in der Linearform «x + ßy enthaltenen Wertlie 
zur Abkürzung mit dem Symbol [«, #] bezeichnen, welches also 
von jetzt an in ganz anderer Bedeutung gebraucht wird, als früher 
bei dem Euler’schen Kettenbruch - Algorithmus. Die beiden Con- 
stanten «, ß, welche wir die Basiszahlen des Systems |o, ß] nennen, 
können nun auf unendlich mannigfaltige Weise äbgeändert, 
d. h. durch andere Basiszahlen %,, ß} ersetzt werden, und zwar so, 
dass das System |«,,ß, | vollständig identisch mit dem System [e, P] 
bleibt. Dies wird z. B. immer dann eintreten, wenn zwischen den 
beiden Paaren von Basiszahlen zwei Relationen von der Form 


*) Vergl. $$. 108, 172, 
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e—=pa +gab, Per + s ßı 


stattfinden, wo p, q, r, s vier ganze rationale Zahlen bedeuten, 
deren Determinante 

pys—qgr=+tl 
ist; denn hieraus folgt umgekehrt 


+m=sa—gh tAh=—ru+ DB, 


mithin ist jede Zahl, welche dem einen der beiden Systeme [«, ß], 
[&, , ßı] angehört, auch in dem anderen enthalten, was wir kurz 
durch [«, B] = |“, 8,] ausdrücken wollen. 

Eine solche Transformation der Basis wollen wir. auf unseren 
Fall anwenden, in welchem es sich um das System 


m = [u, ur] 
aller durch u theilbaren Zahlen a (x + yi) handelt. Wir bezeichnen 
mit m die grösste in u aufgehende natürliche Zahl und setzen 
demgemäss 
»—=m(p—gi), we=m(Q+p) 
wo p, q ganze rationale Zahlen ohne gemeinschaftlichen Theiler 
bedeuten; hierauf wählen wir (nach $. 24) zwei ganze rationale 
Zahlen r, s, welche der Bedingung 
23.017 =] 
genügen. und setzen 
ep +9% b=pr 445 
so ıst 
ma=p.u+tg.ui 
mnb-Ü=r.u +s.ui, 
und hieraus folgt nach der obigen Bemerkung, dass diese beiden 
Zahlen ma und m (b + i) ebenfalls eine Basis des Systems m bilden, 
d.h. es wird 
mn —= [ma, m(b + ü)]. 


Mit Hülfe dieser Transformation können wir leicht die Anzahl 
aller in Bezug auf den Modul u incongruenten Zahlen bestimmen. 
Denn, wenn 
oa—_h+tki 
eine beliebige gegebene ganze complexe Zahl ist, so erhält man 
die Classe, welche aus allen mit ihr congruenten Zahlen 


oa, =h + Ki 


I 
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besteht, indem man 
3, =o+maz +m(b + )y, 
also 
h=htmaxz+tmby k=k+ my 

setzt, wo @, y alle ganzen rationalen Zahlen durchlaufen; aus der 
Forın dieser beiden Gleichungen geht aber hervor, dass man 
zuerst y, hierauf x immer und nur auf eine einzige Weise so be- 
stimmen kann, dass 

sh<m und O<k,<ma 


wird. Es giebt daher in jeder Classe einen und nur einen Reprä- 
sentanten @& —= h, + Ä,i, welcher den beiden vorstehenden Be- 
dingungen genügt; mithin ist die Anzahl aller verschiedenen 
Classen gleich der Anzahl aller verschiedenen, diese Bedingungen 
erfüllenden Paare h,, k,, also gleich dem Producte m? a — N (u) 
aus der Anzahl m der Werthe von k, und der Anzahl ma der 
Werthe von h,. Wir erhalten mithin das folgende Resultat: 


Die Anzahl aller in Bezug auf den Modul u incongruenten 
‚ Zahlen ist — N (u). 

Es hat nun auch keine Schwierigkeit, die Anzahl Y(u) aller 
derjenigen von diesen incongruenten Zahlen zu bestimmen, welche 
relative Primzahlen zum Modul « sind; diese Function % (u) hat 
für unsere jetzige Zahlentheorie augenscheinlich dieselbe Wichtig- 
keit, wie die Function @ (m) für die Theorie der rationalen Zahlen 
(88. 11— 14, 138); durch Betrachtungen, welche den damals an- 
gestellten ganz ähnlich sind, findet man 

(u) =], 
wenn u eine Einheit ist, sonst aber 


sW-NWNL— N): 


wo das Productzeichen sich auf alle wesentlich verschiedenen, in u 
aufgehenden Primzahlen x bezieht; ausserdem ist 
Y(tı 95) = dla) dla), 
wenn i,, iu, relative Primzahlen sind, und 
2 y(0) = Nfu), 
wo das Summenzeichen sich auf alle wesentlich verschiedenen 
Divisoren öd der Zahl w bezieht. Ist ferner & relative Primzahl 


zu u, so ist stets Br 
ar) = 1 (mod. u), 
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was dem Satze von Fermat eutspricht (88. 19, 127). Wir müssen 
aber der Kürze halber die Durchführung der Beweise dieser Sätze 
dem Leser überlassen, und wir dürfen dies um so eher thun, als 
wir später ($. 180) dieselben Fragen in ihrer allgemeinsten Form 
behandeln werden. 

Dagegen wollen wir noch mit einigen Worten auf den Zu- 
sammenhang eingehen, welcher zwischen der Theorie der com- 
plexen ganzen Zahlen und derjenigen der quadratischen Formen 
von der Determinante — 1 besteht. Wir haben oben das System 
n — [w, wi] aller durch u theilbaren Zahlen in die Form 
[ma,ın (b + i)] gebracht, wo die Zahlen m, a, b nach gewissen 
Regeln aus der gegebenen Zahl u abzuleiten waren; von diesen 
drei Zahlen waren m und a völlig bestimmt, während 5 von der 
Wahl der beiden Hülfszahlen r, s abhing; jedes andere Paar r,, S,, 
welches der Bedingung 

ps —- an =]1 

genügt. ist (nach $. 24) von der Form 

y,=rt- hp, sg, 
wo h eine willkürliche ganze rationale Zahl bedeutet, und liefert 
an Stelle von & die Zahl 

bs, =prı +qas =b +ha=b (mod. a); 

die rationalen Zahlen 5, durchlaufen daker alle Individuen einer 
völlig bestimmten Zahlelasse in Bezug auf den Modul a, und es ist 
offenbar gleichgültig, welchen Repräsentanten 5 dieser Classe man 
wählt. Dieselbe lässt sich auch direct, ohne Zuziehung der Hülfs- 
zahlen », s definiren; da nämlich « — p2 + q? ist, so ergiebt sich 
aus der Definition von D, dass 

pb=q gb= —p (mol. a) 
ist, und da jede der beiden gegebenen Zahlen p, q, weil sie keinen 
gemeinschaftlichen Theiler haben, nothwendig relative Primzahl 
zu a ist, so ist b durch jede einzelne dieser beiden Congruenzen 
vollständig bestimmt in Bezug auf den Modul a. Quadrirt man 
eine dieser Öongruenzen und bedenkt, das pe = — q? (mod. a) 
ist, so ergiebt sich 


| | b2 ze (mad. a); 
es ist folglich 


ae er er 
wo c, wie a, eine natürliche Zahl, und (a, b, ec) ist eine positive 
quadratische Form von der Determinante — 1. Nun sind alle 
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durch a theilbaren, also in dem System m enthaltenen Zahlen A 
von der Form 


= m(ar + (b+)y), 
‘wo x, y willkürliche ganze rationale Zahlen bedeuten, und durch 
Multiplication mit der conjugirten Zahl A’ erhält man, weil 
m?a = N (u) ist, das Resultat 


N (A) = N(u) (a2? +2bxy-+ ey®). 

Auf diese Weise führt jede bestimmte ganze complexe Zahl u zu 
einer bestimmten Schaar von parallelen*) quadratischen Formen 
(a. b, c), deren Determinante — — 1 ist, 

Umgekehrt, wenn (a, 5, c) eine solche (positive) Form, und 
folglich 

ac—=(b+i)(b—i) 

ist, so bezeichnen wir mity den grössten gemeinschaftlichen Theiler 
der beiden ganzen complexen Zahlen a und 5 + i, und setzen 


a=oy b+i=Bßp; 
da nun «, ß relative Primzahlen sind und beide in der Zahl 
ac—=ß(b—i) aufgehen, so muss diese durch das Product «ß 
theilbar sein, und folglich ist 

e = B0, Dr 10, 
wo Ö ebenfalls eine ganze complexe Zahl bedeutet. Ersetzt man, 
was stets erlaubt ist, alle hier auftretenden Zahlen durch die 
conjugirten Zahlen, so ergiebt sich 

a=uy, b+i=Wß, 
und da y der grösste gemeinschaftliche Theiler dieser beiden 
Zahlen ist, so muss die in beiden aufgehende Zahl « nothwendig 
auch in y aufgehen; setzt man demgemäss 


yz=:E a, 
so folgt 
a=zau —=EN(o), 
mithin ist & eine natürliche Zahl, und da dieselbe in y, also 
auch in b + i aufgeht, so muss sie — 1 sein. Wir erhalten daher 
y — u, also 


a=oo= No), db Hi= Pe; 


*) Vergl. $. 56, Anmerkung. 
Dirichlet, Zahlentheorie. 29 


450 Supplement XI. g. 159. 
da aber b + i— ad’, so folgt 6’ — ß, d — ß’, mithin 
e= pP —N(p, b-i=uß. 


Man setze nun 

v=%» + gt, B=rH+tsı, 
so folgt 

am + et 3 

b:=pr+qs, l=ps—ıqr, 
mithin geht die Form (1, 0, 1) durch die Substitution (% ,) in die 
Form (a, b, e) über ($. 54); unsere Theorie der ganzen complexen 
Zahlen liefert also unmittelbar den Beweis, dass alle (positiven) 
Formen von der Determinante — 1 äquivalent sind ($. 68). — 

Genau in derselben Weise, wie hier die ganzen complexen 

Zahlen x + yi untersucht sind, würden sich noch manche andere 
Gebiete von ganzen Zahlen behandeln lassen. Bedeutet z.B. # eine 
Wurzel von einer der folgenden acht quadratischen Gleichungen 


®+9+1=0,R?+9+2=0, 92+2=0,92+0+3=0, 
®2+9—-1=0,09% -—2=0,°? —-3=0,9+0—-3=(, 


und lässt man x, y alleganzen und gebrochenen rationalen Zahlen 
durchlaufen, so bilden die entsprechenden Zahlen von der Form 
& + y0 einen quadratischen Körper; nach der allgemeinsten 
Definition der ganzen algebraischen Zahl, welche wir in 8. 178 
aufstellen werden, sind von diesen Zahlen z + y6 alle und nur 
diejenigen als ganze Zahlen anzusehen, deren Coordinaten x, y 
ganze vationale Zahlen sind. In jedem der acht auf diese Weise 
gebildeten Gebiete [1, 9] von ganzen algebraischen Zahlen gelten 
nun dieselben Fundamentalgesetze über die Theilbarkeit und die 
Zusammensetzung der Zahlen aus solchen Zahlen, welche den 
Namen von Primzahlen verdienen. Dies ergiebt sich sofort durch 
die Bemerkung, dass in allen diesen Fällen der grösste gemein- 
schaftliche Theiler von zwei solchen ganzen Zahlen sich durch 
den bekannten Divisionsprocess finden lässt; man erkennt auch 
ebenso leicht den Zusammenhang dieser Zahlgebiete mit den 
quadratischen Formen theils erster, theils zweiter Art (8. 61), 
deren Determinanten die acht Zahlen 


= pegaraıı 
0, +2, +3, +13 


sind. In den letzten vier Fällen giebt es zwar unendlich viele 
Einheiten (welche den sämmtlichen Lösungen der Pell’schen 
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Gleichung entsprechen), doch wird hierdurch die Theorie dieser 
Gebiete nicht wesentlich erschwert. Die genannten Formen bilden 
jedesmal eine einzige Classe; nur für die Determinante + 3 giebt 
es zwei Ölassen, welche aber durch Multiplication mit —i in 
einander übergehen (vergl. $8. 181, 182). 

Es giebt ferner Zahlengebiete, in welchen zwar der genannte 
Divisionsprocess (wenigstens in seiner obigen, einfachsten F orm) 
nicht mehr gelingt, in welchen aber dennoch dieselben Gesetze 
der Zusammensetzung der Zahlen aus Primzahlen gelten. Fin 
Beispiel hierzu liefert das Gebiet der ganzen Zahlen von der Form 
© + 40, wo 0 eine Wurzel der Gleichung 

®2?+9+5=0 
ist; die entsprechenden quadratischen Formen zweiter Art von der 
Determinante — 19 bilden wieder nur eine einzige Classe. 

Gänzlich anders verhält es sich aber z. B. mit dem Gebiete 
[1, 6] der ganzen Zahlen von der Form x + y$#, wo 6 eine Wurzel 
der Gleichung 

u ei) 
bedeutet, und x, 4 wieder alle ganzen rationalen Zahlen durch- 
laufen. Hier gelingt der genannte Divisionsprocess nicht mehr, 
und zugleich tritt hier zum ersten Male die eigenthümliche Er- 
scheinung auf, dass Zahlen, welche nicht weiter in Factoren von 
kleinerer Norm zerlegt werden können, doch nicht den Charakter 
von eigentlichen Primzahlen besitzen, dass vielmehr eine und 
dieselbe Zahl häufig auf mehrere, wesentlich verschiedene Arten 
als Product von solchen unzerlegbaren Zahlen dargestellt werden 
kann; es ist z. B. die Zahl 21 gleich 
3.7=(1l +20)(1l — 29) 


und jede der vier Zahlen 3, 7, 1+26 eine unzerlegbare Zahl*). 
Die entsprechenden quadratischen Formen von der Determinante 
— 5 zerfallen in zwei verschiedene Classen, als deren Repräsen- 
tanten die Formen (1,0, 5) und (2, 1, 3) angesehen werden können 
(8. 71), und hiermit hängt die eben beschriebene Erscheinung un- 
trennbar zusammen. 

Dieselbe Erscheinung tritt bei unendlich vielen anderen Ge- 
bieten von ganzen algebraischen Zahlen in Körpern zweiten oder 
höheren Grades auf; in allen diesen Fällen schien es ein durchaus 


*) Vergl. $$. 16, 176. 
29* 
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hoffnungsloses Unternehmen, die Zusammensetzung und Theilbar- 
keit der Zahlen auf einfache Gesetze zurückführen zu wollen. 
Allein, wie es sich bei ähnlicher Lage der Dinge schon öfter in 
der Entwicklung der mathematischen Wissenschaften ereignet 
hat, so ist auch hier diese scheinbar unüberwindliche Schwierig- 
keit zur Quelle einer wahrhaft grossen und folgenschweren Ent- 
deckung geworden; in der That fand Kummer”) bei der Unter- 
suchung derjenigen Zahlengebiete, auf welche das Problem der 
Kreistheilung führt, dass die alten Euclidischen Gesetze der 
Theilbarkeit auch in diesen Gebieten ihre volle Geltung wieder 
erlangen, sobald dieselben durch die Einführung neuer Zahlen, 
die er ideale Zahlen nannte, vervollständigt werden. Dasselbe 
Resultat für jedes, aus einer beliebigen algebraischen Gleichung 
entspringende Gebiet von ganzen Zahlen zu erreichen, ist nun 
die Aufgabe, die wir in diesem letzten Supplemente des vor- 
liegenden Werkesbehandeln und dadurch lösen wollen, dass wir 
die Grundlagen einer allgemeinen Zahlentheorie entwickeln, welche 
alle speciellen Fälle ohne Ausnahme umfasst. 


8. 160. 


Um dieses Ziel zu erreichen, müssen wir uns vor Allem mit 
den wichtigsten Grundlagen der heutigen Algebra beschäftigen, 
was in den nächsten Paragraphen (bis $. 167) geschehen soll. 
Den Ausgangspunct für unsere Darstellung dieses Gegenstandes 
bildet der folgende, schon oben erwähnte Begriff: 

Ein System A von reellen oder complexen Zahlen «a soll ein 
‚Körper’“) heissen, wenn die Summen, Differenzen, Producte und 


*) Zur Theorie der complexen Zahlen (Crelle’s Journal, Bd. 35). 

**) Vergl. $. 159 der zweiten Auflage dieses Werkes (1871). Dieser 
Name soll, ähnlich wie in den Naturwissenschaften, in der Geometrie und 
im Leben der menschlichen Gesellschaft, auch hier ein System bezeichnen, 
das eine gewisse Vollständigkeit, Vollkommenheit, Abgeschlossenheit be- 
sitzt, wodurch es als ein organisches Ganzes, als eine natürliche Einheit 
erscheint. Anfaugs, in meinen Göttinger Vorlesungen (1857 bis 1858), hatte 
ich denselben Begriff mit dem Namen eines rationalen Gebietes black der 
aber weniger bequem ist. Der Begriff fällt im Wesentlichen ne 
mit Dem, was Kronecker einen Rationalitätsbereich genannt hat (Grundzüge 
einer arithmetischen Theorie der algebraischen Grössen. 1882). Vergl. auch die 
von H. Weber und mir verfasste Theorie der algebraischen Funetionen einer 
Veränderlichen. (Crelle’'s Journal, Bd. 92, 1882). 
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Quotienten von je zwei dieser Zahlen a demselben System A 
angehören. 

Dieselbe Eigenschaft sprechen wir auch so aus, dass die 
Zahlen eines Körpers sich durch die rationalen Operationen 
(Addition, Subtraction, Multiplication, Division) reproduciren. 
Hierbei sehen wir es als selbstverständlich an, dass die Zahl 
Null niemals den Nenner eines Quotienten bilden kann; wir 
setzen deshalb auch immer voraus, dass ein Körper mindestens 
eine von Null verschiedene Zahl enthält, weil sonst von einem 
Quotienten innerhalb dieses Systems gar nicht gesprochen werden 
könnte. 

Offenbar bildet das System R aller rationalen Zahlen einen 
Körper, und dies ist der einfachste oder, wie man auch sagen 
kann, der kleinste Körper, weil er in jedem anderen Körper A 
vollständig enthalten ist. In der That, wählt man aus A nach 
Belieben eine von Null verschiedene Zahl a aus, so ist der 
Quotient dieser Zahl a in sich selbst, d.h. die Zahl 1, zufolge 
der Definition ebenfalls in A enthalten, und da aus dieser Zahl 
‚durch wiederholte Addition und Subtraction alle ganzen ratio- 
nalen Zahlen, und hieraus durch Division alle rationalen Zahlen 
entstehen, so ist R gänzlich in A enthalten. 

Jede bestimmte irrationale Wurzel 9 einer quadratischen 
Gleichung mit rationalen Coefficienten erzeugt, wie schon in 
8. 159 bemerkt ist, einen bestimmten quadratischen Körper, den 
wir mit R(ß) bezeichnen werden; er besteht aus allen Zahlen 
von der Form 2 +6, wo x und y alle rationalen Zahlen durch- 
laufen. Man sieht leicht ein, dass es unendlich viele verschiedene 
quadratische Körper R(#) giebt, obgleich ein und derselbe Körper 
immer durch unendlich viele verschiedene Zahlen 9 erzeugt wird. 

Das System Z aller reellen und complexen Zahlen ist eben- 
falls ein Körper, und zwar der denkbar grösste, weil jeder andere 
Körper in ihm enthalten ist. Zwischen den beiden Extremen 
R und Z liegt ferner der Körper, welcher aus allen reellen, so- 
wohl rationalen als irrationalen Zahlen besteht. 

Man hat, wie schon die eben erwähnten Beispiele zeigen, 
sehr häufig auszudrücken, dass alle Zahlen eines Körpers D auch 
einem Körper M angehören; in diesem Falle wollen wir der 
Kürze halber D einen Divisor von M, umgekehrt M ein Multi- 
plum von D nennen. Hiernach st jeder Körper Divisor. und 
Multiplum von sich selbst, und wenn jeder der beiden Körper 
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A, B Divisor des anderen ist, so sind sie identisch, was durch 
AB bezeichnet wird. Ist D ein Divisor von M, aber ver- 
schieden von M, so mag D ein echter Divisor von M, und M 
ein echtes Multiplum von D heissen. Ist A Divisor von B, und 
B Divisor von (, so ist A auch Divisor von (. Der Körper R 
ist ein gemeinschaftlicher Divisor, der Körper Z ein gemeinsames 
Multiplum aller Körper. 

Aus gegebenen Körpern lassen sich nun nach bestimmten 
Regeln neue Körper bilden; wir betrachten im Folgenden zwei 
solche Körperbildungen, nämlich die des grössten gemeinsamen 
Divisors und die des kleinsten gemeinsamen Multiplums oder des 
Productes. 

Sind A, B zwei beliebige Körper, so ist der Inbegriff D 
aller derjenigen Zahlen u, v...., welche beiden Körpern gemein- 
sam angehören, wieder ein Körper, weil die Summen, Differenzen, 
Producte, Quotienten von u, v sowohl in A als m B, also auch 
in D enthalten sind. Dieser Körper D ist ein gemeinsamer 
Divisor von A, B, und er soll der grösste gemeinsame Divisor 
von A, B heissen, weil jeder andere offenbar Divisor von D ist. 
Wenn A Divisor von B ist, so ist D— A, und umgekehrt. 

Diese Betrachtung lässt sich unmittelbar auf ein System von 
mehr als zwei, ja von unendlich vielen Körpern A, B... über- 
tragen, die Gesammtheit derjenigen Zahlen, welche allen diesen 
Körpern gemeinsam angehören, ist ein Körper und heisst ihr 
grüsster gemeinsamer Divisor. 

Die zweite Art der Körperbildung beruht auf der folgenden, 
ebeufalls sehr einfachen Betrachtung. Ist ein bestimmtes System 
@ von Zahlen g gegeben, deren Anzahl endlich oder unendlich 
sein kann, so giebt es immer solche Körper M’ (z. B. den oben 
genannten Körper Z), in welchen alle diese Zahlen g enthalten 
sind; der grösste gemeinsame Divisor M aller dieser Körper M’ 
ist nach «lem Obigen selbst ein solcher Körper M’, und zwar von 
allen der kleinste. Es ist wichtig, sich von diesem, durch das 
System (@r vollständig bestimmten Körper M, durch eine einfache 
Construction ein deutliches Bild zu verschaffen, wobei wir an- 
nehmen dürfen, dass @ nicht aus der einzigen Zahl Null besteht. 
Zunächst muss M jede Zahl A enthalten, welche entweder selbst 
eine Zahl g oder doch ein Product aus mehreren *) Factoren 9 


*) Hiermit soll, wie auch später, immer eine endliche Anzahl von 
Dingen bezeichnet werden. 


$. 160. Allgemeine Zahlentheorie. 455 


ist; diese Zahlen A% reproduciren sich durch Multiplication. 
Sodann muss M jede Zahl k enthalten, welehe entweder selbst 
eine Zahl A oder doch eine Summe von mehreren Zahlen A ist; 
diese Zahlen %, unter denen sich auch die Zahlen 9 befinden, 
reproduciren sich durch Addition und Multiplication. Ferner 
muss M jede Differenz ? von irgend zwei Zahlen % enthalten; 
diese Zahlen ! reproduciren sich durch Addition, Subtraetion 
und Multiplication, und unter ihnen befinden sich auch alle 
Zahlen k—=(k + k) — k. Endlich muss M auch jeden Quo- 
tieüten m von irgend zwei Zahlen 7 enthalten; diese Zahlen m 
reproduciren sich durch alle vier rationalen Operationen und 
bilden offenbar den Körper M, weil unter ihnen sich jede Zahl 
!=1l:l, folglich auch jede Zahl k,%,g befindet, Auf diese 
Weise hat sich ergeben, dass jede Zahl m dieses Körpers M 
durch eine endliche Anzahl rationaler Operationen aus den 
Zahlen g', g’ ... des gegebenen Systems @ herstellbar ist; solche 
Zahlen m heissen rational darstellbar durch das System G; der 
Körper M ist der Inbegriff aller dieser Zahlen m und kann 
zweckmässig durch R (@) oder R(y', g"...) bezeichnet werden, 
Im Anschluss an eine von Galors herrührende Ausdrucksweise 
wollen wir auch sagen, der Körper M entstehe aus dem Körper 
R der rationalen Zahlen durch Adjunction des Systems @ der 
Zahlen g’, g’...; allgemeiner bezeichnen wir, wenn A irgend 
ein Körper ist, mit A (g',g”...) den durch Adjunction der 
Zahlen g', g"... aus A erzeugten Körper, d. h. den kleinsten 
Körper, welcher ausser den Zahlen des Körpers A auch die 
Zahlen y’, g" ... enthält, 

Liegt nun irgend ein System von Körpern A, B.,.. vor, 
und nimmt man in das System G jede und nur jede solche 
Zahl g auf, welche in mindestens einem dieser Körper enthalten 
ist, so wird der entsprechende Körper M, welcher aus allen durch 
diese Zahlen g rational darstellbaren Zahlen m besteht, ein ge- 
meinsames Multiplum von A, B..., und zwar das kleinste, weil 
nach dem Obigen jedes andere M’ ein Multiplum von M ist. 
Der Kürze halber werden wir aber den Körper M auch das 
Product der Factorn A, B... nennen und mit AB... be- 
zeichnen, wobei die Anordnung der Factoren gleichgültig ist; 
denn offenbar it AB—= BA, (AB)C=A(BO) u.s.w. Wendet 
man die oben beschriebene Construction des Körpers M aut den 
Fall von zwei Körpern A, B an, so besteht das System (r aus 
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allen Zahlen a des Körpers A und allen Zahlen b des Körpers 
B, die Zahlen A sind die Producte «ab, die Zahlen %k und | sind 
Summen von solchen Producten, und folglich besteht das Pro- 
duct AB aus allen Quotienten von der Form 


m — a,b, + aba ++ ar, 
+ +--- + Qsbs 
Dass A ein Divisor von B ist, kann bequem durch AB=B 
ausgedrückt werden, und immer ist AA —= A. 


8. 161. 


Es geschieht in der Mathematik und in anderen Wissen- 
schaften sehr häufig, dass, wenn ein System A von Dingen oder 
Elementen a vorliegt, jedes bestimmte Element a nach einem 
gewissen Gesetze durch ein bestimmtes, ihm entsprechendes Ele- 
ment a’ ersetzt wird (welches in A enthalten sein kann oder 
auch nicht); ein solches Gesetz pflegt man eine Substitution zu 
nennen, und man sagt, dass durch diese Substitution das Ele- 
ment a in das Element a’, und ebenso das System A in das 
System A’ der Elemente «a übergeht*). Die Ausdrucksweise 
gestaltet sich noch etwas bequemer und anschaulicher, wenn man, 
was wir thun wollen, diese Substitution wie eine Abbildung des 
Systems A auffasst und demgemäss a’ das Bild von a, ebenso 
4A’ das Bild von A nennt. Der Deutlichkeit halber ist es oft 
nothwendig, ein solches Abbildungsgesetz, um es von anderen zu 
unterscheiden, mit einem besonderen Zeichen, z. B. p, zu belegen; 
geschieht dies, so wollen wir das Bild a‘, in welches « durch 
übergeht, auch durch a bezeichnen; ist ferner T ein Theil von 
A, d. h. ein System von Elementen t, welche alle in A enthalten 
sind, so soll 7T’'p das System bedeuten, welches aus den Bildern 


*) Schon in der dritten Auflage dieses Werkes (1879, Anmerkung auf 
3. 470) ist ausgesprochen, dass auf dieser Fähigkeit des Geistes, ein Ding 
a mit einem Ding a’ zu vergleichen, oder a auf a’ zu beziehen, oder dem 
« ein a’ entsprechen zu lassen, ohne welche überhaupt kein Denken mög- 
lich ist, auch die gesammte Wissenschaft der Zahlen beruht. Die Durch- 
führung dieses Gedankens ist seitdem veröffentlicht in meiner Schrift 
Was sind und was sollen die Zahlen ? (Braunschweig 1888); die daselbst 
angewandte Bezeichnungsweise für Abbildungen und deren Zusammen- 
setzung weicht äusserlich von der hier gebrauchten ein wenig ab, 
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tg aller dieser Elemente t besteht; demnach ist Ag identisch 
mit dem obigen 4A’. 

Wir wenden nun diesen Begriff auf einen beliebigen Zahlen- 
körper A an, betrachten aber nur solche Substitutionen p, durch 
welche jede in 4 enthaltene Zahl a wieder in eine Zahl d—=ay 
übergeht. In dieser Allgemeinheit aufgefasst, würden solche 
Substitutionen indessen noch gar kein Interesse darbieten; wir 
fragen vielmehr, ob es möglich ist, die Zahlen « des Körpers A 
in der Weise durch Zahlen a’ abzubilden, dass alle zwischen den 
Zahlen a bestehenden rationalen Beziehungen sich vollständig auf 
die Bilder a' übertragen; oder mit anderen Worten, wir verlangen, 
dass, wenn aus beliebigen Zahlen u, v, w... des Körpers A 
durch rationale Operationen eine Zahl t abgeleitet ist, welche 
folglich ebenfalls dem Körper A angehört, durch dieselben ra- 
tionalen Operationen aus den Bildern w', v’, w' ... immer das 
Bild t' der Zahl £ entstehen soll, Eine Substitution oder Ab- 
bildung g, welche sich durch diese Eigenschaft vor anderen aus- 
zeichnet, wollen wir eine Permutation des Körpers A nennen. 
Da jede rationale Operation aus einer endlichen Anzahl von ein- 
fachen Additionen, Subtraetionen, Multiplicationen und Divisionen 
zusammengesetzt ist, so leuchtet ein, dass die Abbildung 9 stets 
und nur dann eine solche Permutation ist, wenn für je zwei 
in A enthaltene Zahlen u, v die folgenden vier Grundgesetze 
gelten: 


v+)=w+Vr (1) 

w-)-wW-v (2) 
(u) = wv (3) 
77 34 w . 
(5) = 5 (4) 


Von diesen für eine Permutation charakteristischen, d. h. er- 
forderlichen und hinreichenden Bedingungen verlangt die letzte 
offenbar, dass die Bilder a’ nicht alle verschwinden; umgekehrt, 
wenn eine Abbildung p, durch welche jede Zahl «a des Körpers 
A in eine Zahl a’ übergeht, diese Eigenschaft besitzt und ausser- 
dem den Gesetzen (1) und (3) gehorcht, so ergeben sich hieraus, 
wie wir jetzt beweisen wollen, die Gesetze (2) und (4), und folg- 
lich ist p eine Permutation des Körpers A. In der That, aus 
der Gleichung (1) folgt unmittelbar die Gleichung (2), wenn man, 
was offenbar erlaubt ist, die willkürliche Zahl « des Körpers 
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A durch die ebenfalls in A enthaltene Zahl (u — v) ersetzt; 
ebenso darf man in (3), wenn v von Null verschieden ist, « durch 
den Quotienten u : » ersetzen, wodurch man zunächst 


% 
Pe (*) y 
® 


erhält; wäre nun v’ — 0, so würden die Bilder « von allen in 
A enthaltenen Zahlen u verschwinden, was aber im Widerspruch 
mit unserer ausdrücklichen Voraussetzung steht; mithin ist das 
Bild v’ jeder von Null verschiedenen Zahl v ebenfalls von Null 
verschieden, und es gilt folglich das Gesetz (4), was zu be- 
weisen war. 

Es ergiebt sich ferner, dass das System A’, in welches der 
Körper A durch eine Permutation p übergeht, wieder ein Körper 
ist. Berücksichtigt man nämlich, dass A’ aus allen und nur 
solchen Zahlen w,®v’.., besteht, welche Bilder von Zahlen 
u»... des Körpers A sind, und dass jede von Null verschie- 
dene Zahl v’ des Systems A’ zufolge (1) gewiss das Bild einer 
von Null verschiedenen Zahl v des Körpers A ist, so ergiebt 
sich, dass die Summen, Differenzen, Producte, Quotienten von je 
zwei in A’ enthaltenen Zahlen w, v’ ebenfalls dem System A’ 
angehören, weil sie zufolge der Gesetze (1), (2). (3), (4) ebenfalls 
Bilder von Zahlen des Körpers A sind; mithin ist A’ ein Körper, 
was zu beweisen war, 

Wir bemerken sodann, dass je zwei von einander »erschie- 
dene Zahlen u, v des Körpers A auch von einander verschiedene 
Bilder w', v’ besitzen*), weil sonst zufolge (2) das Bild der von 
Null verschiedenen Zahl (u — v) verschwinden würde, was, wie 
wir oben schon bewiesen haben, nicht möglich ist. Mithin ist 
jede bestimmte im Körper A’ enthaltene Zahl «’ das Bild von 
einer einzigen, völlig bestimmten Zahl a des Körpers A, und 
folglich kann man der Permutation @, durch welche A in 4' 
übergeht, eine mit 97? zu bezeichnende Abbildung des Körpers 
A' gegenüberstellen, durch welche jede bestimmte, in A’ ent- 
haltene Zahl « in diese bestimmte Zahl a des Körpers A über- 
geht; diese Abbildung 9! ist aber gewiss eine Permutation des 


*) Nach der in der oben citirten Schrift ($. 3) gewählten Ausdrucks- 
weise ist daher jede Permutation eines Körpers eine ähnliche oder deut- 
liche Abbildung desselben; A und A’ sind ähnliche Systeme, 
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Körpers A'; denn wenn u’, v’' zwei beliebige Zahlen des Körpers 
4’, und u, v die ihnen entsprechenden Zahlen des Körpers A 
bedeuten, so gehen zufolge (1) und (3) die Zahlen w + v' und 
wv' des Körpers A’ durch 9-1 in die Zahlen u + » und u» 
über, was zu zeigen war. Ausserdem leuchtet ein, dass der Körper 
A’ durch 9! in den vollen Körper A, nicht etwa in einen 
echten Divisor von A übergeht; denn jede in A enthaltene Zahl a 
ist wirklich das durch die Permutation 9-1 erzeugte Bild einer 
in A’ enthaltenen Zahl a‘. Wir wollen jede dieser beiden Per- 
mutationen g und 97! die umgekehrte oder inverse der anderen 
nennen, die beiden Körper A und A’ sollen conjugirte Körper, 
und je zwei einander entsprechende Zahlen a und a’ sollen con- 
Jugirte Zahlen heissen. 

Diejenige Abbildung eines Körpers A durch welche jede 
seiner Zahlen in sich selbst übergeht, genügt offenbar den Be- 
dingungen (1), (2), (3), (4) und ist folglich eine Permutation; 
wir wollen sie die identische Permutation von A nennen. Hieraus 
geht hervor, dass jeder Körper mit sich selbst conjugirt ist. 

Der in $. 159 betrachtete Körper J oder R(t) besitzt ausser 
der identischen noch eine zweite Permutation, durch welche jede 
in ihm enthaltene Zahl x + yi in die conjugirte Zahl x — yi 
übergeht. Dieselbe Permutation gilt, wenn x, y nicht auf 
rationale Zahlen beschränkt werden, sondern beliebige reelle 
Zahlen bedeuten, auch für den aus allen Zahlen bestehenden 
Körper Z. 

Wir haben im vorigen Paragraphen gesehen, dass jeder 


® Körper A auch alle rationalen Zahlen enthält; ist nun @ wieder 


eine beliebige Permutation von A, und wendet man das Gesetz (4) 
auf den Fall v—v an, so ergiebt sich, dass 1’— 1 ist, und 
hieraus folgt mit Rücksicht auf die Gesetze (1), (2), (3), (4), dass 
jede rationale Zahl des Körpers A, weil sie durch eine endliche 
Anzahl von einfachen rationalen Operationen aus der Zahl 1 
entsteht, durch die Permutation p in sich selbst übergeht. Der 
Körper R der rationalen Zahlen besitzt daher keine andere, als 
die identische Permutation. 

Ist p eine Permutation des Körpers A, so wollen wir um- 
gekehrt sagen, A gehöre zu p oder sei der zu gehörige Körper, 
oder wir wollen der Kürze halber A auch geradezu den Körper 
der Permutation g nennen, während A der durch p erzeugte 


Körper heisst. 
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Dass p und y nur verschiedene Zeichen für eine und die- 
selbe Körper - Permutation sind, werden wir durch p=» an- 
deuten; hierin liegt also, dass g und d Permutationen desselben 
Körpers A sind, und dass für jede in A enthaltene Zahl « stets 
ap —= av ist. Falls eine dieser beiden Bedingungen nicht er- 
füllt ist, nennen wir @ und » verschieden. 

Bedeutet nun ® ein System von Permutationen irgend 
welcher Körper, so wollen wir eine in allen diesen Körpern (also 
auch in ihrem grössten gemeinsamen Divisor) enthaltene Zahl 
einwerthig, zweiwerthig u. s. w. in Bezug auf ® oder zu ® nennen, 
je nachdem die Anzahl der verschiedenen Werthe, in welche sie 
durch alle diese Permutationen übergeht, — 1, 2 u. s. w. ist. 
Nach dem Obigen ist daher jede rationale Zahl einwerthig in 
Bezug auf jedes System ®; ebenso wichtig ist der folgende Satz: 

Ist ® ein System von n verschiedenen Permutationen 9, ® 
...9@n desselben Körpers A, so giebt es in letzterem unendlich 
viele Zahlen, welche n-werthig zu ® sind. 

Um dies zu beweisen, wollen wir, wenn t irgend eine Zahl 
in A bedeutet, der Kürze halber typ, = t, setzen. Ist n = 2, 
so versteht sich der Satz nach dem Obigen von selbst. Ist n>2, 
so dürfen wir annehmen, es sei schon eine Zahl a in A gefunden, 
welche durch die a — 1 Permutationen @, 3... @„ in ebenso 
viele verschiedene Zahlen a;, «@, .. : a, übergeht. Wenn nun a, 
ebenfalls von allen diesen Zahlen verschieden ist, so besitzt die 
Zahl a die im Satze ausgesprochene Eigenschaft. Im entgegen- 
gesetzten Falle, wenn z.B. «, = a, ist, wähle man aus A eine 
andere Zahl 5 aus, welche durch @,, g, in zwei verschiedene 
Zahlen db), 5, übergeht, und betrachte alle Zahlen von der Form 
y= a& + b, welche durch beliebige rationale Zahlen & erzeugt 
werden und folglich demselben Körper A angehören; da x nach 
dem Öbigen durch jede Permutation in sich selbst übergeht, so ist 
nach den Gesetzen (1) und (3) allgemein y,—a,x + b,, also auch 

Y — Y = (a — a) + (b, — b,), 
wo r, s irgend eine Combination von zwei verschiedenen Zahlen 
aus der Reihe 1, 2... n bedeutet. Für die Combination # — 1; 
s=2 ergiebt sich, dass die Zahlen y,. y, stets von einander 
verschieden ausfallen, wie auch die rationale Zahl & gewählt sein 
mag, weil @ = a,, aber 5, von 5b, verschieden ist. Für jede 
der übrigen Combinationen r, s ist a, verschieden von ü,, und 
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folglich giebt es entweder gar keine oder nur eine rationale 
Zahl &, für die y. —= y, wird; schliesst man, indem man alle 
Combinationen durchgeht, diese etwa vorhandenen Zahlen x aus, 
deren Anzahl gewiss <4n(n— 1) ist, so erzeugt jede andere 
- rationale Zahl x gewiss eine Zahl y, welche durch die n Per- 
mutationen in » verschiedene Zahlen yı, %, .... „ übergeht, was 
zu beweisen war. 

Hieraus ziehen wir noch eine wichtige Folgerung. Nach 
einem sehr bekannten Satze der Determinanten-Theorie, auf den 
wir später (in $. 167) noch einmal zurückkommen werden, ist 
das Product aller derjenigen Differenzen y, — y,, in denen r< s, 
gleich der Determinante 


I rg 5 
ee 


je jene Se) Pe ) 
deren Elemente die Potenzen (y,)* sind, wo jetzt r, s unab- 
hängig von einander alle Werthe 1,2...» durchlaufen. Diese 


Determinante ist daher in unserem Falle von Null verschieden 
Da nun y, = yy, und folglich nach dem Gesetze (3) die Potenz 
(yr)"® = (y")gY, ist, so erhält man, wenn man yr= —= a® 
setzt, den Satz: 


Sind die n Permutationen 91, 3... @n desselben Körpers 
A von einander verschieden, so giebt es in A ein System von 
n Zahlen «. ad’ ...a® der Art, dass die aus den Elementen 
a® gp, gebildete Determinante nicht verschwindet. 


8. 162. 


Nach diesen Betrachtungen, welche sich auf Permutationen 
eines und desselben Körpers beziehen, gehen wir zu der Zu- 
sammenselzung *) von zwei Permutationen p, % über, die aber 
nur dann möglich ist, wenn « eine Permutation des durch 9 
erzeugten Körpers Ag ist; im Anschluss an die einzuführende 


*) Dieselbe bildet nur einen speciellen Fall der Zusammensetzung von 
a I 10 & 1 & 1 
Abbildungen beliebiger Systeme; vergl. den Schluss in $. 2 meiner oben 
citirten Schrift, wo aber die Bezeichnungsweise eine andere ist. 
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Zeichensprache kann man zweckmässig » einen rechten Nachbar 
von p, und @ einen linken Nachbar von y nennen. Jede be- 
stimmte Zahl a des Körpers A geht durch die Permutation 9 
in eine bestimmte Zahl ap des Körpers Ay, und diese geht 
durch % in eine bestimmte Zahl (aY)Y über; man kann daher 
eine Abbildung m des Körpers A dadurch definiren, dass man 
allgemein ax = (ap)» setzt. Wendet man nun die Gesetze (1) 
und (3) des vorigen Paragraphen erst auf p, dann auf y an, so 
ergiebt sich, wie der Leser leicht finden wird, dass dieselben 
Gesetze auch für diese Abbildung x gelten, und da die Bilder 
ar offenbar nicht alle verschwinden (weil z.B. 1x = 1 ist), so 
ist x eine Permutation des Körpers A. Wir nennen sie die 
Resultante der Componenten 9, d und bezeichnen sie durch das 
Symbol 9%, wobei der Einfluss der linken oder ersten Compo- 
nente @ von dem der rechten oder zweiten Componente % durch 
die Stellung wohl zu unterscheiden ist. Die Definition dieser 
Resultante 9.) besteht nach dem ÖObigen darin, dass das aus 
jeder in A enthaltenen Zahl a erzeugte Bild 


a(pY) = (ap)y 
ist; man kann daher unbedenklich die Klammern weglassen und 
dieses Bild kurz durch apw bezeichnen. Ebenso leicht erkennt 
man, dass, wenn T'irgend ein Theil von A ist, die beiden Systeme 
T(pY) und (Tp)% vollständig identisch sind und daher kurz 
durch Tg% bezeichnet werden können. Hieraus ergiebt sich 
unmittelbar der Satz: 

Wenn zwei Körper A, A" mit einem dritten A' conjugirt 
sind, so sind sie auch mit einander conjugirt. 

Denn zufolge der Annahme giebt es eine Permutation @ von 
A, und eine Permutation $ von A’, für welche Ap— 4’, und 
A’'y = A" wird; mithin ist A(py) — Aydsit ae 
was zu beweisen war. 

Nachdem die Zusammensetzung benachbarter Permutationen 
ausführlich beschrieben ist, heben wir noch die folgenden, darauf 
bezüglichen wichtigen Sätze hervor, deren Beweise der Leser 
leicht finden wird. 

Ist 9 eine Permutation des Körpers A, so ist pp! die 
identische Permutation von A. Ist » ein rechter Nachbar von 
p, so ist y1 ein linker Nachbar von p-1, und ( ei ee 
Ist ferner %, ebenfalls ein rechter Nachbar von p, und g, ein 
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linker Nachbar von %, so folgt aus gY) — pY,, dass vd — Y,, 
und aus gy — p,%, das p — p, ist. Wenn ausserdem die 
Permutation y ein rechter Nachbar von » ist, so ist (p YV)x—=gP(Yr), 
und man kann daher diese Resultante kurz durch pyy be- 
zeichnen; hieraus ergiebt sich, wenn man dieselbe Schlussweise 
wie in $. 2 anwendet, die vollständig bestimmte Bedeutung der 
Resultante 9,9, . . . Pn-ı Pu von n Componenten 91, 2... 
Pn-1, ®n, deren jede ein rechter Nachbar der vorhergehen- 
den ist; da die Componenten nicht mit einander vertauscht 
werden dürfen, und jede immer nur mit der nächstfolgenden 
zu einer Resultante verbunden werden kann, so ist die An- 
zahl der verschiedenen Herstellungsarten dieser Resultante — 
(rn —1)(n—2)...2.1. 


8. 163. 


Ausser der eben beschriebenen Zusammensetzung benach- 
barter Permutationen haben wir nun noch die ebenso wichtigen 
- Beziehungen zu betrachten, welche zwischen den Permutationen 
eines Körpers und denen seiner Divisoren stattfinden. Ist der 
Körper A ein Divisor des Körpers M, und x eine Permutation 
des letzteren, so ist in ihr immer eine vollständig bestimmte Ab- 
bildung @ von A enthalten, welche darin besteht, dass für jede 
in A, also auch in M enthaltene Zahl « das Bild ap = an ist, 
und es leuchtet aus den Grundgesetzen in $. 161 unmittelbar 
ein, dass diese Abbildung p eine Permutation von A ist; wir 
wollen sie den auf A bezüglichen Divisor von =, und umgekehrt 
z ein Multiplum von g nennen. Offenbar ist 9! zugleich ein 
Divisor von z-!. Wenn A—=M ist, so ist natürlich auch =; 
in jedem anderen Falle, d.h. wenn A ein echter Divisor von M 
ist, wird man aber @ von = streng unterscheiden müssen *). 
Ist x wieder ein Divisor einer Permutation e, so leuchtet ein, 
dass auch ein Divisor von g ist. Ist m die identische Per- 
mutation von M, so ist & die identische Permutation von A. 
Die einzige — nämlich die identische — Permutation des Körpers 
R der rationalen Zahlen ist (nach $. 161) gemeinsamer Divisor 
aller Körper-Permutationen. Allgemein gilt der folgende Funda- 
mentalsatz: 


*, Auf diese Unterscheidung brauchte in der oben citirten Schrift ($. 2) 
kein Gewicht gelegt zu werden. 
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Bedeutet II irgend ein System von Permutationen n beliebiger 
Körper M, so bildet die Gesammtheit A aller zu II einwerthigen 
Zahlen a einen Körper, der ein gemeinsamer Divisor der Körper 
M ist; die Permutationen x haben alle einen und denselben auf A 
bezüglichen Divisor g, und jeder gemeinsame Divisor ) der Per- 
mutationen mn ist Divisor dieser Permutation @. 

Denn das Wesen einer zu II einwerthigen Zahl a besteht 
(nach $. 161) darin, dass die den sämmtlichen Permutationen x 
entsprechenden Bilder ax einen und denselben Werth besitzen, 
mithin folgt aus den Grundgesetzen (in $. 161), dass die Summen, 
Differenzen, Producte und Quotienten von je zwei solchen ein- 
werthigen Zahlen u, » ebenfalls einwerthig zu II sind; also ist 
A ein Körper. Definirt man ferner die Abbildung $ von A, 
indem man «p — az setzt, so ist @ offenbar der auf A bezüg- 
liche Divisor von jeder einzelnen Permutation x. Wenn endlich 
eine Permutation % eines Körpers B gemeinsamer Divisor der 
Permutationen =, und 5 irgend eine Zahl in B ist, so muss by 
mit jedem der Bilder 5x übereinstimmen, d.h. 5b ist eine zu II 
einwerthige Zahl; folglich ist B Divisor von A, und zugleich 
Divisor von g, was zu beweisen war. 

Da dieser Körper A, welcher ein gemeinsamer, aber keineswegs 
immer der grösste gemeinsame Divisor der Körper M ist, durch 
das System II vollständig bestimmt ist, so wollen wir sagen, A 
gehöre zu II oder sei der zu II gehörige Körper, oder wir wollen 
kurz A den Körper des Systems IT nennen, und man sieht sofort, 
dass diese Ausdrucksweise, falls II nur aus einer einzigen Per- 
mutation besteht, vollständig mit der in $. 161 eingeführten 
übereinstimmt. Die Permutation kann unbedenklich der grösste 
gemeinsame Divisor der Permutationen x genannt werden; der 
Kürze halber wollen wir aber p auch den Rest des Systems II 
oder der Permutationen x nennen. — 

Ganz anders verhält es sich dagegen mit der Existenz eines 
gemeinsamen Multiplum von gegebenen Permutationen; denn es 
leuchtet z. B. ein, dass zwei verschiedene Permutationen eines 
und desselben Körpers gewiss kein gemeinsames Multiplum haben. 
Hierauf gründet sich eine sehr wichtige Unterscheidung: die Per- 
mutationen @,b ... sollen einig (harmonisch) oder uneinig heissen, 
je nachdem sie ein gemeinsames Multiplum besitzen oder nicht. 
Beschränken wir uns auf die Betrachtung von zwei einigen Per- 
mutationen p, d der Körper A, B, und bezeichnen mit g ein 
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gemeinsames Multiplum von @, », so ist der zu o gehörige Körper 
ein gemeinsames Multiplum von A,B und folglich auch von 
AB; bedeutet ferner a jede in A, b jede in B enthaltene Zahl, 
und x den auf AB bezüglichen Divisor von @, so ist ap — ao 
—=am,by—bu—= br, und folglich ist m ebenfalls ein gemein- 
sames Multiplum von @, ®. Da nun jede bestimmte Zahl m des 
Körpers AP (nach $. 160) durch eine endliche Menge von 
Zahlen a, 5 rational darstellbar ist, und das Bild mx (nach den 
Grundgesetzen jeder Permutation) auf dieselbe Weise aus den 
Bildern az, br, also aus den Zahlen ag, by abgeleitet wird, so 
ergiebt sich, dass die Permutation x des Productes AB durch 
die Permutationen 9, $» der Factoren A, B vollständig bestimmt, 
also gänzlich unabhängig von der Auswahl der obigen Permu- 
tation e ist. Diese Permutation x, welche folglich Divisor von 
Jedem gemeinsamen Multiplum e der Permutationen 9, % ist, kann 
daher ihr Kleinstes gemeinsames Multiplum oder kürzer ihre 
Union*) genannt werden. 

Umgekehrt, wenn z eine Permutation eines Productes AB, 
und 9, y die auf A, B bezüglichen Divisoren von x bedeuten, so 
sind diese Permutationen 9, vu offenbar einig, und x ist ihre Union. 
Zugleich leuchtet ein, dass (AB) = (Ar)(Br)—= (Ay)(By), 
und dass x! die Union von 9%, y-i ist. Sind ausserdem gı, 
ü, zwei einige Permutationen der Körper Ay, Dy, und m, ihre 
Union, so erkennt man leicht, dass die Resultanten 99, Yy, 
ebenfalls einig sind, und dass die Resultante mx, ihre Union ist. 

Auf diesen Betrachtungen, die genau ebenso für Systeme von 
mehr als zwei, ja von unendlich vielen einigen Permutationen 
gelten, beruht endlich noch der folgende Begriff. Ein System 
von beliebigen (einigen oder uneinigen) Permutationen 

Pı1 Pa, Pi -.- 
und ein System von correspondirenden Permutationen 

Pi, 92, Pa +.» 
sollen conjugirte Systeme heissen, wenn je zwei correspondirende 
Glieder p,, g; Permutationen eines und desselben Körpers A, 
sind, und wenn zugleich die resultirenden Permutationen 


*) Ich würde das Wort Product vorziehen, wenn dasselbe nicht von 
manchen Schriftstellern schon bei der Zusammensetzung von Substitutionen 
in dem Sinne benutzt wäre, wofür ich oben (8. 162) den ebenfalls ge- 
bräuchlichen Namen Resultante gewählt habe. 
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pP PrTYyo PP > 
einig sind. Aus dem Vorhergehenden ergiebt sich dann sofort 
der Satz, dass zwei mit einem dritten conjugirte Systeme von 
Permutationen auch mit einander conjugirt sind. Der Nutzen, 
welchen diese und die früher entwickelten Begriffe gewähren, 
würde freilich erst bei einer ausführlicheren, ins Einzelne gehen- 
den Darstellung der Algebra deutlich erkennbar werden. 


UR 
je 
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Für die genaue Untersuchung der Verwandtschaft zwischen 
den verschiedenen Körpern — und hierin besteht der eigentliche 
Gegenstand der heutigen Algebra — bildet der folgende Be- 
griff”) die allgemeinste und zugleich einfachste Grundlage: 

Ein System 7 von m Zahlen @,, @, ... @, heisst reducibel 
in: Bezug auf einen Körper A, wenn es m Zahlen a,, @ ... Gm 
in A giebt, die der Bedingung 


d, 0, 4,0 + .:°+ mm 0 


genügen und nicht alle verschwinden; im entgegengesetzten Falle 
heisst das System T irreducibel nach A. Je nachdem der erstere 
oder letztere Fall stattfindet, werden wir auch sagen, die 
m Zahlen @,, @ ... @, seien von einander abhängig oder un- 
abhängig (in Bezug auf A). 

Ist A ein Divisor des Körpers 2, so leuchtet ein, dass jedes 
in Bezug auf A reducibele System auch reducibel nach B, und 
jedes nach B irreducibele System auch irreducibel in Bezug auf 
A ist. Bei den zunächst folgenden Bemerkungen werden aber 
alle Systeme 7’ immer auf einen und denselben Körper A be- 
zogen, und es wird deshalb erlaubt sein, diese Beziehung un- 
erwähnt zu lassen, 

Jedes irreducibele System besteht aus lauter von einander 
und von Null verschiedenen Zahlen, und ein aus einer einzigen 
Zahl bestehendes System ist dann und nur dann irreducibel, 
wenn diese Zahl von Nnll verschieden ist. 


*) Vergl. Dirichlet: Verallgemeinerung eines Satzes aus der Lehre von 
den Kettenbrüchen nebst einigen Anwendungen auf die Theorie der Zahlen. 
(Berliner Monatsberichte, April 1842, oder Dirichlet’s Werke, Bd. 1, 8. 633.) 
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Ein reducibeles oder irreducibeles System behält diesen 
Charakter, wenn die Zahlen desselben mit einem beliebigen ge- 
meinsamen, von Null verschiedenen Factor multiplicirt werden. 

Fügt man zu einem reducibelen Systeme noch eine oder 
mehrere Zahlen hinzu, so bleibt das System reducibel; jeder 
Theil eines irreducibelen Systems ist irreducibel. 

Von besonderem Interesse ist die folgende Anwenduug des 
obigen Begriffes. Wir sagen, eine Zahl 9 sei algebraisch in Bezug 
auf den Körper A, wenn sie die Wurzel einer endlichen alge- 
braischen Gleichung von der Form 

0% es A ia = En nr AR) 700 
ist, deren Coeffieienten a, dem Körper A angehören. Dieselbe 
Eigenschaft können wir jetzt so aussprechen, dass de n +1 
Potenzen 0", 9°=1...6,1 ein nach A reducibeles System bilden. 
Unter allen positiven Exponenten n, für welche diese Reduci- 
bilität besteht, muss es nun einen Äleinsten n geben, in der 
Weise, dass das System der n Potenzen 91,..0,1 irreducibel 
ist, aber durch Hinzufügung von 6* reducibel wird; diese natür- 
liche Zahl » wollen wir den Grad der Zahl 0 in Bezug auf A 
nennen, und wir sagen kurz, (4) sei eine (algebraische) Zahl n ten 
Grades in Bezug auf A. Ist n = 1, so ist (0 offenbar in A ent- 
halten, und umgekehrt ist jede Zahl des Körpers A algebraisch 
vom ersten Grade in Bezug auf A. 

Kehren wir jetzt zu dem allgemeinen Falle zurück und 
nehmen wir an, das obige System der m Zahlen ®,, ® ... On 
(die nicht alle verschwinden) sei reducibel, so wird offenbar ein 
Theil dieses Systems, der etwa aus den » Zahlen @,, @ ... @y 
bestehen mag, irreducibel sein, während jede der übrigen m—n 
Zahlen @y41, @n42 :.. @m mit jenen ein reducibeles System 
bildet. Wir wollen nun allgemein mit & jede Zahl bezeichnen, 
welche von den Zahlen @,, @ ... ®„ abhängig ist, d.h. welche 
mit diesen Zahlen ein reducibeles System bildet; es leuchtet ein, 
dass jede solche Zahl ® stets und nur auf eine einzige Art in 
iD 0 == h, 0, cz N, @, a 2 hn Om (1) 
darstellbar ist, wo die Üoefficienten h,. hy. I In Zahlen des 
Körpers A bedeuten, und dass umgekehrt jede in dieser Form 
darstellbare Zahl abhängig ist von den n Zahlen 91, @ ... On, 
Die Gesammtheit 2 aller dieser Zahlen » nennen wir eine Schaar 

30* 
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(in De auf A); das System der n bestimmten Zahlen o,, 
Gy... 0, heisst eine (irreducibele) Basis der Schaar 2, und 
diese n Zahlen o, selbst heissen die Glieder oder Elemente dıeser 
Basis. Zu jeder in 2 enthaltenen Zahl » gehören dann n völlig 
bestimmte Zahlen h,, ha... h„ des Körpers A, die in der Dar- 
stellung (1) von © auftreten und die Ooordinaten von © in Bezug 
auf diese Basis’ heissen sollen. Die charakteristischen en 
schaften einer solchen Schaar 2 sind die folgenden: 


I. Die Zahlen in 2 reprodweiren sich durch Addition und 
Subtraction, d. h. die Summen und Differenzen von je zwei solchen 
Zahlen sind ebenfalls Zahlen in 2 

II. Jedes Product wus einer Zahl in 2 und einer Zahl in A 
ist eine Zahl in 2. 

III. Es giebt n von einander unabhängiye Zahlen in 2, aber 
jen + 1 solche Zahlen sind von einander abhängig. 

Nur der zweite Theil dieser letzten Eigenschaft bedarf noch 
einer Begründung, und wir dürfen dabei annehmen, dass sie für 
jede ähnliche Schaar, deren Basis aus weniger als n Gliedern 
besteht, schon bewiesen sei. Nimmt man nun » + 1 beliebige 
Zahlen &, &, &%...c&, aus 2, so sind sie, falls eine von ihnen, 
z. B. == 0 ist, gewiss von einander abhängig; im entgegen- 
gesetzten Falle dürfen wir voraussetzen, dass z. B. die erste 
Coordinate der Zahl & nicht verschwindet; dann kann man offen- 
bar n Zahlen &,,c,...c„ in A so bestimmen, dass die erste 
Coordinate von jeder der n Zahlen 


4 + a, a + G&...0. + 65d 
verschwindet*); diese n Zahlen gehören dann einer Schaar an, 
deren Basis aus nur n— 1 Zahlen ©, & ... ou besteht, und 
sind folglich von einander abhängig; es giebt daher n Zahlen 
G,@y...a, in A, die nicht alle verschwinden, und welche der 
Bedingung 

ta) tl te) +... + An (in + Ca) —=.0 
genügen, und da auch die Summe aa, +9% +--:+a, Ca 
in A enthalten ist, so folgt hieraus, dass die n + 1 Zahlen 


% &%, %y ... 0% wirklich von einander abhängig sind, was zu 
beweisen war. 


*) Im Falle n—1 ist hierdurch allein die Behauptung scücn erwiesen. 
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Umgekehrt, wenn ein Zahlensystem 2 die obigen drei Eigen- 
schaften I, II, II besitzt, so folgt aus der letzten, dass, nachdem 
man n von. einander unabhängige Zahlen ®,, ©,... oo, aus 2 
gewählt hat, jede in 2 enthaltene Zahl ® gewiss von der Form 
(1) ist; sodann folgt aus II und I, dass auch jede in der Form (1) 
enthaltene Zahl © dem System 2 angehört. Also sind wirklich 
diese drei Eigenschaften charakteristisch für die aus allen Zahlen 
@o von der Form (1) bestehende Schaar 2. 

Zugleich leuchtet hieraus ein, dass jedes aus n solchen 
Zahlen © bestehende irreducibele System ebenfalls als eine 
Basis von 2 angesehen und benutzt werden kann; mit jedem 
Uebergange von einer Basis zu einer anderen ist offenbar eine 
Transformation der Coordinaten aller Zahlen & verbunden, ähn- 
lich wie in der analytischen Geometrie. Auf die Auswahl einer 
solchen neuen Basis bezieht sich der folgende wichtige Satz, von 
dem wir, wenn auch erst später, oft Gebrauch zu machen haben 
werden. 

IV. Ein beliebiges System von n Zahlen der Schaar 2 ist 
reducibel oder irreducibel, je nachdem die aus ihren Coordinaten 
gebildete Determinante verschwindet oder nicht verschwindet. 

Um dies zu beweisen, betrachten wir ein beliebiges System 
von n Zahlen &,, % ...&,, diein 3 enthalten, also von der 
Form 

&, = d,,1@ı] Fr 4,203 Fiese Ar,n On 
sind, und bezeichnen mit a die aus den Coordinaten a,,, gebil- 
dete Determinante. Bilden nun diese n Zahlen «, ein reduci- 
beles System, so giebt es n Zahlen z,, & ... x, in A, die nicht 
alle verschwinden und die der Bedingung 
m + u + + in — 0 

genügen; ersetzt man hierin die n Zahlen «,. durch die vor- 
stehenden Ausdrücke, so müssen, weil die » Zahlen ®, von ein- 
ander unabhängig sind, die in A enthaltenen n Summen 


A1,s &ı m dy,s X) E + Ans I = 0 
sein, und hieraus folgt bekanntlich, dass jedes der Producte 
a&X,, A&y... G%n, also auch a selbst verschwindet. Bilden aber 
die n Zahlen «a, ein irreducibeles System, also auch eine neue 
Basis von 2, so sind die n Zahlen o, darstellbar in der Form 


DI bi, % En b2,s &s + re + Di, 2.0 
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wo wieder alle Coefficienten 5,,,, deren Determinante wir mit 5b 
bezeichnen, in A enthalten sind. Substituirt man diese Darstel- 
lungen der Zahlen ®, in den obigen Ausdruck für «,, so folgt, 
dass jede der in A enthaltenen n? Summen 

dy,ı ba,ı en Qr,2ds,2 +... + ir nd, n == 1 or U 
ist, je nachdem r, s gleich oder verschieden sind; nach dem be- 
kannten Satze über die Multiplication der Determinanten folgt 
bieraus ad — 1, mithin ist « von Null verschieden, was zu be- 
weisen war. — 

Wir wenden uns nun zu der wichtigen Frage: wann ist eine 
solche, durch die Eigenschaften I, II, III charakterisirte Schaar 
% ein Körper? Soll dies der Fall sein, so müssen alle Producte 
@,@, aus je zwei Elementen der Basis ebenfalls in 2 enthalten, 
also muss ; 

0,0: —=.00, + 050 +: + da 
sein, wo alle Coefficienten a”;* Zahlen des Körpers 4 bedeuten *). 


Sind diese Bedingungen erfüllt, so leuchtet ein, dass die Zahlen 
o der Schaar 2 sich nicht nur (zufolge I) durch Addition und 
Subtraction, sondern auch durch Multiplication reproduciren; ist 
ferner & eine beliebige, aber von Null verschiedene Zahl in 2, 
so bilden die n Producte &o», gewiss ein irreducibeles System, 
und da sie ebenfalls in 2 enthalten sind, so können sie als eine 
neue Basis von & dienen; mithin ist jede Zahl ® auch dar- 
stellbar in der Form: 
a—a(ko, + m, +... + Knon), 

wo die n neuen Coordinaten k, wieder dem Körper A angehören, 
und folglich ist auch jeder Quotient von zwei Zahlen ®, « der 
Schaar 2 wieder eine Zahl in&. Wir haben daher folgenden 
Satz gewonnen: 

V. Die erforderlichen und hinreichenden Bedingungen dafür, 
dass die Schaar & ein Körper ist, bestehen darin, dass alle Pro- 
ducte aus zwei Elementen einer Basis von 9 wieder in @ ent- 
halten sind. 


*) Zufolge der allgemeinen Gesetze ws — ws@r und (w @s) wt 
== ®r (wswt) müssen diese Üoefficienten gewisse Bedingungen erfüllen, die 
wir aber hier nicht weiter zu verfolgen brauchen. Vergl. 8. 159 der 
zweiten Auflage (1871) dieses Werkes und meinen Aufsatz: Zur Theorie 
der aus n Haupteinheiten gebildeten eomplexen Grössen (Nachrichten von 
der Göttinger Ges. d. W. 1885. S. 141). 


$. 164. Allgemeine Zahlentheorie. 471 


Jede Basis der Schaar & nennen wir nun auch eine Basis 
des Körpers 8 in Bezug auf A. Da dieser Körper Q gewiss die 
Zahl 1 enthält, so ergiebt sich aus II der Satz: 


VL Ist die Schaar & ein Körper, so ist A ein Divisor von 2. 


Da ferner, wenn & eine beliebige Zahl dieses Körpers 2 
bedeutet, auch alle Potenzen ®2, @ ... in & enthalten sind, so 
bilden zufolge III die n + 1 Zahlen o*,@”-1.,. o, 1 gewiss ein 
reducibeles System, was wir so aussprechen können: 


VI. Ist die Schaar 2 ein Körper, so ist jede darin ent- 
haltene Zahl algebraisch in Bezug auf A und zwar höchstens 
vom Grade n. 


Wir betrachten jetzt zwei Körper A, B und nelimen an, es 
gebe n Zahlen ®,, @; ... o, in DB, die ein nach A irreducibeles 
System bilden, aber jedes System von n + 1 Zahlen des Körpers 
B sei reducibel; da jeder Theil eines irreducibelen Systems eben- 
falls irreducibel ist, so kann es nur eine einzige solche Anzahl n 
geben; in diesem Falle sagen wir, der Körper B sei endlich und 
vom (Grade n ın Bezug auf A, und bezeichnen dies durch die 
Gleichung*) 

(BA) EN, 
Zunächst leuchtet ein, dass der Fall n = 1 dann und nur dann 
eintritt, wenn B Divisor von A ist; die beiden Gleichungen 
(Brei DA 

sind daher gleichbedeutend. Für einen beliebigen Grad n ergiebt 
sich, dass B in der Schaar 2 enthalten ist, welche aus allen 
Zahlen & von der Form (1) besteht, und da alle Producte ®, ®, 
in B, mithin auch in 8 enthalten sind, so ist & (nach V, VI) 
ein Körper, und zwar ein Multiplum von AB; da ferner jede 
Zahl & rational aus Zahlen %, des Körpers A und Zahlen o@, 
des Körpers B gebildet und folglich in AZ enthalten ist, so 
ergiebt sich, dass 2 auch ein Divisor von AB, mithin & — AB 
ist. Wir können also folgenden Satz aussprechen: 

VIU. Ist B ein Körper n!”®* Grades in Bezug auf den 
Körper A, so ist auch 


*) In dieser Bedeutung habe ich das Symbol (B, A) zuerst benutzt auf 
S, 21 der Literaturzeitung im Jahrgang 18 von Schlömilch’s Zeitschrift 
für Mathematik und Physik (1873). 
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und jedes nach A irredueibele System von n Zahlen in B oder in 
AB bildet eine Basis der Schaar AB in Bezug auf A. 


Zugleich ergiebt sich (aus VII), dass alle Zahlen in AB, 
also auch alle Zahlen in B ulgebraisch in Bezug auf A sind, und 
zwar höchstens vom Grade n; dass es in B auch Zahlen nte 
Grades giebt, könnte zwar schon jetzt bewiesen werden, doch 
wollen wir, weil dies später (in 8. 165, VI) sich ganz von selbst 
ergeben wird, für jetzt darauf verzichten und nur die folgende 
Umkehrung beweisen; 

IX. Ist 8 eine ulgebraische Zahl nt Grades in Bezug auf 
A, und B der Körper R(6), welcher aus allen durch 0 rational 
durstellbaren Zahlen besteht, also AB — A (6), so ist (B,A)—=n, 
und die n Potenzen 0", 9? ...6, 1 bilden eine Basis von A(0) 
in Dezug auf A. 

Hierzu betrachten wir die Schaar 2& aller Zahlen »& von der 
Form 

o—_hMi + Rh Rat + Rn 

deren Coordinaten h, beliebige Zahlen in A sind. Da (nach An- 
nahme) die Potenz 6* in & enthalten ist, so gilt dasselbe 
(nach II, 1) von A,4” und von jedem Producte »6, also auch 
von allen höheren Potenzen Hrt1, "+2 .,.,; mithin sind alle 
Producte aus je zwei Gliedern der Basis ebenfalls in 2 enthalten, 
und folglich ist & (nach V) ein Körper. Da dieser Körper & 
ein Multiplum von A ist und die Zahl 4 enthält, so ist er auch 
ein Multiplum von A(6) und folglich — A(9), weil umgekehrt 
jede Zahl ® gewiss in A(#) enthalten ist. Der Körper A(6) oder 
AB ist daher vom Grade n in Bezug auf A, und dasselbe eilt 
folglich auch vou B, was zu beweisen war. 

Hieran knüpfen wir die folgenden Bemerkungen. Bedeutet £ 
eine Fariabele, und bezeichnen wir mit FÜ, fl. AHA: .. 
ausschliesslich solche ganze Functionen von f, deren Coeffhcienten 
im Körper A enthalten sind, so sind die Summen, Differenzen, 
Producte derselben ebenfalls solche Functionen, und durch Divi- 
sıon von f,(£) durch f(t) entspringt eine Identität von der Form 
AV eFHAL + Ft), wo der Rest Ft) von niedrigerem 
Grade als f(t), oder idehtisch‘= 0 wird, falls f, (£) durch /® 
theilbar ist. Hat nun # dieselbe Bedeutung wie im vorstehenden 
Satze, so giebt es eine und nur eine Function nten Grades 
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welche zugleich mit ? — U verschwindet und folglich durch die 
Zahl 6 (und A) vollständig bestimmt ist. Bezeichnet man mit 
Ft) jede Function, deren Grad <n ist, so wird nur dann 
F(6) = 0, wenn identisch F(t) =0 ist. Ist daher /, (0) = 0, 
so muss f (f) durch f(t) theilbar sein. Die Function f(t) selbst 
kann durch keine Function Ft) theilbar sein, weil aus f(f) 
= Ftt)F,(t) und f(6) = 0 entweder F(#) = 0 oder F,(#) = 0 
folgen würde, was unmöglich ist. Eine solche Function ff), 
deren Coefficienten in A enthalten sind, und welche durch keine 
ähnliche Function niedrigeren Grades theilbar ist, heisst irredu- 
cibel oder eine Primfunction in Bezug auf A, und ebenso heisst 
auch die "Gleichung f(6) = 0 irreduecibel. Der Körper A) be- 
steht aus allen Zahlen » von der Form F(), und jede solche 
Zahl & kann auch nur auf eine einzige Weise in der Form F(6) 
dargestellt werden. 

Hierauf gehen wir zur Betrachtung von drei Körpern A,B, C 
über und stellen folgenden Satz*) auf: 

X. Ist B endlich in Bezug auf A, und Ü endlich in Dezug 
auf AB, so ist auch BC endlich in Bezug auf A, und 

(BC, A) = (C, AB)(B, A). (4) 

Bilden nämlich, wenn (B, A) = n und (0,A4.Bb) = p gesetzt 
wird, die n Zahlen », in B ein irreducibeles System nach A, 
und die p Zahlen r, in C ein irreducibeles System nach AB, so 
bilden, wie man leicht sieht, die np Producte @,r, eine irredu- 
cibele Basis des Körpers ABU in Bezug auf A, was zu be- 
weisen war. 

Am häufigsten tritt der Fall auf, wo B Multiplum von A 
und zugleich Divisor von Ü, also AB = B: BC =, um 
folglich 

| (0,4 = (0, B) (B, 4) (6) 
ist. Ausserdem folgt aus dem Satze X, dass jedes Product aus 
zwei oder mehreren, in Bezug auf A endlichen Körpern wieder 
ein solcher Körper ist. Sind nun 4, n irgend zwei algebraische 
Zahlen in Bezug auf A, so sind (nach IX) die Körper R($), R(n) 
endlich in Bezug auf A, und folglich gilt dasselbe von ihrem 
Producte R(6,n); mithin sind auch die in dem letzteren ent- 


*) Vergl. das vorhergehende (itat. 
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haltene Summe, die Differenz, das Product und der Quotient 
von 0,n algebraisch in Bezug auf A, und folglich ist der In- 
begriff aller in Bezug auf A algebraischen Zahlen ein Körper. 

Es ist vortheilhaft, dem Symbol (B, A) auch dann eine Be- 
deutung beizulegen und zwar (5, A)—=0 zu setzen*), wenn 5b 
nicht endlich in: Bezug auf A ist. Hierdurch erreicht man 
nämlich, wie der Leser leicht finden wird, dass die in den beiden 
Gleichungen (2), (4) enthaltenen Sätze ohne jede Voraussetzung 
für beliebige Körper A, B, C gelten. Vertauscht man nun die 
letzteren mit einander, so erhält man gewisse Reciprocitäten und 
andere Beziehungen, wie z. B. 


(B, 0) (0, 4) (4, B)= (C, B) (A, C) (B, A), (6) 


deren tiefere Bedeutung aber erst durch die nachfolgenden Unter- 
suchungen erkannt werden kann. 


8. 165. 


Wir verbinden jetzt die in den vorhergehenden Paragraphen 
erklärten Begriffe mit einander und nehmen an, der Körper A 
sei ein Divisor des Körpers M, und x sei eine Permutation des 
letzteren; der Kürze wegen bezeichnen wir, wenn & irgend eine 
Zahl in M bedeutet, mit ®’ die conjugirte Zahl ox. Bilden nun 


die in M enthaltenen m Zahlen o,, ®, ... ©, ein nach A redu- 
cibeles System T\, giebt es also m Zahlen a,, a, ... a. in A, die 


der Bedingung 
4,0 +: + Anm —=O 
genügen und nicht alle verschwinden, so folgt hieraus, weil 
Du 0 18h, auch 
a,o, Tayoa, +: - + a nam 0, 

und da einer von Null verschiedenen Zahl a in A immer eine 
von Null verschiedene Zahl a’ in Az entspricht, so ist das in 
Mn enthaltene, aus den m Zahlen ®',,®', ... o'„ bestehende 
System Tr reducibel in Bezug auf Ar. Da ferner jede Zahl w’ 
des Körpers Mx durch die inverse Permutation x-! in eine 
Zahl & des Körpers M ühergeht, so ist umgekehrt das System 7 


$ i 
) Wenn man es vorzieht, so mag man (B, A) = w setzen, was im 
Wesentlichen denselben Erfolg hat. 
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gewiss reducibel nach A, wenn das System 7'x reducibei nach 
Az ist. Wir können daher folgenden Satz aussprechen: 


I. Ist der Körper M ein Multiplum des Körpers A, und x 
eine Permutation von M, so wird, je nachdem das in M enthaltene 
System T reducibel oder ürreducibel nach A ist, das System T’x 
auch reducibel oder irreducibel nach An sein. 


Wenden wir dies auf den Fall an, wo M das Product der 
beiden Körper A, B ist, so ergiebt sich unmittelbar der Satz: 


I. Ist x eine Permutation des Productes AB der beiden 
Körper A, B, so ist 
(B, A) = (Ba, An). 
Hierauf schreiten wir zum Beweise des folgenden Funda- 
mentalsatzes: 


Ill. Ist der Körper B endlich in Bezug auf den Körper A, 
und. p eine Permutation von A, so ist der Grad (B, A) die Anzahl 
aller derjenigen verschiedenen Permutationen x des Productes AB, 
welche Multipla von p sind. Zugleich ist A der Körper und- 
der Rest des Systems II dieser Permutationen x. 


Derselbe leuchtet für den Fall (5, A) = 1 unmittelbar ein, 
weil dann B ein Divisor von A, also AB= A, mithin noth- 
wendig z=g sein muss. Um ihn allgemein zu beweisen, wenden 
wir die vollständige Induction an; wir nehmen an, er sei schon 
für alle Fälle bewiesen, wo der Grad (B, A) < n ist, und zeigen, 
dass er dann auch für (B, A) = n gilt. 

Hierbei müssen wir zwei Fälle unterscheiden, deren erster 
dann eintritt, wenn es einen dritten Körper X giebt, der ein 
echter Divisor von AB und zugleich ein echtes Multiplum von A 
ist. Setzen wir (AB, K)=p;, (K,A) =q, so ist (nach den 
Sätzen VII und X m & 164) nn = (3,4) = (48,4) = 
(AB, K)(K,A)—=pg, und da K verschieden von AB und A 
ist, so ist jeder der beiden Grade p, g>1 und folglich auch < N. 
Nach unserer Annahme giebt es daher g und nur gq verschiedene 
Permutationen 

Kır ka» Ka 
des Körpers AK — K, welche Multipla von p sind, und wenn 
Xr irgend eine dieser Permutationen ist, so giebt es p und nur 
p verschiedene Permutationen 
My, Ar,2 + -« Anp 
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des Körpers ABK AB, welche Multipla von y, sind, und 
jede dieser Permutationen #,, ist (nach 8. 163) zugleich Multi- 
plum von @. Da ferner jeder Permutation = des Körpers AB, 
welche Multiplum von g ist, immer eine und nur eine Permu- 
tation y von K entspricht, welche Divisor von x und folglich 
ebenfalls Multiplum von g ist, so sind die oben erhaltenen 
n Permutationen #, ,, welche den q Werthen r und den » Werthen 
s entsprechen, alle von einander verschieden, und ausser diesen 
n Permutationen m, , kann es keine andere Permutation x von 
AB geben, die ein Multiplum von p wäre. Also ist in diesem 
Falle unser Satz über die Anzahl der Permutationen x bewiesen. 

Im entgegengesetzten zweiten Falle, wo es keinen körper X 
von der obigen Beschaffenheit giebt, wählen wir aus BD (oder 
auch aus AB) eine nicht in A enthaltene Zahl #, was stets 
möglich ist, weil n> 1, also B nicht Divisor von A ist. Dann 
muss der aus A durch Adjunction von # erzeugte Körper 
A(0) = ADB sein, weil er Divisor von AB und zugleich Multi- 
plum von A, aber verschieden von A ist, und die in Bezug auf 
A algebraische Zahl 9 ist (nach IX in $. 164) gewiss vom Grade 
n = (B, A); der Körper A (6) besteht aus allen Zahlen & von 
der Form 


Lu F (0) ——zun aaa un uz ai + De + In-ı0 e Ins (1) 


wo die n Coefficienten oder Coordinaten x willkürliche Zahlen in 
A bedeuten, und zwar ist jede Zahl & nur auf eine einzige Art 
so darstellbar, weil die n Potenzen Gr-1 ,.. 4,1 ein nach A 
irreducibeles System bilden. Die Zahl # ist die Wurzel einer 
bestimmten, nach A irreducibelen Gleichung 
Ser +, ti? 4... 410m —=0, (2) 
deren Covefficienten a, zugleich die Coordinaten der Zahl — pm 
sind*), 
Wir suchen nun alle etwa vorhandenen Permutationen x 
dieses Körpers A(#), welche Multipla von der gegebenen Per- 
mutation p des Körpers A sind. Der Einfachheit halber setzen 


wir, wenn x irgend eine Zahl in A bedeutet, die aus ihr durch 
p erzeugte, also gegebene Zahl 


oe (3) 


> *) Es ist gut, zu bemerken, dass alles Folgende für jeden solchen 
Körper A(6) gilt, der aus einer Zahl 8 vom Grade n entspringt. 
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dann muss, weil m ein Multiplum von p sein soll, auch 

a (4) 
‚sein, und da alle Zahlen « des Körpers AB rational aus Zahlen 
x und der einzigen Zahl # gebildet sind, so wird die Permutation 


x vollständig bestimmt sein, sobald auch 9x bekannt ist; setzen 
wir der Kürze halber diese Zahl 


6x=n, (5) 


so folgt aus (1) und (2), dass jede in der Form (1) dargestellte 
Zahl « durch x in die zugehörige Zahl 


Er Hhnit re Haganten (B) 
übergeht, und dass n eine Wurzel der bestimmten Gleichung 
iD ert+td4m? ta? + --- + aa ntad„=0 (7) 
sein muss. Umgekehrt, wenn n eine bestimmte Wurzel dieser 
Gleichung (7) bedeutet, so ist, weil jede Zahl « des Körpers 
A(6) stets und nur auf eine einzige Weise in der Form (1) dar- 
stellbar ist, durch das Gesetz (6), worin (4) und (5) als specielle 
Fälle enthalten sind, eine Abbildung x dieses Körpers vollständig 
bestimmt, und wir wollen jetzt beweisen, dass dieselbe wirklich 
eine Permutation ist. Hierzu brauchen wir (nach 8. 161) nur zu 
zeigen, dass für je zwei Zahlen «, 8 des Körpers AB die beiden 
Gesetze 

(«+ B)a=on + Pa (8) 

(ad) — (ar)(Pr) (9) 

gelten. Bezeichnet man mit y, die Coordinaten von ß, so sind 
x, + y, diejenigen von « + ß; da nun 9 eine Permutation von 
A, also (x, + 9.) —= x’, + Y', ist, so ergiebt sich aus (6) un- 
mittelbar das Gesetz (8). Da dasselbe natürlich auch für Summen 
von mehr als zwei Gliedern gilt, und da jede Zahl 8 eine Summe 
von Producten ist, deren Factoren theils in A enthalten, theils 
— 6 sind, so erkennt man leicht, dass das Gesetz (9) nur noch 
für die beiden Fälle zu beweisen ist, wo ß entweder eine belie- 
bige Zahl y des Körpers A oder — 4 ist. Da nun die Üoordi- 
naten yx, des Productes &y durch die Permutation p in (yar)' 
— fx’, übergehen, so folgt aus (6) der erste Fall (ay)= — (um) yı 
und ebenso leicht ergiebt sich der zweite Fall («H)ax = (am)n, 
wenn man bedenkt, dass zufolge (2), (6), (7) auch (H*)x = 1? ist. 
Hiermit ist (der Beweis geliefert, dass jeder Wurzel n der 
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Gleichung (7) wirklich eine durch (6) definirte Permutation 
des Körpers AB entspricht, welche ein Multiplum von @ ist *), 

Zugleich folgt aus dem Satze I, dass die n» Potenzen 
m...n,1 ein irreducibeles System in Bezug auf den Körper 
Ar — Ag bilden. Nun giebt es nach dem zuerst von Gauss 
bewiesenen Hauptsatze der Algebra im Allgemeinen n verschie- 
dene Wurzeln 7 der Gleichung (7), und ihre Anzahl ist bekannt- 
lich nur dann kleiner als n, wenn wenigstens eine dieser Zahlen 
n zugleich der Bedingung 


NN r (n —1)a', 9"? + (n— 2) Eat 


genügt; da dies aber mit der eben bewiesenen Irreducibilität im 
Widerspruch stehen würde, so hat die Gleichung (7) wirklich 
n verschiedene Wurzeln n, und es giebt folglich genau n ver- 
schiedene Permutationen x des Körpers AB, welche Multipla 
von @ sind, was zu beweisen war. 

Nachdem hiermit der Satz III, soweit er von der Anzahl 
der Permutationen x handelt, allgemein bewiesen ist, können 
wir auch seinen letzten Theil leicht erledigen. Denn wenn X 
den Körper, und y den Rest des Systems II bedeutet, so besteht 
K (nach 8. 163) aus allen zu 7I einwerthigen Zahlen, ist also 
Multiplum von A und Divisor von AD, und seine Permutation x 
ist Multiplum von 9; setzt man wieder (AB, K)=p, (K, A)==q, 
so ist % — pg, und nach dem schon bewiesenen Theile des Satzes 
ist p die genaue Anzahl derjenigen verschiedenen Permutationen 
von AB, welche Multipla von x sind; unter diesen befinden sich 
aber gewiss die n Permutationen x, und folglich ist p>n, mithin 
Y=ng=lh,K=A g==9, was zu beweisen war — 

Nachdem der Fundamentalsatz III vollständig bewiesen ist, 
bemerken wir zunächst. dass die auf 3 bezüglichen Divisoren % 
der n Permutationen x ebenfalls von einander verschieden sind, 
weil (nach $. 163) jede Permutation x des Productes AB um- 


*) Bedeuten (wie in $. 164) ft), Ft), fi(t) .. .. ganze Functionen der 
Variabelen t, deren Coetficienten e in A enthalten sind, und gehen. aus 
ihnen resp. die Functionen f(f), F(), hh() .. . dadurch hervor, dass jeder 
Coefticient e durch e' = cy ersetzt wird, so folgen, weil p eine Permu- 
tation von A ist, aus den Identitäten Fi) + F,() = Fy(t), F(t) F\& 
= FÜVAG&+F;() immer die Identitäten FH+-HW=-M, FG) Be) 
= fehl) +%,(t). Hierin liegt offenbar ein Beweis der Gesetze (8) und 
(9), von welchem der oben im Text gegebene nur eine Umschreibung ist. 
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gekehrt durch ihre auf A, B bezüglichen Divisoren 9,» voll- 
ständig bestimmt ist. Der Körper des Systems % dieser n mit 
p einigen Permutationen % ist, wie unmittelbar einleuchtet, der 
grösste gemeinsame Divisor D von A, B, und der Rest von # 
ist der auf D bezügliche Divisor von g. 

Ist ferner 9’ ebenfalls eine Permutation von A, also @-1p 
eine Permutation von A, und If’ das System derjenigen n Per- 
mutationen x’ von AB, welche Multipla von g’ sind, so sind, 
wenn z eine bestimmte Permutation in II bedeutet, die n Per- 
mutationen a!’ des Körpers (A B)x verschieden und zugleich 
Multipla von @=79’ (nach 8. 163), und da der Körper (AB) 
zufolge II vom Grade n in Bezug auf Ay ist, so kann es zu- 
folge III ausser diesen » Permutationen x-!z’', durch welche 
(AB)x in die n Körper (AB)x’ übergeht, und deren Complex 
zweckmässig durch x! II’ bezeichnet wird, keine andere Per- 
mutation von (AB)rx geben, die zugleich Multiplum von g-1g'’ 
wäre; es ist also Ag der Körper, g-!9'’ der Rest des Systems 
aılI. — 

Von jetzt ab wollen wir nur noch den speciellen Fall be- 
trachten, in welchem g@ die identische Permutation von A ist; 
dann sind in den Systemen I/, ® offenbar auch die identischen 
Permutationen von AB, B enthalten; A ist der Inbegriff aller 
Zahlen in AB, welche durch jede Permutation x in sich selbst 
übergehen, und ebenso ist D der Inbegriff aller Zahlen in 5, 
welche durch jede Permutation » in sich selbst übergehen. Be- 
deutet nun T irgend eine in AB enthaltene Reihe von n Zahlen 
01, 09 ...0@,, und sind #,,#%,.... die in einer bestimmten 
Folge geordneten Permutationen in I/, so wollen wir die aus 
den n? Elementeu @,, gebildete Determinante 


| 0, 0, 07% ....@,7 
BE (10) 
| a ee One 


setzen und kurz die Determinante des Systems T nennen. Dann 
gilt folgender Satz: 

IV. Die erforderliche und hinreichende Bedingung dafür, 
dass das System T ürreducibel nach A ist und jolglich eine 
Basis von AB bildet, besteht darin, dass die Determinante (T) 
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nicht verschwindet; und der Quotient von je zwei solchen Deter- 
minanten (T) ist in A enthalten. 

Denn wenn T irredueibel ist, so kann jede Zahl & der 
Schaar AB in der Form 


=> mn + I +. + mn (11) 


dargestellt werden, wo die Zahlen x, die in A enthaltenen 
Coordinaten von & bedeuten, und folglich ist zugleich 


un —=m (00) + (07) ++ u(@n Rs). (12) 


Ist nun U ein System von n solchen Zahlen &,% ... “m 
und a,,, die st* Coordinate von &,, so ist 


% — 4,10 + 20 ++ + nn (13) 
RT: = 4,,1(@, 7) + Ar, 2 (Wo 7) ++ Mn (On T,) 


und folglich nach dem bekannten Satze der Determinanten- 
Theorie 


(D)=a(T), (14) 
wo a die aus den Coordinaten 4, , gebildete Determinante 


a1; aı,a ... (ln | 


n | 
‚ Anız An2 ».- Ann | 


’ 


(15) 


bedeutet, also in A enthalten ist. Da nun nach einem früheren 
Satze (am Schlusse von 8. 161) in AB gewiss ein System U 
existirt, dessen Determinante (U) nicht verschwindet, so folgt 
aus (14), dass (7) von Null verschieden ist*), Wenn aber 
zweitens T reducibel ist, so giebt es » Zahlen x, in A, welche 
nicht sämmtlich verschwinden, für welche aber die Summe « in 
(11), also auch alle » Summen «x, in (12) verschwinden, und 
hieraus folgt bekanntlich, dass auch (T)—= 0 ist, was zu be- 
weisen war. 

Unter der in Bezug auf A genommenen Norm des Körpers B 
verstehen wir das Product P der n conjugirten Körper Bar 
oder By’, in welche B durch die n Permutationen ® des Sy- 
stems W übergeht; da unter diesen sich auch die identische 
Permutation von B befindet, so ist die Norm P immer ein 


*) Man vergleiche hiermit den Satz IV in &. 164. 
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Multiplum von B, Offenbar ist AP zugleich die Norm von AB, 
weil An = A, also (AB)x = A(Bv) ist, und aus dem Beweise 
des vorhergehenden Satzes ergiebt sich leicht der folgende: 


V. Ist P die Norm des Körpers B in Bezug auf A, und Q 
der grösste gemeinsame Divisor von P und A, so ist(B, A)—(B, Q). 


Denn wenn man aus B ein nach A irreducibeles System 7 
von n Zahlen @,, @ ... @, wählt, so ist jede Zahl « des Kör- 
pers B in der Form (11) darstellbar; da nun die Determinante 
(T) nicht verschwindet, und da alle in (12) auftretenden Zahlen 
@r, @,nz in J’ enthalten sind, so gilt dasselbe von den Coordi- 
naten x,, welche mithin gewiss dem Körper Q angehören; das 
nach A, und folglich auch nach @ irreducibete System 7 wird 
daher durch Hinzufügung jeder in B enthaltenen Zahl & redu- 
eibel nach @, und folglich ist (B, Q)=n, was zu beweisen war. 

Bedeutet ferner 4 eine beliebige Zahl in AB, und 7 das 
System der n Potenzen 07, 0*r=2...0,1, so ist. die Determi- 
nante (7), wie wir schon früher (am Schlusse von $. 161) be- 
merkt haben, das Product der sämmtlichen Differenzen Or, — O1 
wo r<s, und folglich wird das System 7 stets und nur dann 
irreducibel nach A, wenn 9 eine n-werthige Zahl zu II ist; da 
nun jede in AD enthaltene Zahl (nach $. 164, VIII) algebraisch 
iu Bezug auf A und höchstens vom Grade n ist, so folgt hier- 
aus, dass jede n- werthige Zahl 6 und keine andere vom Grade n 
ist. Da ferner das System % aus n verschiedenen Permutationen 
» des Körpers B besteht, so giebt es in B (nach 8. 161) un- 
endlich viele Zahlen 0, welche n=werthig zu #, also auch zu II 
sind, und wir können daher folgenden Satz aussprechen: 

VI. Ist B ein Körper ner Grades in bezug auf A, so giebt 
es in B auch unendlich viele Zahlen 0 vom Grade n in Bezug 
auf A, und zugleich ist A. (6) = AB. 


Wenn umgekehrt ein Körper DB aus lauter Zahlen besteht, 
die algebraisch in Bezug auf A sind, und deren Grade eine | 
endliche Höhe nicht überschreiten, so ergiebt sich aus den vor- 
hergehenden Sätzen ohne Schwierigkeit, dass B endlich in Bezug 
auf A ist. Ein anderes, ebenfalls charakteristisches Kriterium 
dieser Endlichkeit besteht darin, dass die Anzahl aller der ver- 
schiedenen Körper K, welche Multipla von A und zugleich Divi- 
soren von AB sind, endlich ist. Wir wollen hier aber nur auf 
den einen Theil dieses Satzes eingehen, indem wir wieder an- 
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nehmen, B sei vom Grade n in Bezug auf A, und mit I das 
System der. » Permutationen = von AB bezeichnen, welche 
Multipla der identischen Permutation p von A sind; setzt man 
(AB, K)=p,(K,A)=g so ist n—pg, und K ist (nach VI) 
von der Form A(«a), wo « eine in K, also auch in AB ent- 
baltene Zahl vom Grade g bedeutet, und umgekehrt erzeugt jede 
Zahl & in AB einen solchen Körper X — A(o). Nun giebt es 
(nach ID) q verschiedene Permutationen y von K, welche 
Multipla von @ sind, und durch welche « in q verschiedene 
Werthe &x übergeht; jede bestimmte solche Permutation y ist 
wieder der Rest eines Systems IT’ von p Permutationen #’, 
welche einen und denselben Werth «x’ — «x erzeugen, und das 
System /I besteht aus diesen qg Complexen II’. Da nun umgekehrt 
K durch jeden einzelnen Complex Il’ als zugehöriger Körper 
(nach $. 163) vollständig bestimmt ist, so leuchtet ein, dass die 
Anzahl solcher Körper Ä endlich ist, weil ein endliches System IT 
auch nur eine endliche Anzahl von Theilen /IT’ besitzt. — Auf 
den Beweis der Umkehrung, welcher zwar nicht schwierig ist, 
aber doch einige Hülfssätze erfordert, müssen wir der Kürze 
halber hier verzichten. 

Für die Algebra bildet nun die vollständige Bestimmung 
aller dieser Körper X und die Untersuchung ihrer gegenseitigen 
Beziehungen die wichtigste Aufgabe, deren Lösung von La- 
grange*) begonnen und endlich von Galois**) zu einem systemati- 
schen Abschluss durch die Theorie der Gruppen gebracht ist. 
Obgleich wir auf die letztere selbst nicht näher eingehen können, 
so wollen wir doch von unserem Standpuncte aus noch andeuten, 
worin diese Zurückführung besteht. 


8. 166. 


Ein System I7 von n verschiedenen Körper-Permutationen x 
heisst eine Gruppe, wenn jede mit jeder zusammensetzbar, und 
wenn die Resultante immer in IT enthalten ist. 


*) Reflexions sur la resolution ulgebrique des equations (M&m. de 
l’Acad. de Berlin. 1770, 1771. — OEuvres de L. Tome IH). 
**) Sur les conditions de resolubilite des &quations par radicaux (Liou- 
ville’s Journal, t. XI, 1846). 
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Aus dieser Erklärung folgt zunächst, dass die in einer 
Gruppe II enthaltenen Permutationen # sich alle auf einen und 
denselben Körper beziehen, und dass dieser Körper M durch 
jede Permutation x in sich selbst übergeht. Bedeutet ferner ’ 
eine bestimmte dieser n Permutationen, während x sie alle durch- 
läuft, so sind die » Resultanten m’ (nach $. 162) alle verschieden, 
mithin ist ihr Complex identisch mit IT; es giebt daher, wenn 
a’, n’' zwei bestimmte Permutationen sind, immer eine und nur 
eine Permutation x, weiche der Bedingung za’ — rn” genügt. 
Nimmt man x’=r”, so ergiebt sich, dass in IT auch die identische 
Permutation von M enthalten ist, Auf diesen Eigenschaften einer 
Gruppe beruht der folgende Fundamentalsatz: 


I. Besteht eine Gruppe II aus n verschiedenen Permutationen 
sı des Körpers M, und ist A der Körper von II, so ist (M, A) = n, 
und der Rest von II ist die identische Permutation von A. 


Um dies zu beweisen, wählen wir (nach $. 161) aus M ein 
System von n Zahlen «a, so aus, dass die aus den n? Zahlen a, 
gebildete Determinante nicht verschwindet; dann giebt es, wenn 
© irgend eine bestimmte Zahl in M bedeutet, ein und nur ein 
System von n Zahlen x,, welche den n linearen Gleichungen 

ar —xrlma) + lm) + + (m) (1) 
genügen; da alle hier auftretenden Zahlen or, «x in M ent- 
halten sind, so gilt dasselbe auch von diesen n Zahlen x,, und 
folglich entspringt, wenn =’ eine bestimmte Permutation in IT 
bedeutet, aus dem vorstehenden System (1) das. folgende 


o ar —(x,”) (0, ar) + (& a) (am) ++ (En) (na), 
welches, weil xx’ zugleich mit x das ganze System I// durchläuft, 
auch in der Form 

ax — (r7)(R) + (nm)(mr) +: + (Mm7)(an7) 
dargestellt werden kann; durch Vergleichung mit (1) ergiebt sich 
hieraus z,=' — x,, und folglich sind die n Zahlen x, in dem 
Körper A enthalten, welcher (nach 8. 163) aus allen zu JI ein- 
werthigen Zahlen besteht. Da unter den Permutationen x sich auch 
die identische Permutation von M befindet, so folgt aus (1), dass 
jede Zahl & des Körpers M ın der Form 
—= m + Kl Fe + mn 

darstellbar ist, wo die Coefficienten &, dem Körper A angehören; 
mithin ist M. endlich in Bezug auf A, und zwar (M, A) <= n; 


or 
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da es aber n verschiedene Permutationen x von M giebt, welche 
Multipla der identischen Permutation von A sind, so folgt (nach 
8. 165, IID), dass (M, A) = n, und dass das System der n Zahlen 
a, irredueibel nach A ist, was zu beweisen war. 

Bildet nun ein Theil der Gruppe II ebenfalls eine Gruppe IT", 
welche aus p Permutationen x’ besteht, so ist der zu Il’ gehörige 
Körper A’ Divisor von M und Multiplum von A, weil jede zu I/ 
einwerthige Zahl auch einwerthig zu IZ’ ist, und zugleich ist 
n=pg, wo p—= (M, A), 9—= (4’, 4); bezeichnet man ferner, 
wenn x eine bestimmte Permutation in II bedeutet, x’ aber alle 
Permutationen der Gruppe II’ durchläuft, mit II’z den Complex 
der p Resultanten #’z, und mit 9’ den Rest von ]l’z, so besteht 
die Gruppe II aus q verschiedenen Complexen II’z, und deren 
Reste @’ stimmen überein mit denjenigen q Permutationen des 
Körpers A’, welche Multipla der identischen Permutation von A 
sind. Umgekehrt, wenn ein Körper A’ Divisor von M und Multi- 
plum von 4 ist, so bilden, wie man leicht sieht, diejenigen Per- 
mutationen von M, welche Multipla der identischen Permutation 
von A’ sind, eine in // enthaltene Gruppe If’, und 4’ ist der 
zu II’ gehörige Körper. Ist ferner II” ebenfalls eine in /Z ent- 
haltene Gruppe, und 4” der zugehörige Körper, so bilden die 
den beiden Gruppen II’, IT" gemeinsamen Permutationen wieder 
eine Gruppe; und der zugehörige Körper ist das Product A’ A”. 

Hieraus erkennt man, dass die vollständige Bestimmung aller 
dieser Körper A’, A’... und die Untersuchung ihrer gegen- 
seitigen Beziehungen vollständig erledigt wird durch die Bestim- 
mung aller in der Gruppe IT enthaltenen Gruppen IT’, IT",..,, 
' und diese Aufgabe gehört in die allgemeine*) Theorie der Gruppen. 

Nun lässt sich der allgemeine Fall ($. 165), wo(B, A)=n>0, 
und wo es sich um die Bestimmung aller Körper X handelt, die 
Multipla von A und zugleich Divisoren von AB sind, leicht auf 
den eben besprochenen zurückführen. Bedeutet g wieder die 
identische Permutation von A, und IT das System der n Per- 
mutationen x von AB, welche Multipla von sind, so haben 
wir schon bemerkt, dass die Norm von B, d. h. das Product P 
der n Körper Bx, ein Multiplum von B ist. Wenn nun Pz=B\ 


*) Schon in meinen Göttinger Vorlesungen (1857— 1858) habe ich diese 


Theorie in der Weise vorgetragen, dass sie für Gruppen I von beliebigen 
Elementen a gilt. 
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also B seine eigene Norm ist, soll B ein Normalkörper in Bezug 
auf A heissen; dieser Fall tritt stets und auch nur*) dann ein, 
wenn alle Körper Bx identisch mit B sind, und offenbar ist 
dann auch AB normal in Bezug auf A. Ist nun das Letztere 
der Fall — was, wie wir doch bemerken wollen, auch eintreten 
kann, ohne dass B normal in Bezug auf A ist —, so überzeugt 
man sich leicht, dass II eine Gruppe ist, und dass Alles, was 
oben von dem Körper M gesagt ist, für diesen Körper AB silt. 
Ist aber AB (und folglich auch B) nicht normal in Bezug auf 
4A, so ist doch immer die Norm P von B und folglich auch AP 
normal in Bezug auf A; ist nämlich x eine bestimmte Permu- 
tation von AP und zwar Multiplum von 9, so sind (nach 8. 165) 
die auf die n Körper ABx bezüglichen Divisoren von y von der 
Form #17’, wo =’ gleichzeitig mit x alle in IT enthaltenen Per- 
mutationen durchläuft**), und folglich ist (AP)y = AP, d.h. 
AP (und ebenso auch P) ist normal in Bezug auf A, das 
‘ System X aller Permutationen x ist eine Gruppe, @ deren Rest, 
und die obigen Principien gelten für den Körper M—= AP. 
Hieraus folgt beiläufig auch noch der wichtige Satz, dass, 
wenn & irgend eine in AB enthaltene Zahl bedeutet, jede aus 
den nZahlen or auf rationale und symmetrische Weise abgeleitete 
Zahl gewiss in A enthalten ist, weil sie offenbar einwerthig zu X ist. 


*) Zunächst folgt allerdings nur, dass jeder Körper Br Divisor von B 
sein muss; da aber (nach $. 164) jede Zahl » in B algebraisch in Bezug 
auf A ist, und da die Zahlen der unendlichen Kette w, wW’ = wn, W'=w'n, 
w"— w"'n...in B enthalten und Wurzeln einer und derselben, nach A 
irreducibelen Gleichung sind, so müssen in ihr Wiederholungen von der 
Form u) — „+? auftreten, wo s>0, und da aus ar = Pr stets e—=ß 
folgt, so ergiebt sich = wo), und folglich ist jede in B enthaltene Zahl w 
auch in Br enthaiten, also Ba=B. — Um diese Betrachtung in das 
rechte Licht zu setzen, bemerken wir noch Folgendes. Sind z, r’ irgend 
zwei transcendente, d.h, nicht algebraische Zahlen in Bezug auf A, so geht 
der Körper A(t) dureh unendlich viele Permutätionen, welche Multipla der 
identischen Permutation von A sind, in A(T') über, und unter ihnen ist 
eine einzige z, für welche 771’ wird; nimmt man nun z. B.!=12, so 
leuchtet leicht ein, dass der mit A(r) conjugirte Körper Ar?) ein echter 
Divisor von A (t) ist. 

**) Denn wählt man aus AB irgend eine n-werihige Zahl 6, so müssen 
die n verschiedenen, in 4 P enthaltenen Zahlen 97 durch die Permutation % 
{nach $. 161). auch in » verschiedene Bilder #n’ übergehen, und folglich sind 
auch die n Permutationen rn’ verschieden; die Permutation y erzeugt also 
eine gewisse Vertauschung (Permutation) der n Werthe Or unter einander. 
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8. 167. 


Wir bezeichnen wieder mit @ die identische Permutation 
eines Körpers A, mit B einen in Bezug auf A endlichen Körper 
vom Grade n, mit JI das System der n verschiedenen Permu- 
tationen x von AB, welche Multipla von p sind, und führen 
folgende Begriffe ein. Ist « eine beliebige Zahl in ADB, so ver- 
stehen wir unter ihrer Spur S(«) die Summe, unter ihrer Norm 
N(«) das Product der n mit & conjugirten Zahlen «z; da (nach 
8. 161) das Bild «x einer von Null verschiedenen Zahl & niemals 
verschwindet, so ist nur daun N(«) = 0, wenn «—=0 ist. Ist 
x eine einwerthige, also in A enthaltene Zahl, so ergiebt sich 


$(2) = nz, S(za) =xzS(e) (1) 
N(e) = a”, N(xo) = a" N (a), (2) 
und wenn ß ebenfalls eine in AB enthaltene Zahl ist, so folgt 
aus den Gesetzen (« + BJ) m =ura + Br und (aß)r = (an)(Pxr), 


dass 
(a +) = S(a) E S(P) (3) 
N(aß) = N(&)N(P), (4) 
dass also die Spur einer Summe von Zahlen gleich der Summe 
ihrer Spuren, und die Norm eines Productes gleich dem Producte 
aus den Normen der Factoren ist. 

Bedeutet T irgend ein System von n Zahlen o,, ®@, ... @, 
in AB, so haben wir schon (in 8. 165, (10)) die aus den n2 
Zahlen @,z, gebildete Determinante mit (7) bezeichnet, und wir 
wollen jetzt das Quadrat von (7), welches von der Reihenfolge 
der Zahlen @, und der Permutationen x, gänzlich unabhängig 
ist, die Diseriminante des Systems 7’ nennen und kurz mit AT 
oder I(0,, @ ... @,) bezeichnen; dieselbe ist (nach $. 165, IV) 
stets und nur dann von Null verschieden, wenn das System 7 
irreducibel ist und folglich eine Basis von AB bildet; und wenn 


ein System U von n Zahlen &,% ...&, mit T durch n Glei- 
chungen von der Form 
&r = (dr, 10, +0,90 +--- + 4,,n On (5) 


verbunden ist, wo alle Coefficienten Q,,s in A enthalten sind 
so folgt 
(W)=a(f, JU=alaT, (6) 
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wo a die aus diesen Üoefficienten dy,s gebildete Determinante 
bedeutet ($. 165, (13) bis (15)). 

Zwischen den Determinanten (7), den Spuren und Normen 
bestehen ferner die folgenden Beziehungen. Bezeichnet man das 
System der n Producte «o,, «@;... ao, kurz mit «7, so folgt 
aus (%0,)7x, — (0n,)(@,n,), dass die zugehörige Determinante 


(«T)= N(e)(T) (7) 
ist. Wenn ferner U ein System von n Zahlen «,, und F ein 
System von n Zahlen ß, ist, so folgt bekanntlich aus 


S (&-ßs) = (0,7,) (Ber1) ee (&. 7) (B; An), 
dass das Product 


S (a, Bi) -. - S(aı Pr) 
Dim Pr): 0- 8(0,ß,) 
und folglich die Diseriminante 
5(0, @,)... 8(®,®,) 
Me ar Sa (9) 
| 5(0,0,)... 8(0,@,) 


ist. 

Aus der Schlussbemerkung des vorigen Paragraphen folgt 
unmittelbar, dass alle Spuren und Normen Zahlen des Körpers A 
sind, und da (nach $. 165, VI) alle Zahlen des Körpers AB 
rational durch die des Körpers A und durch eine einzige n- 
werthige Zahl 9 darstellbar sind, so folgt dasselbe (ohne Zu- 
ziehung von (8) und (9)) auch für jedes Product von zwei De- 
terminanten (7), also auch für jede Discriminante 47, weil diese 
Grössen ebenfalls symmetrisch aus den n conjugirten Zahlen 6x 
gebildet sind. Es ist aber von Wichtigkeit, diese Voraussagungen 
der allgemeinen Theorie durch die Rechnung zu bestätigen. Zu 
diesem Zwecke wählen wir aus AB ein irreducibeles System T 
von n Zahlen w,; dann ergiebt sich schon aus (6) und (7), dass die 
Norm N(«) als Quotient der beiden Determinanten («7) und (7) 
gewiss in A enthalten ist. Wir wollen dies etwas näher aus- 
führen. Da T eine Basis von AB bildet, so kann man 


e—= m +99 +: + &n On (10) 
und ebenso 
0.0, = %r,1ı 01 E Xr,2 0, + er + Iyın On (11) 
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"setzen, wo die Coordinaten x, und &,,s sämmitlich ü in A enthalten 
sind, und zufolge (6) und (7) ist die aus den letzteren*) gebildete 
Determinante £ 

Et ne Ne), (12) 
Jeder Zabl & entspricht nun, wenn # eine Variabele bedeutet, 
eine ganze Function nter Grades 


$ = IIt—en)=tr + ati +.. + mat + 9, (13) 


wo sich das Productzeichen [I] auf alle » Permutationen x bezieht. 
Dieselbe ist offenbar dadurch völlig bestimmt, dass für jeden in 
A enthaltenen Werth t 


‚o= Na) 14) 
wird; ersetzt man aber in (11) die Zahl & durch «—t, so bleiben 
die Coordinaten x, , ungeändert mit Ausnahme derjenigen %,, r, 
welche in der Diagonale liegen und durch r,, — ? zu ersetzen 
sind, und folglich entspringt aus (12) die Gleichung 


u a. ser Xı,n | 
== m 1" fl), (15) 
Dat 

welche identisch für jeden Werth von £ gilt, weil auch die linke 
Seite eine ganze Function nt Grades von t ist; mithin sind die 
Coefficienten a, der Function f(t) in A enthalten. Dies gilt also 
insbesondere von der Spur 
S (a) = Tıı + nn. +. .-+ Inn a (16) 
und zufolge (8) und (9) auch von allen Producten (U) (V) und 

von allen Discriminanten AT, was zu beweisen war. 

Ist & eine »-werthige und folglich (nich 8. 165) eine Zahl 
nten Grades in Bezug Auf 4, so-ist die zugel:' ärige Function f(t) 
irreducibel in Bezug auf A, d. h. sie kann nicht in Factoren 
niedrigenen Grades zerlegt werden, deren Ovefficienten ebenfalls 
in A enthalten sind ($. 164); allgemein, wenn « v..e g-werthige 
Zahl ist, so ist (nach $. 165) n=pgq, und /{f) ist die p'° Potenz 
einer irreducibelen Function vom Grade g. Da die Function f(&), 
also auch ihre Derivirte /’(t) durch die Zahl & vollständig be- 


*) Diese sind offenbar homogene lineare Functionen der n Coordinaten 
Xr, und die Üoefficienten dieser Functionen sind die Coordinaten der Pro- 
ducte @.ws. Vergl. $. 182. 
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stimmt ist, so gehört zu jeder Zahl & eine bestimmte Zahl «*, 
welche durch | 


flo) nett... + (17) 
definirt wird und ebenfalls in AB enthalten ist, und wenn 
eine bestimmte Permutation in IT bedeutet, so folgt aus (13), dass 

en —=f'(an) = Il’ (ar — om) (18) 
ist, wo das Productzeichen []’ sich auf alle »—1 von x ver- 
schiedenen Permutationen x’ bezieht, und hieraus ergiebt sich 

N (e*) = (— 1)% #09 I] (um, — a7,)2, (19) 
wo die Multiplication []” auf alle Combinationen r, s auszudehnen 
ist, in denen r<s ist. Offenbar ist die Zahl «* dann und nur 
dann von Null verschieden, wenn & eine n-werthige, also eine 
Zahl nt Grades ist, und folglich das aus den n Potenzen 


anni, an-2,..o,1 bestehende System 7, eine Basis von AB 
bildet. In dieser Annahme folgt aus 


Idee Tai. +00, (20) 
dass a, die rt Coordinate der Zahl — ar ist; bedeuten ferner 
% y willkürliche Variabele, so können wir 


x) — 
FON om than t+ the) 
setzen, wo 
REINE ah RE ae: en LE ui Fer 
und hieraus entspringt wieder ein bestimmtes System D, von 
n Zahlen &,,&% : - - &,, welche durch 


—hle)=wi tat: + 0% + (22) 
definirt sind und den Bedingungen 
une; u rar 0=am + u (23) 


genügen. Da die aus ihren Coordinaten gebildete Determinante 
— (— 1)Yaro9 ist, so folgt aus (6): 

(0) = -Yered (Ar). (24) 
Wählt man ferner irgend zwei Permutationen =, m’ und setzt 


2 —uan,y= un’, so ergiebt sich aus (21), dass die Summe 


(0 2) (arm) + (dm) (a? a) ++ (mr) (ll a’) (25) 


— a*n oder = 0 
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ist, je nachdem =, x’ gleich oder verschieden sind; lässt man z 
und x’ unabhängig von einander alle n Permutationen durch- 
laufen, und bildet man die Determinaute aus den entsprechenden 
n? Summen, so ist dieselbe bekanntlich das Product aus den 
Determinanten (U,), (7«), und man erhält daher 


(D.) (Tu) = Ne), (26) 
also mit Rücksicht auf (24) auch 
N (e*) = (— 1)" Ta; (27). 


da nach einem sehr bekannten, schon öfter (z. B. in $. 161) von 
uns benutzten Satze die Determinante (7,) gleich dem Producte 
aller Differenzen «x, — on, ist, wo r<s, so stimmt (27) völlig 
mit (19) überein. 

Das Vorhergehende hängt nahe zusammen mit der folgenden 
allgemeinen Betrachtung*). Bedeutet wieder 7 irgend ein ?rre- 
ducibeles System von n Zahlen w,, so giebt es, weil die in (9) 
dargestellte Discriminante 7/7 von Null verschieden ist, immer 
ein und nur ein System 7’ von » correspondirenden Zahlen »’,, 
welches den » linearen Gleichungen 


9, = 5(0,0,)@, + S(@-@)@', + --- + (0, @,)@'. (28) 


genügt und offenbar ebenfalls in AB enthalten ist, weil dies 
von allen anderen hier auftretenden Zahlen ®,, S(@,®,) gilt. 
Setzt man diese Ausdrücke (28) in die Gleichung (10) ein, so 
geht die letztere mit Rücksicht auf (1) und (3) in die Gleichung 


«= S(am,)o + S(am)o; ++: + S(aon)@', (23) 


über, in welcher umgekehrt die Gleichungen (28) als specielle 
Fälle enthalten sind. Zugleich leuchtet ein, dass das System 7’ 
ebenfalls eine Basis von AB bildet, und dass die ihr ent- 
sprechenden Coordinaten einer beliebigen Zahl & die n Spuren 
S(«@,) sind. Wir wollen T’ die zu T complementäre Basis oder 
das Complement von T nennen, wobei wohl zu beachten ist, dass 
jedem Elemente o, der Basis 7 ein bestimmtes Element o’, der 
Basis 7’ entspricht. Setzt man nun «= o’, so ergiebt sich 
aus (29), dass 

S(o,0o') = 1 oder — 0 (30) 


*) Vergl. meine Abhandlung Ueber die Discriminanten endlicher Körper 
(1882, Bd. 29 der Abhandlungen der Ges. d.. Wissensch. zu Göttingen). 
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ist, je nachdem r, s gleich oder verschieden sind, und aus (8) 
folgt daher 


(A (M)=1,47.307—1 (31) 


Umgekehrt, wenn zwei Systeme T und 7’ von je n Zahlen o; 
und ®', des Körpers AB den n? Gleichungen (30) genügen, so 
folgt zunächst aus (31), dass beide Systeme Basen von AB sind; 
jede Zahl « in AB ist daher von der Form 


“— yo, + 29 @', + Shnz Sn Ya Om 


wo die Coefficienten y, in A enthalten sind; multiplicirt man 
mit @,, so ergiebt sich mit Rücksicht auf (1), (3) und (30), dass 
Y% — S(aw,) ist; mithin gilt (29), also auch (28), und folglich 
ist 7’ das Complement von 7. Da aber die Gleichungen (30) 
durchaus symmetrisch in Bezug auf die beiden Systeme T und 7’ 
sind, so ist zugleich T das Complement von T’. Aus denselben 
Gleichungen (30) und aus der Bedeutung einer Spur ergiebt sich 
ferner nach bekannten Sätzen, dass o’,rx,.(7) der Coefficient des 
Elementes ®,z, in der Determinante (7) ist; zugleich folgt, dass 
auch die Summe 


(o,2)(o 7a) +. --+ (onr)(w,r) = 1 oder =0 (32) 
ist, je nachdem die Permutationen z, m’ gleich oder verschieden 
sind, und umgekehrt folgt (30) aus (32). Nimmt man für x und 
r' die identische Permutation von AB, so ergiebt sich die Be- 


ziehung 
9,0, +90, +---+ 0,0, =], (33) 


welche man auch auf anderem Wege aus (29) und (16) ableiten 


kann. 

Vergleicht man die Gleichungen (25) mit (32), so ergiebt 
sich, dass das dort mit U. bezeichnete System — «* T. ist, wo 
T‘, das Complement des dortigen Systems 7, bedeutet; hieraus 


folgt zugleich mit Rücksicht auf (30), dass 


N (= -) —1 oder —= 0 (34) 
@ 


ist, je nachdem r, s gleich oder verschieden sind; das Letztere 
ergiebt sich aber auch unmittelbar aus dem bekannten Satze 
über die Zerlegung echt gebrochener Functionen mit dem Nenner 


/() in Partialbrüche. 
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Durch Vertauschung von 7 mit 7’ ergiebt sich aus (29), 

dass jede Zahl « auch in der Form 

vo —= S(00',)o, + S(ao,)@; ++ S(w0',)@n (35) 
darstellbar, also S(aw’,) die ste Coordinate von « in Bezug auf 
die Basis T ist. Verstehen wir jetzt unter &,%,--- a, nicht 
mehr die in (22) definirten Zahlen, sondern die in (5) darge- 
stellten Elemente einer beliebigen Basis U, so ist die Zahl 
a, = I(u,0',) die ste Coordinate von «, in Bezug auf die Basis 
T und folglich zugleich die rt Coordinate von ®’, in Bezug auf 
die Basis U’; hieraus ergiebt sich, dass gleichzeitig mit den 
n Gleichungen (5) auch die » Gleichungen 

O0, A1,s ae, + Gy, &, a T- Un on (36) 

gelten. — 

Zum Schlusse der in den 88. 160 bis 167 enthaltenen Dar- 
stellung algebraischer Grundlagen bemerken wir, dass in dem 
weiteren Verlaufe des vorliegenden Werkes der Körper, auf 
welchen sich die Begriffe der reducibelen und irreducibelen 
Systeme, der algebraischen Zahlen, der endlichen Körper u. s. w 
beziehen, ausschliesslich der Körper R der rationalen Zahlen’ sein 
wird. Ein System von m Zahlen @,, @ ... ®, heisst daher 
reducibel, wenn es m rationale Zahlen a,, @ ... d„ giebt, die 
der Bedingung a,0, + %@ + -:- + 4.0 = 0 genügen und 
nicht alle verschwinden; im entgegengesetzten Falle heisst das 
System schlechthin irreducibel. Eine Zahl 8 heisst algebraisch*) 
und vom Grade n, wenn die n Potenzen 1, #,6?... Hr-1 ein 


*) Aus dem Satze X in $. 164 und dessen unmittelbaren Folgerungen 
geht hervor, dass der ‚Inbegriff. A aller dieser algebraischen Zahlen ein 
(nicht endlicher) Körper, und dass jede in Bezug auf X algebraische Zahl 
nothwendig in X selbst enthalten ist. Dass aber mit X das Reich aller 
Zahlen noch nicht erschöpft ist, dass es also noch andere, sogenannte 
transcendente Zahlen giebt, ist meines Wissens zuerst von Liouxille be- 
wiesen (Sur des classes tres- ötendues de quantites dont la valeur m’est ni 
algebrique, ni meme reductible & des irrationnelles algebriques. Journal de 
Math. t. XVI, 1351). Einen anderen Beweis findet man in der Abhandlung 
von (+. Cantor: Ueber eine Eigenschaft des Imbegriffes aller reellen alge- 
braischen Zahlen (Crelle’s Journal, Bd. 77, 1374). Dann hat Ch. Hermite 
(in der Abhandlung Sur la fonction exponentielle, 1874) zuerst den strengen 
Beweis geliefert, dass die Basis e des natürlichen Logarithimensystems eine 
transcendente Zahl ist, und durch die hieran sich anschliessenden Uuter- 
suchungen von Lindemann (Ueber die Zahl a; Math. Annalen, Bd.20) und 
Weierstrass (Sitzungsberichte der Berliner Ak. 1885) ist endlich der all- 
gemeinere Satz bewiesen, dass, wenn « irgend welche verschiedene Zahlen 
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. irreducibeles System bilden, das durch Hinzufügung von ö* redu- 
eibel wird. Aus jeder solchen Zahl 9 entspringt ein endlicher 
Körper R(6), und umgekehrt ist jeder endliche Körper nten Grades 
von dieser Form; er besitzt, weil es nur eine einzige Permutation 
von R giebt, n und nur n verschiedene Permutationen, von denen 
eine die identische Permutation ist, 


8. 168. 


Wir wenden uns jetzt zu einer anderen allgemeinen Unter- 
suchung, welche eine wichtige Grundlage unserer Zahlentheorie 
bildet und auch auf andere Theile der Mathematik sich mit 
Nutzen anwenden lässt, Sie beruht auf dem folgenden einfachen 
Begrifte: 

Ein System a von beliebigen- reellen oder complexen Zahlen 
soll ein Modul heissen, wenn dieselben sich durch Subtraction 
reproduciren, d. h. wenn die Differenzen von je zwei solchen 
Zahlen demselben System a angehören. 

Zufolge dieser Erklärung ist jeder Zahlenkörper ($. 160) 
gewiss auch ein Modul; aber wir wollen von vornherein bemerken, 
dass in der folgenden allgemeinen Theorie auf diesen Umstand 
nicht das geringste Gewicht zu legen ist, weil diejenigen beson- 
deren Moduln, welche wir später ($. 172) ausschliesslich zu be- 
trachten haben, niemals zugleich Körper sind. 

In jedem Modul a ist die Zahl Null enthalten; denn wenn «& 
irgend eine Zahl in a bedeutet, so muss auch die Differenz 
&«—0o in a enthalten sein. Zugleich leuchtet ein, dass die Zahl 
Null für sich allein schon einen Modul, den Modul 0, bildet. 

Hieraus folgt weiter, dass mit & auch stets die entgegen- 
gesetzte Zahl —a—=0— u in a enthalten ist. Sind ferner &, , & 
und folglich auch — «, Zahlen in a, so gilt dasselbe von der 
Differenz &, — (— %,), d. h. von der Summe a, -+ %, und ebenso 


in X durchläuft, die entsprechenden Potenzen e® immer ein nach W irre- 
ducibeles System bilden, woraus als specieller Fall die Transcendenz der 
Ludolph’schen Zahl =, also auch die vorher noch nicht erwiesene Un- 
möglichkeit der Quadratur des Cirkels hervorgeht. Vergl. auch Hurwitz: 
Ueber arithmetische Eigenschaften gewisser transcendenter Functionen 
(Math. Annalen, Bdde. 22 und 32), ferner die neuesten, sehr einfachen Be- 
weise für die Transcendenz der Zahlen e und # yon Filbert und Hurwitz 
(Nachr. v. d. Göttinger Ges. d. W., 1893). 
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von jeder aus mehreren Zahlen des Moduls a gebildeten Summe. 
Die Zahlen eines Moduls reprodueiren sich daher nicht bloss 
durch Subtraetion, sondern auch durch Addition*), und folglich 
besteht jeder von 0 verschiedene Modul immer aus unendlich 
vielen verschiedenen Zahlen; denn wenn & in a enthalten ist, so 
müssen auch alle Zahlen von der Form x« in a enthalten sein, 
wo x alle ganzen rationalen Zahlen durchläuft. 

Hieran schliesst sich die Bemerkung, dass jedes endliche 
oder unendliche System 7 von Zahlen «, falls es nicht selbst 
schon ein Modul ist, durch Hinzufügung der Zahlen —« und 
aller Summen von mehreren Zahlen +« offenbar zu einem Modul 
a ergänzt wird; diesen, durch das System 7 vollständig be- 
stimmten Modul a kann man zweckmässig durch das Symbol [7 
bezeichnen, und wir wollen 7 eine Basis des Moduls a nennen. 
Zugleich leuchtet ein, dass jeder Modul d, welcher alle Zahlen 
des Systems 7' enthält, auch alle Zahlen des Moduls [7] ent- 
halten muss. 

Ist T ein endliches System, welches aus den n Zahlen &,, ©, 
...0%, besteht, so bezeichnen wir den zugehörigen Modul a durch 
das Symbol 

[eo ; gie u]; 


derselbe besteht offenbar aus allen Zahlen von der Form 
0 + 8% ++ Inlins 


wo 21,% ...%, willkürliche ganze rationale Zahlen bedeuten. 
Jeden solchen Modul a wollen wir einen endlichen Modul nennen; 
die n Zahlen &,,&... ca, heissen die Elemente oder Glieder 
seiner Basis, und a selbst heisst danach ein n-gliedriger Modul. 
Offenbar ist es stets erlaubt, diese Basis in der Weise abzuändern, 
dass man zu ihren Gliedern noch irgend welche in dem Modul a 
enthaltene Zahlen als neue Glieder hinzufügt; derselbe Modul a 
ist daher auch ein (n + 1)-gliedriger Modul **). Der eingliedrige 
Modul [1], den wir immer durch 3 bezeichnen wollen, ist nichts 


*) In $. 161 der zweiten Auflage dieses Werkes (1871), wo der Begriff 
des Moduls zuerst in die Zahlentheorie eingeführt ist, und ebenso in 8.165 
der dritten Auflage (1879) war diese Eigenschaft in die Erklärung selbst 
aufgenommen. 

**) Erst später ($. 172) kann es zweckmässig erscheinen, diese Aus- 
drucksweise abzuändern. 
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Anderes als das System aller ganzen rationalen Zahlen; ebenso 
ist [2] oder auch [2, 6, 10] das System aller geraden Zahlen, 
und der zweigliedrige Modul [1, ö] ist das System aller ganzen 
complexen Zahlen von Gauss ($. 159). 
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‚ Sehr häufig wird, wie z. B. in der vorstehenden Betrachtung 
der Fall auftreten, dass alle Zahlen eines Moduls m auch in 
einem Modul d enthalten sind; dann heisst m theilbar durch d, 
oder wir sagen, m sei ein Vielfaches oder Multiplum von d, 
d sei ein Theiler oder Divisor von m, oder d gehe in m auf, und 
wir bezeichnen dies symbolisch *) auf doppelte Weise durch 


m>bdb oder d<m. 


Diese Ausdrucks- und Bezeichnungsweise mag auf den ersten 
Blick Anstoss erregen, weil das Vielfache m in Wahrheit einen 
Theil des Theilers d bildet, doch wird dieselbe sich in der Folge 
hinreichend rechtfertigen durch die Analogie mit der Theilbar- 
keit der Zahlen**); so ist z. B. [4] ein Vielfaches von [2], weil 
alle durch 4 theilbaren ganzen rationalen Zahlen auch gerade 
Zahlen sind. Allgemein bemerken wir, dass der Modul O0 ein 
gemeinschaftliches Vielfaches, und das System aller Zahlen ein 
gemeinsamer Theiler aller Moduln ist. Der im vorigen Para- 
graphen betrachtete Modul [7] ist theilbar durch jeden Modul, 
welcher alle Zahlen der Basis 7 enthält. Ist jeder der Moduln 
4, d, dy... durch den zunächst folgenden theilbar, so ist jeder 
auch ein Multiplum von allen folgenden. Jeder Modul ist durch 
sich selbst theilbar, und wenn jeder der beiden Moduln m, d 
durch den anderen theilbar, also m > d und d > m ist, so folgt 
md, d.h. m und d sind nur verschiedene Zeichen für einen 
und denselben Modul. Wenn dagegen m theilbar durch d, aber 


*) Diese und die später folgenden Zeichen a+b, a—b u. s. w. habe 
ich schon benutzt in der Festschrift: Ueber die Anzahl der Ideal - Classen 
in den verschiedenen Ordnungen eines endlichen Körpers (Braunschweig 
1877). 

= Seibst der Umstand, dass bei den Körpern, die doch auch Moduln 
sind, die entgegengesetzte Ausdrucksweise gebraucht ist, kann hier nicht 
ins Gewicht fallen, weil bei einiger Aufmerksamkeit eine Verwechselung 
nicht möglich ist. 
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verschieden von d ist, so soll, d ein echter Theiler von m, und mı 
ein echtes Vielfaches von d heissen; es giebt dann in d mindestens 
eine und folglich, wie leicht zu sehen, auch unendlich viele Zahlen, 
die nicht in m enthalten sind. 

Sind nun a, b irgend zwei Moduln, und bedeutet « jede Zahl 
in a, ebenso ß jede Zahl in b, so bezeichnen wir mit 

a+pb 

das System aller in der Form « + ß darstellbaren Zahlen; das- 
selbe ist ebenfalls ein Modul, weil die Differenz von je zwei 
solchen Zahlen &, + ßı, & + ß,, nämlich (u —%) + (fı — Pı) 
wieder in a + b enthalten ist. Dieser Modul, den wir kurz die 
Summe der beiden Moduln a, b nennen, ist offenbar ein gemein- 
samer Theiler von a, b, weil er alle Zahlen « + O des Moduls a 
und alle Zahlen 0 + ß des Moduls b enthält. Ist ferner der 
Modul d irgend ein gemeinsamer Theiler von a,b, also d <a 
und d <b, so sind alle Zahlen «, 8, also auch alle Summen 
@ + ß in d enthalten, mithin ist do<a-+5. Aus diesem Grunde 
nennen wir der Analogie wegen die Summe a + b auch den 
grössten gemeinsamen Theiler von a, b, obgleich er unter allen 
Moduln d den kleinsten Zahleninhalt besitzt. 

Aus dieser Ra folgen unmittelbar die für beliebige 


Moduln a,b, c... geltenden Sätze: 
 — ! (1) 
a+b=b+ta (2) 
+ h)re=a Hrhbrgd, (8) 


und wendet man auf (2) und (3) die in $. 2 vorgetragene Schluss- 
weise an, so ergiebt sich die Bedeutung der in beliebiger Ord- 
nung gebildeten Summe 

yet + + ::-- + (4) 
von beliebigen Moduln a, deren Anzahl endlich ist; diese Summe 
ist der grösste gemeinsame Theiler aller » Moduln a, d.h. sie 


geht in jedem Modul a auf und ist zugleich theilbar durch jeden 
gemeinsamen Theiler aller a. Offenbar ist z. B. 


[an za og] = Da] Top e ae (5) 
und die Summe von mehreren endlichen Moduln ist wieder ein 


. endlicher Modul. Ausserdem leuchtet ein, dass die Theilbarkeit 
eines Moduls m durch einen Modul d vollständig durch 


m+d—=Dd (6) 


$. 109. Allgemeine Zahlentheorie. 497 


ausgedrückt wird, und dass aus a>a' und b>b' auch 
a+b>a + bh’ folgt. 

Der Begriff der Summe Na oder des grössten gemeinsamen 
Theilers von beliebigen Moduln a lässt sich aber von vornherein 
auch so erklären, dass er einen vollständig bestimmten Sinn und 
zwar die oben ausgesprochene Bedeutung behält, mag die An- 
zahl der Moduln a endlich oder unendlich gross sein, welcher 
letztere Fall auch bei unseren Untersuchungen gelegentlich auf- 
treten wird. Hierzu führt am kürzesten die im vorigen Para- 
graphen betrachtete Bildung des Moduls [7] aus einem gegebenen 
System 7; in der That, nimmt.man in 7 jede und nur jede 
solche Zahl & auf, welche in wenigstens einem der Moduln a 
enthalten ist*), so besteht der zugehörige Modul [7] aus diesen 
Zahlen « und allen Summen von mehreren Zahlen &, und es 
leuchtet ein, dass dieser Modul [7], den wir nun auch durch Ya 
bezeichnen, im obigen Sinne auch der grösste gemeinsame Theiler 
aller Moduln a ist. 

Ein besonderer Fall, welcher uns später (88. 172, 175) 
wirklich begegnen wird, ist der, wo die Moduln a eine einfach 
unendliche Reihe a,,a,,a,... von der Art bilden, dass jeder 
Modul a, durch den nächstfolgenden a„+, und also durch alle 
folgenden theilbar ist. Dann ist offenbar ihr grösster gemein- 
samer Theiler [7] = 7; bedeuten nämlich e, 6 irgend zwei 
Zahlen in 7, so gehört g einem Modul a,, ebenso 6 einem Modul 
a, an; ist nun r < s, so sind beide Zahlen e, 6 in a, enthalten, 
und da a, ein Modul ist, so ist die Differenz e — 6 in a, und 
folglich auch in 7 enthalten, mithin ist 7’ ein Modul und folg- 
lich — [7], wie behauptet war. Offenbar kann der grösste ge- 
meinsame Theiler [7] oder Ya in diesem Falle zweckmässig mit 
a, bezeichnet werden. 

Ist z. B. u = [2"], so bestebt a, aus allen ganzen und 
denjenigen gebrochenen rationalen Zahlen, welche, auf die kleinste 
Benennung gebracht, zum Nenner eine Potenz von 2 haben, 
deren Exponert = » ist; offenbar ist a,+ı ein echter 'Theller 


von a„; der grösste gemeinsame Theiler a, aller dieser Modulu 
a„ ist das System aller derjenigen rationalen Zahlen, deren 
Nenner irgend eine Potenz von 2 ist; alle Moduln a, sind end- 
liche, eingliedrige Moduln, aber a, ist kein endlicher Modul. — 


*) Nach der Ausdrucksweise der in $. 161 mehrmals eitirten Schrift 


(8. 1) ist 7 das aus den Systemen a zusammengesetäte System. 
239 


[2 1 


Dirichlet, Zahlentheorie. 
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Auf der Erklärung der Theilbarkeit der Moduln, aus welcher 
der Begriff des grössten gemeinsamen Theilers von beliebigen 
Moduln a hervorgegangen ist, beruht ebenso der Begriff ihres 
kleinsten gemeinsamen Vielfachen; wir verstehen darunter das 
System m aller derjenigen Zahlen u, welche (wie z. B. die Zahl 0) 
allen Moduln a gemeinsam angehören, deren jede also in jedem 
dieser Moduln a enthalten ist*). Da, wenn &,, # zwei solche 
Zahlen in m sind, auch ihre Differenz u, — 4 in jedem der 
Moduln a und folglich auch in m enthalten ist, so ist m ein 
Modul und zwar ein gemeinsames Vielfaches dieser Moduln a. 
Da ferner jedes gemeinsame Vielfache m’ der Moduln a nur aus 
solchen Zahlen besteht, welche in jedem dieser Moduln a und 
folglich in ın enthalten sind, so ist m’>m; aus diesem Grunde 
haben wir der Analogie wegen m das kleinste gemeinsame Viel- 
fache der Moduln a genannt, obgleich m unter allen Moduln m’: 
den grössten Zahleninhalt besitzt. 

Bezeichnet man das kleinste gemeinsame Vielfache zweier 
Moduln a, b durch das Symbol 

a—h}, 
so ergeben sich folgende Sätze, deren Beweise wir wieder über- 
gehen dürfen: 


ng (1') 
a—b=b-a (2) 
a—-)—-c=a—(b—0. (3) 


Zugleich leuchtet ein, dass die Theilbarkeit eines Moduls m durch 
einen Modul d vollständig durch 

n—oi=m (6) 
ausgedrückt wird, und das au a>a und $>b auch 
a—b>«— db folgt — 

Zwischen den Begriftien des grössten gemeinsamen Theilers 
und des kleinsten gemeinsamen Vielfachen beliebiger Moduln 
besteht ein eigenthümlicher Dualismus, dessen letzter Grund 
schwer zu erkennen sein mag. Wir führen hier nur folgenden 
besonders charakteristischen Satz an: 

Ist m theilbar durch d, und a ein beliebiger Modul, so ist®*) 
n+a—d)em+tn)—d. (7) 

» Nach der Ausdrucksweise der eben wieder eitirten Schrift ($- 1) ist 
m die Gemeinheit der Systeme a. 


**) Dass umgekehrt, wenn drei Moduln m,d, adie Gleichung (7) erfüllen, 
m durch d theilbar ist, leuchtet unmittelbar ein. 
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Um dies zu beweisen, bezeichnen wir den Modul linker Hand 
mit p, den rechter Kat mit q, und wir haben zu zeigen, dass 
sie gegenseitig durch einander theilbar sind. Die Theilhareıt 
von p durch q ergiebt sich ohne Mühe aus den früheren Sätzen, 
weil jeder der beiden Moduln m und a — d theilbar durch sed 
der beiden Moduln nı + a und d, und folglich der grösste ge- 
meinsame Divisor p der beiden eiabörsn auch theilbar durch das 
kleinste gemeinsame Vielfache q der beiden letzteren ist. Um 
aber die Theilbarkeit von q durch p darzuthun, genügen die 
früheren Sätze durchaus nicht, sondern es ist erforderlich, noch 
einmal auf den Begriff des Moduls zurückzugehen und die in q 
enthaltenen Zahlen zu betrachten; da jede solche Zahl gleich- 
zeitig inm + a und d enthalten ist, so ist sie von der Form 
e+0&=6, wo u,«,Ö resp. in ım, a,d enthalten sind; da nun 
m > d, also u auch in d enthalten ist, so gilt dasselbe von der 
Zahl © = 6 — u, welche folglich auch in a — d enthalten ist, 
und hieraus folgt, dass die Zahl u + « wirklich in p enthalten 
ist, was zu beweisen war. 

Bedeuten nun a, b. c willkürliche Moduln, und setzt man in 
dem eben bewiesenen Satze einmal m—=b,d—=b+ c, hierauf 
m=b—«cd= b, so ist die Bedingung m > d erfüllt, und man 
erhält die beiden Sätze 

+9 -6+9=b+@-(+0) (8) 

a-)+6-0=-b— (+60), (8) 
in welchen sich der erwähnte Dualismus recht auffällig aus- 
. spricht*),. Aus jedem dieser beiden Sätze folgt rückwärts der 
Satz (7), aus dem ersten, wenn man b=m,c=D, aus dem 
zweiten, wenn man b =D, c = m setzt und wieder m > D voraus- 
setzt. Der Satz (7) entspricht dualistisch sich selbst. 


*) Leitet man aus drei beliebigen Moduln neue Moduln ab, indem man 
immer wieder die gemeinsamen grössten Theiler und kleinsten Vielfachen 
bildet, so gelangt man zu einer endlichen Modulgruppe, welche im All- 
gemeinen aus 28 verschiedenen Moduln besteht. Die merkwürdigen Gesetze 
jeder Gruppe, welche mit je zwei Moduln a, b zugleich die Moduln a + b 
enthält, sollen an einem anderen Orte besprochen werden; hier mag nur 
der folgende, oft anzuwendende Satz erwähnt werden: sind a, b zwei be- 
liebige Moduln, so findet zwischen der Gruppe aller Moduln a’, welehe 
Theiler von a, und zugleich Vielfache von a + b sind, und den‘ Gruppe 
aller Moduln d1, welche Vielfache von b und zugleich Theiler von a — b 
sind, eine gegenseitige eindeutige Correspondenz statt, welche durch jede 
der - beiden, wechselseitig aus einander folgenden Herishungen y =b— a 


a’ = a + b, ausgedrückt w ird. ei 
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Während die eben betrachteten Modulbildungen auf dem Be- 
griffe der T’heilbarkeit beruhten, gehen wir jetzt zu der hiervon 
durchaus unabhängigen Multiplication der Moduln über. Sind a, b 
zwei beliebige Moduln, und bedeutet & jede Zahl in a, ebenso ß 
jede Zahl in b, so verstehen wir unter dem Producte ab der 
Factoren a,b den Inbegriff aller Zahlen u, welche als ein Pro- 
duct «ß oder als Summe von mehreren solchen Producten «ß 
darstellbar sind Da auch jede Zahl —« in a enthalten ist, so 
leuchtet ein, dass jede Differenz von zwei Zahlen # ebenfalls 
eine solche Zahl w, dass also das Product ab wieder ein Modul 
ist; aber man darf, wie kaum bemerkt zu werden braucht, das 
Product ab nicht mit einem Vielfachen von a, b verwechseln. 

Aus dieser Erklärung ergiebt sich ohne Weiteres, dass 

ab —ba (1) 
(ad)e — ale) (2) 
ist; wir bezeichnen dieses letztere Product kurz mit abc, und 
aus der schon oft angewendeten Schlussweise ($. 2) geht hervor, 
dass das mit q,dy... dm zu bezeichnende Product aus m be- 
liebigen Moduln a,, dy .... a, eine vollständig bestimmte, von 
der Anordnung der auf einander folgenden Multiplicationen 
gänzlich unabhängige Bedeutung hat. Man könnte dieses Product 
auch unmittelbar als den Modul [7] erklären ($. 168), dessen 
Basis 7’ aus allen Producten &, a... &, besteht, wo &,, & ... & 
resp. beliebige Zahlen der Moduln a, 4 .:. Q„ bedeuten. Sind 
alle diese m Moduln mit einander identisch = a, so bezeichnen 
wir ihr Product mit a”, und nennen es die m‘® Potenz von a; 
m heisst der Exponent derselben, und wir dehnen diese Erklä- 
rung auch auf den Fall m —= 1 aus, indem wir al—=a setzen; 
dann gelten allgemein die Sätze 
nr. = gtt3, (ar)? — ars, (ab = rd (3) 

Wir bemerken zunächst, dass ein Product aus zwei oder 
mehreren Moduln dann und nur dann — 0 ist, wenn unter den 
Factoren sich auch der Modul Null befindet. Sodann leuchtet 
ein, dass, wenn 3} wieder das System [1] aller ganzen rationalen 
Zahlen bedeutet, immer 

N (4) 
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ist; und zwar ist 3 auch der einzige Modul b, welcher als Factor 
jeden Modul a ungeändert lässt, weil by =b — } sein muss. 
Sehr häufig wird der Fall auftreten, wo der eine Factor b 
eines Productes ab ein eingliedriger Modul [n] ist; dann setzen 
wir zur Abkürzung das Product 
alnl=an=na; (5) 
dasselbe besteht offenbar aus allen Producten &n, wo « alle 
Zahlen in a durchläuft, und insbesondere ist stets 
In) = m. (6) 
Ferner ergiebt sich, dass das Product (ay)n, =(an)n = a(ynı) 
ist und deshalb kurz durch ann, bezeichnet werden darf. 
Sodann leuchtet ein, dass ein Product aus zwei oder mehreren 
endlichen Moduln ($. 168) wieder ein endlicher Modul ist; bilden 
z. B. die m Zahlen «, eine Basis von a, und die » Zahlen ß, eine 
Basis von b, so bilden die mn Producte «,.ß, eine Basis des 
Productes ab. Insbesondere ist 


N [045 0 . 40) el, 003.0. Neu (7) 

Nach diesen, allein auf die Multiplication der Moduln be- 
züglichen Bemerkungen lassen wir zunächst einige Sätze folgen, 
in welchen es sich um eine Verbindung mit dem Begriffe der 
Theilbarkeit handelt: 

I Ist a>a«, so ist auch ab > ab, und wenn ausserdem 
b> Pb’ ist, so ist ab > a’. 

Denn weil jede Zahl x des Moduls a auch in.a’, und jede 
Zahl ß des Moduls b auch in b’ enthalten ist, so ist jedes Pro- 
duct «ß und folglich auch jede Summe solcher Producte «ß 
zugleich in a’b’ enthalten, was zu beweisen war. 

Mit Rücksicht auf (4), oder auch unmittelbar aus den Be- 
griffen selbst, ergiebt sich der besondere Satz: 

II. Ist die Zahl 1 in-den Modul vo enthalten, also 3 > 0, so 
ist allgemein a > aD. 

Wir wollen noch bemerken, dass umgekehrt aus der Theil- 


barkeit von ab durch «a’b nicht allgemein die Theilbarkeit 
von a durch a’ folgt*); doch ist dies offenbar der Fall, 


*) Nimmt man .Ba=[1, d=[,b = [1 :), w®—=— ], so ist 
ab=a'b—=b, aber keiner der beiden Moduln a, a’ ist durch den anderen 


theilbar. 
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wenn 5 ein von Null verschiedener eingliedriger Modul {n] ist, 
d. h. es besteht der Satz: 


II. Ist n eine von Null verschiedene Zahl, und an > an, 
so ist a> a’; und aus an = dn folg a = a. 

Von der grössten Wichtigkeit ist aber der folgende Satz: 

IV, Sind a, b, c drei beliebige Moduln, so ist immer 

(a+b)e=acHtbe (8) 

Bezeichnen wir den Modul linker Hand mit p, den rechter 
Hand mit q, so haben wir zu zeigen, dass p > q, und q > P ist. 
Das Letztere folgt ohne Weiteres aus dem Satze I; da nämlich 
a + b ein gemeinsamer Theiler von a, b ist, so muss das Pro- 
duct p auch ein gemeinsamer Theiler der Producte ac, bc, also 
ein Theiler von deren £rösstem gemeinsamen Theiler q sein. 
Um aber das Erstere zu beweisen, müssen wir alle in den 
Moduln a, b,c enthaltenen Zahlen «&, ß, y betrachten; nun ist 
jede Zahl des Productes p ein Product («+ ß)y oder eine 
Summe von mehreren solchen Producten, und da (& + )y 
—0y-+fßy die Summe einer in ac enthaltenen Zahl «xy und 
einer in bc enthaltenen Zahl 87 ist, so ist jedes Product («+ ß)y 
und folglich jede Zahl des Moduls p in der Summe q der 
Moduln ac, bc enthalten, d.h. p > q. was zu beweisen war. 

Wir bemerken, dass es keinen ebenso bestimmten Satz für 
‘das kleinste gemeinsame Vielfache giebt; aus dem Satze I folgt 
lediglich, dass 

(a —b)e> au— bc (9) 
ist, und mehr lässt sich im Allgemeinen nicht beweisen*). Wenn 
aber c z, B. ein eingliedriger Modul [n] ist, so ergiebt sich leicht 

(a—b)n= an — br. (10) 

Der Satz IV lässt sich, wie man leicht erkennt, auf Pro- 
ducte von beliebig vielen Factoren (in endlicher Anzahl) aus- 
dehnen, deren jeder eine Summe von beliebig vielen (auch 
unendlich vielen) Moduln ist; als specieller Fall ergiebt sich 
z. B. wieder, dass jedes Product aus zwei endlichen Moduln 
Z[e,]| und 2[ß,] ebenfalls ein endlicher Modul Y[«,ß,] ist. 
Zugleich leuchtet ein, dass‘ sehr viele Identitäten der gewöhn- 


)Itz Ba=f1,b=fh,ce= [1 1), wi=-—- 1, wita—b 
=u-b)e= td, hingegen aba — bc 
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lichen Buchstabenrechnung, in denen nur die Addition und 
Multiplication der Zahlen auftritt, sich unmittelbar auf unsere 
Moduln übertragen lassen. So ist z. B.: 


(a+b1)(a+b,)...(a+ b,) 

Zr We ne 1 le te ARE BAER 
wo (4, Ce... 6noı, in die einfachsten, auf symmetrische Weise aus 
b,,b,...b„ gebildeten Moduln (Summen von Producten) be- 
deuten. Allein viele dieser Sätze erleiden doch, weil ata=a 
und nicht —= 2a ist, eine wesentliche Aenderung. Sind z. B. in 
der vorstehenden Gleichung die » Moduln b,, b,.... b, alle—b, 
so wird „—b", und man erhält 

(a+b)? = ar + amıb + a2? +... + ir (12) 
Unter diesen, der Modultheorie eigenthümlichen Identitäten 
müssen wir wenigstens eine hier noch besonders hervorheben, 
weil sie uns später (8. 173) von sehr grossem Nutzen seia wird, 
nämlich 
(ats +Yec+atn)—(b+ICHl+h. (1) 
Ihre Wahrheit ergiebt sich unmittelbar durch Auflösung aller 
Klammern, worauf beide Producte dieselbe Form | 
abe +ab? +ac2 +be + ba? + ca? + ch? 
annehmen. Das Charakteristische dieses Satzes*) besteht darin, 
dass ein und derselbe Modul auf zwei wesentlich verschiedene 
Arten als Product von .Factoren dargestellt wird, und dass eine 
Summe von drei beliebigen Moduln a, b, c durch Multiplication 
mit einem Modul, dessen Zahlen auf rationale Weise aus denen 
von a, b, c gebildet sind, in ein Product verwandelt wird, dessen 
Factoren die Summen von je zwei dieser Moduin sind. — 


1) 


*) Derselbe ist nur ein specieller Fall des folgenden allgemeinen, nicht 
ganz leicht zu beweisenden Satzes, in welchem wir die oben in (11) ge- 
‚brauchte Bezeichnung beibehalten: Wenn n > r > 0, so ist das Product 
aller Summen von je (r+1) mit verschiedenen Zeigern behafteten Moduln 
aus der Reihe b,, by...b„ identisch mit dem Producte 


a a mr 
ER Sa LER 

wo die Exponenten die Binomialcoefficieuten 
IA(n—1-—s) 


GT Ir Dum—r—s) 


bedeuten. Für r—=1 wird dieses Product = (9... n-2 n—ı, und hieraus 
folgt unser obiger Satz (13) für n — 3. 
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Wir wenden uns endlich zu einer letzten Art von Modul- 
bildung, der Division, Unter dem Quotienten 


> oder b:a 
a 


zweier Moduln, des Nenners a und des Zählers b verstehen wir 
den Inbegriff n aller derjenigen Zahlen v (z. B, 0), für welche 
av>b wird. Sind v,, v, solche Zahlen, während & jede Zahl 
in a bedeutet, so sind alle Producte &v,, «v,, also auch alle 
Producte &@(v, — »,) in dem Modul b. enthalten, also ist 
a(v, — v5) > b, und folglich gehört die Differenz v, — », eben- 
falls dem Quotienten n an, welcher mithin ein Modul ist*). 
Offenbar ist jede der beiden Aussagen 


am>b und m>_ (14) 


eine Folge der anderen, mithin könnte der Quotient n auch 
erklärt werden als der grösste gemeinsame Theiler (die Summe) 
aller der Moduln m, welche der Bedingung am > b genügen. 
Hierauf beruhen die leicht zu findenden Beweise der folgenden 
Sätze, in denen sich eine gewisse Fortsetzung des im 8. 169 er- 
wäbnten Dualismus offenbart: 


Ausa>a,b> db folgt x > L (15) 
et b ab 
Allgemein ist a (=) 5 En (16) 


aber der erste Modul ist gleich dem zweiten, wenn a ein Factor 
von db, d. h. wenn b = ac, und der zweite Modul ist gleich dem 
dritten, wenn b == c:a ist. Ferner ergiebt sich 


Q c C a ab 
eu, =): (2)>” (17) 
a—b a a rn: c 
TETRTT RR (18) 
er N ae, ass a ) 

aa TE ee SS 


In den Untersuchungen, auf welche wir uns hier beschränken 
müssen, wird vorzugsweise der besondere Fall auftreten, wo 


*) Ist der Nenner a==0, so ist der Quotient der Inbegriff aller Zahlen. 
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Zähler und Nenner eines Quotienten mit einander identisch sind. 
Wenn a ein beliebiger Modul ist, so setzen wir 
a 


ee 
= - (29) 


und nennen a® die Ordnung von a; nach (14) ist dann jede der 
beiden Aussagen 
am>a und m> a (21) 


eine Folge der anderen. Hieraus ergiebt sich nach (4) zunächst 
3 > a", also allgemein b > ba?, (22) 


d. h. in jeder Ordnung sind alle ganzen rationalen Zahlen ent- 
halten. Da mithin a > aa’, und zufolge (21) auch aa® > a ist, 
so ergiebt sich 


aa —=a, (23) 
und hieraus ebenso leicht 
a 


Aus (23) folgt aada’ = a, also nach (21) auch aa > a’, und 
da aus (22) ebenso a? > a’a? folgt, so ist 
ar) 0% (25) 
mithin reproduciren sich die Zahlen einer jeden Ordnung nicht 
bloss durch Addition und Subtraction, sondern auch durch Mult:- 
plication. 
Umgekehrt, wenn ein Modul o die Zahl 1 enthält, und wenn 
seine Zahlen sich durch Multiplication reproduciren, wenn also 


>02, 2>n (26) 
ist, so folgt leicht, dass o eine Ordnung, nämlich 
D == 0° (27) 
ist; denn zufolge der zweiten Annahme (26) ist o> 0° und aus 
der ersten folgt durch Multiplication mit 0° und mit Rücksicht 
auf (23) auch 0° > o, woraus sich (27) ergiebt. 
Da nun zufolge (22), (25) jede Ordnung a° die beiden Eigen- 
schaften (26) besitzt, so folgt 
(a)? = a, (8) 
und ebenso findet man, dass das kleinste gemeinsame Vielfache 
ad — 5° von zwei Ordnungen a®, $°, und ihr Product a® b°, welches 
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auch — (a° + 5b%)2 und <a’ + 5° ist, wieder Ordnungen sind. 
Offenbar ist 
ab = a’(ab) —= b*(ab) = a’bV (ab), (29) 


und aus (14), (16), (22), (23) folgt ebenso 
> Be (=) ph () — g0p0 (2): (30) 


ad + 60 >.a0b? > (ab), ab! > (2): (31) 


mithin 


Es liegt nun nahe, den Begriff der Potenz eines Moduls a 
auch auf den Fall negativer Exponenten auszudehnen, indem man 
a® 

a — an (32) 

‚setzt, wenn n > 0 ist. Allein es ist im Allgemeinen unmöglich, 
die Gesetze der Multiplication und Division von Zahlenpotenzen 
auf die Modulpotenzen zu übertragen; vielmehr zerfallen die 
Moduln hinsichtlich ihres Verhaltens zu ihrer Ordnung in zwei 
wesentlich verschiedene Arten. Aus (16) und (30) folgt jedenfalls 


aa >, rec ee la 
‚wir wollen aber a einen eigentlichen Modul nennen, 
wenn aa! = a), (34) 
oder, was nach (4), (23), (33) hiermit gleichwerthig ist, 
wenn 3 > aa (34') 
ist. Aus dieser Erklärung ergeben sich ‘die folgenden Sätze. 


V. Ein Modul a ist gewiss (und auch nur dann) ein eigent- 
licher Modul, wenn er ein Factor seiner Ordnung a’ ist, dh. 
wenn es einen Modul n giebt, welcher der Bedingung an = a! 
genügt; und hieraus folgt a! — na". 

Denn nach (23) ist a(na’) = a!, alsa na® > al, und. aus 
(33) folgt at = ata7! = naa! > nat; mithin ist a — naı, 
und folglich aa=! — naa® = na = a, was zu beweisen war. 

VL Ist a ein eigentlicher Modul, so gilt dasselbe von a-! 
und es ist 

een (35) 

Denn da nach (31) die Ordnung eines Productes ein Theiler 

von der Ordnung jedes Factors ist, so folgt aus (34) mit Rück- 
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sicht auf (28), dass a® < (a-:)0, und hieraus mit Rücksicht auf 
(33), dass a’ = (a-!)® ist. Da nun zufolge (34) der Modul a 
ein Factor seiner Ordnung a? ist, so ist er zufolge V ein eigent- 
licher Modul, und zugleich eh sich die zweite Gleichung (35), 
was zu beweisen war. 


VII Ist a ein eigentlicher, b ein beliebiger Modul, so ist 


ab b.a® 
nn man In (36) 
Diese beiden Sätze gehen aus einander hervor, wenn man b 
durch ba-! oder durch ba ersetzt und (34), (33), (23) berück- 
sichtigt. Bezeichnet man die linke und rechte Seite der ersten 
Gleichung resp. mit p und q, so ist zufolge (17) immer q>p. 
Ist aber a ein eigentlicher Modul (34), so ist zufolge (22) p>paa-!, 
und da nach (16) pa>ba, also paa-! > baa-! ist, so folgt 
p > q, mithin p —= q, was zu beweisen war. 


VII. Sind a, b eigentliche Moduln, so gilt dasselbe von ihrem 
Producte ab, und es ist 
:(ab)? — ah, 8 = ihr (37) 


Die erste Gleichung ergiebt sich aus dem zweiten Satze (17), 
wenn man c—ab setzt und den ersten Satz (36) zweimal an- 
wendet. Da ferner aa! av, bb-!— b", mithin (ab) (a-!6-?) 
— ah? — (ab), also das Product ab ein Factor seiner Ordnung 
(ab)? ist, so ist es nach V ein eigentlicher Modul, und zugleich er- 
giebt sich mit Rücksicht auf (33), dass (ab)! — (ab)? (a=!51) 
— aPb0 a-ıh-1 = a-1h-! ist, was zu beweisen war. 

Mit Hülfe dieser Sätze wird man leicht finden, dass die 
Multiplication und Division aller Potenzen eines eigentlichen 
Moduls, ebenso aller eigentlichen Moduln, welche dieselbe Ord- 
nung haben, genau nach denselben Regeln geschieht, wie bei 
Producten und Quotienten von Zahlen. 
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Wir gehen nun zu derjenigen Betrachtung über, die uns 
veranlasst hat, für die hier untersuchten Zahlengebiete den Namen 
Moduln zu wählen, obgleich derselbe schon in so vielen anderen 
Bedeutungen gebraucht wird. Wenn ın ein beliebiger Modul ist, 
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go nennen wir zwei Zahlen «, ß congruent nach m, wenn ihre 
Differenz © —ß in m enthalten ist, und wir bezeichnen dies durch 
ie (ongruenz 

a © = ß (mod. m), (1) 
in welcher offenbar die beiden Zahlen «, ß, deren jede auch ein 
Rest der anderen heisst, stets mit einander vertauscht werden 
dürfen. Wir nennen dagegen die Zahlen «, ß, y ... incongruent 
nach m, wenn keine von ihnen mit einer der übrigen congruent 
ist*). Aus dem Begriffe eines Moduls und aus den früheren 
Sätzen folgt, dass man beliebig viele solche Congruenzen, die sich 
anf einen und denselben Modul m beziehen, addiren und sub- 
trahiren darf, wie Gleichungen; auch darf man beide Seiten 
einer solchen Congruenz mit derselben ganzen rationalen Zahl, 
allgemeiner mit jeder in der Ordnung m® des Moduls m enthal- 
tenen Zahl multiplieiren. Aus der Congruenz ‚zweier Zahlen in 
Bezug auf einen Modul m folgt auch ihre Congruenz in Bezug 
auf jeden Theiler von m, und wenn eine Congruenz in Bezug auf 
mehrere Moduln gilt, so gilt sie auch für deren kleinstes gemein- 
sames Vielfaches. 

Ferner leuchtet ein, dass jede Zahl sich selbst congruent, 
und dass zwei mit einer dritten Zahl y congruente Zahlen «, ß 
auch einander congruent sind; denn wenn &—y, ß—y Zahlen 
des Moduls m sind, so ist auch ihre Differenz &—ß im m ent- 
halten. Hierauf berubt die Möglichkeit, alle Zahlen in Bezug 
auf einen Modul m in Zahlelassen einzutheilen, in der Weise, 
dass je zwei beliebige Zalılen in dieselbe oder in verschiedene 
Classen aufgenommen werden, je nachdem sie congruent oder 
incongruent sind; ist « eine bestimmte Zahl, während « alle 
Zahlen des Moduls m durchläuft, so bilden die Zahlen «+ u eine 
solche Ulasse, die wir mit @ -- m oder ın + « bezeichnen wollen. 
und man kann « oder jede andere dieser Zahlen als Repräsentant 
oder auch als Rest der Classe ansehen, Die Gleichung m + « 
=m + ß ist dann gleichbedeutend mit der Congruenz (1); findet 


*) Der von Gauss zuerst eingeführte Begriff der Congruenz bildet 
offenbar einen besonderen Fall des obigen; denn wenn a, b, m ganze ra- 
tionale Zahlen sind, so ist die Congruenz a = b (mod. m) gleichbedeutend 
mit der Congruenz der Zahlen a, b nach dem Modul! [m] = m [1]; und 
wenn @, ß, 4. ganze Zahlen des Körpers J sind ($. 159), so ist die Con- 
gruenz € = 3 (mod. «) gleichbedeutend mit der Congruenz der Zahlen 
@, ß nach dem Modul [u, ui] = ul, 2). 
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sie nicht statt, so sind die Classen « + m, ß + m verschieden 
und besitzen keine einzige gemeinsame Zahl. Offenbar bildet 
der Modul nt selbst die durch die Zahl 0 repräsentirte Classe, 

Auf diesem Begriffe beruhen die folgenden Betrachtungen. 
Ist a ein Theiler von m, und a’ eine bestimmte Zahl in a, so 
sind alle Zahlen der Classe @ + m auch in a enthalten, und 
folglich besteht der Modul a aus einer endlichen oder unendlichen 
Anzahl verschiedener Classen «' + m, von denen je zwei keine 
gemeinsame Zahl besitzen. Ist ferner o eine beliebige Zahl, so 
besteht zugleich die auf den Modul a bezügliche Classe eg + a 
aus den sämmtlichen entsprechenden, ebenfalls verschiedenen 
Zahlelassen (e +) + m. 

Allgemeiner, sind a, b zwei beliebige Moduln, deren kleinstes 
gemeinsames Vielfaches a — b zur Abkürzung mit m bezeichnet 
werden möge, und ist @' eine bestimmte Zahl in a, so bilden alle 
diejenigen in a enthaltenen Zahlen «, welche = «' (mod. b) sind, 
die auf nı bezügliche, durch «' repräsentirte Classe « -+ m; da 
nämlich « — «' sowohl in a als auch in b enthalten ist, so ist 
@— 0 + u, wo u eine Zahl des Moduls m bedeutet, und um- 
gekehrt, wenn u in m, also auch in a und in b enthalten ist, so 
ist die Summe «= « + u in a enthalten und zugleich = «’ 
(mod. b). Wählt man daher aus jeder der verschiedenen Classen 
«@' -- m, aus denen a besteht, einen bestimmten Rest & aus, so 
besitzt das System aller dieser in a enthaltenen Zahlen «’ offen- 
bar die charakteristische Eigenschaft, dass jede beliebige in a 
enthaltene Zahl « mit einer, aber auch nur mit einer einzigen 
Zahl «@’ congruent ist nach dem Modul b; ein solches System von 
Zahlen & nennen wir daher ein Repräsentanten - System oder ein 
Restsystem von a nach b. Ist die Anzahl dieser in a enthaltenen, 
nach 5b incongruenten Zahlen «’' endlich, so wollen wir dieselbe 
durch das Symbol 

(a, 6) 


bezeichnen*), und dies ist zugleich die Anzahl der Olassen « + m, 
aus denen a besteht; ist sie aber unendlich, so ist es zweck- 
mässig, unter dem Symbol (a, b) die Zahl Null zu verstehen, weil 


*) Dasselbe habe ich zuerst in $. 169 der zweiten Auflage benutzt. 
Sollten die Moduln a, b zugleich Körper sein, was aber bei unseren Unter- 
suchungen niemals vorkommen wird, so würde die dem Symbo! (a, b) jetzt 
beigelegte Bedeutung von der in $. 164 wohl zu unterscheiden sein. 
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dann die meisten Sätze allgemein gültig bleiben *). Ist (a, b)=1, 
sind also alle Zahlen « des Moduls a einander congruent, mithin 
alle » = 0 (mod. b), so ist a theilbar durch b, und aus dieser 
Theilbarkeit folgt umgekehrt (a, b) = 1. 

Aus dem Obigen leuchtet unmittelbar ein, dass dieselben 
Zahlen «' zugleich ein Restsystem von a nach m bilden, und 
folglich ist in allen Fällen 


(,b)=(n,a— b). (2) 


Dieselben Zahlen «' bilden aber auch ein Restsystem von 

a b nach b, d.h. a + b besteht aus den sämmtlichen Classen 
a + b, und folglich ist 

(a,b) = (a + b,b); (3) 


denn die Zahlen «’ sind auch in a + b enthalten und incongruent 
nach b, und jede in a+b enthaltene Zahl «+ Bit = 
(mod. b), also auch congruent mit einer der Zahlen «’, was zu 
beweisen war. 

Auf dieselbe Weise ergiebt sich, dass, wenn n eine von Null 
verschiedene Zahl ist, die Producte n«’ ein Restsystem von an 
nach bn7 bilden, und folglich ist 


(an, dn) = (a, b). (4) 


Ist ferner a ein T'heiler von b, und b ein Theiler von c, also 
(b, a) = (6, b) = 1, so bilden, wenn « ein Restsystem von a nach 
b, und 8 ein Restsystem von b nach c durchläuft, die sämmtlichen 
Summen «' + ß’ ein Restsystem von a nach c, und folglich ist 


(, )=la,b)(d;d), wen a <b<c (5) 


Denn a besteht aus allen Classen «’ + b, und jede dieser Classen 
wieder aus den, allen ß’ entsprechenden Classen (@ + ß) + «, 
mithin besteht a aus allen Classen (@’ + $) + cc, wo o und $’ 
alle ihre Werthe durchlaufen. 

Zu diesen Sätzen, durch deren Verbindung sich viele andere **) 
ableiten lassen, fügen wir noch die folgenden hinzu. 


*) Vergl. z. B. die Sätze im folgenden $. 172. 

**) Aus drei beliebigen Moduln a, b, c entspringt, wie in der Anmerkung 
auf 5. 499 erwähnt ist, eine Gruppe von 28 Moduln m, n...; die sämmt- 
lichen Classenanzahlen (m, ) lassen sich aus sieben von ihnen bestimmen; 
bezeichnet man diese mit a, b, e, a, b,, c, und d, so ist z. B.: 
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L Sind a, b zwei beliebige Moduln, so genügt jede in a ent- 
haltene Zahl & der Congruenz 
(.b)a=0(mod.a — b), (6) 
also ist (,b)a>a—b. | 
Dies leuchtet, wenn (a, b) — 0 ist, unmittelbar ein. Ist aber 
(,b)=n> 0, und durchläuft « ein Restsystem von a nach 
a — b, während & eine bestimmte Zahl in a bedeutet, so bilden 
die n Zahlen & + «', weil sie in a enthalten und incongruent 
nach a — b sind, ebenfalls ein solches Restsystem; jede dieser 
Zahlen & + « ist daher mit einer der Zahlen «’, umgekehrt jede 
der letzteren mit einer der ersteren congruent; mithin ist auch 
die Summe 6 der Zahlen « congruent der Summe na + 6, wor- 
aus (6) folgt, was zu beweisen war. 


U. Ist c>a, und (a.c) > 0, so giebt es nur eine endliche 
Anzahl solcher Moduln b, welche > a und zugleich < c sind‘*). 


Da nämlich jeder solche Modul b aus gewissen Zahlelassen 
ß’ + c bestehen muss, welche in a enthalten sind, und unter 
denen sich immer c selbst befindet, und da die Anzahl m aller 
in a enthaltenen Classen «@ + c endlich, nämlich — (a, c) ist, so 
kann die Anzahl der Moduln b höchstens gleich 2”-1 sein, was zu 
beweisen war. 

Wir schliessen diese Betrachtungen mit der Verallgemeine- 
rung zweier in $. 25 und $. 11 bewiesenen Sätze. 


III. Sind o, 6 gegebene Zahlen, und a, b irgend zwei Moduln, 
so haben die beiden gleichzeitigen Congruenzen 


.@ = og (mod. a), ®= 6 (mod. b) (7) 


(b, ) = bard, (6.0). = ca,d, (a, b) = abıd, 
(‚„b) = chyd, (,c) = acıd, (b, a) = bayd. 
Hieraus folgt der schon in der zweiten Auflage dieses Werkes (3. 490) an- 
geführte Satz 
(B, c)(c, a) (a, b) = (6, b)(a, c)(b, a), 
welcher sich aber auch leicht auf kürzerem Wege beweisen lässt. 

*) Dass auch die Umkehrung dieses Satzes wahr ist, wird man leicht 
beweisen, z. B. durch die Betrachtung aller Moduln von der Form 4, c + [«], 
c+ [2a], c-+ [3«]..., wo « jede beliebige Zahl in a bedeutet. Man kann 
auch von dem Begriffe eines unmittelbaren oder nächsten Theilers von c 
ausgehen; so soll ein echter Theiler b von c heissen, wenn es ausser b und c 
keinen Modul giebt, der > 5b und zügleich < c ist; die erforderliche und 
hinreichende Bedingung hierfür besteht darin, dass (b, c) eine Primzahl 
ist. Man vergleiche hiermit die Betrachtungen im folgenden $. 172. 


512 


1) 


Supplement XL g. ız1. 
stets und nur dann gemeinsame Wurzeln o, wenn 
e=6(mod.a+b) (8) 


ist, und alle diese Wurzeln, d. h. alle den beiden Qlassen a + 9, 
b + 6 gemeinsamen Zahlen & bilden eine bestimmte Classe in 
Bezug auf den Modul a — b. 


In der That, wenn eine Zahl & den Congruenzen (7) genügt, 
so sind die Zahlen @— og, ® — 6, also auch ihre Differenz in a—+ D 
enthalten, d. h. die Bedingung (8) ist erfüllt. Umgekehrt, wenn 
dies der Fall ist, so giebt es zufolge der Definition von a + b 
eine Zahl «in a und eine Zahl 3 in b, deren Summe « -P=g—6 
ist, und dann erfüllt die Zaılloe —=g — a —=6 + ß die Con- 
gruenzen (7). Genügt ferner @' denselben Congruenzen (7), so 
ist @ — ® in a und b, also in a — b enthalten, mithin ®@ = ® 
(mod. a — b), und umgekehrt leuchtet ein, dass jede Zahl ’ 
der Classe & + (a — b) auch den Congruenzen (7) genügt, was 
zu beweisen war *), 


IV. Ist (a, m) > 0, und a — m theilbar durch jeden der r 
Moduln n, so ist die Anzahl aller derjenigen nach m incongruenten 
Zahlen « in a, die in keinem Modul n enthalten sind, gleich der 
Summendifferenz 

(u, m) — I (m, m), (9) 
wo für n’ der Modul a und jedes aus a und einer geraden Anzahl, 
für n’ jedes aus a und einer ungeraden Anzahl von Moduln n ge- 
bildete kleinste Vielfache zw setzen ist. 


Denn wenn ® irgend eine Zahl in a bedeutet, so ist nach 
dem Obigen die Classe (a — m) + ® der Inbegriff aller der 
Zahlen in a, welche = ® (mod. ıı) sind, und a besteht aus (a, m) 
solchen Classen. Ist nüuna— m>n, und win n, also auch in 
a — ır enthalten, so gilt dasselbe von allen Zahlen der Classe 
(a — m) + o, und daa—n aus (a—n,m) solchen Classen 
besteht, so ist (a, m) — (a— n,m) die Anzahl derjenigen nach 
ın incongruenten Zahlen in a, welche nicht in n enthalten sind. 
Mithin gilt unser Satz für aen Fallr —=1, weil es dann nur 

*) Schwieriger gestaltet sich die Untersuchung, ob drei ‘oder mehr 
gegebene Zahlelassen a+ 0, 6b + 0o,c-+r... gemeinsame Zahlen besitzen 
oder nicht; im ersteren Falle kann man diese Classen einig nennen, und 
es leuchtet ein, dass ihre Gemeinheit, d. h. der Be aller ge- 
meinsamen Zahlen, eine auf den Modul a-—-b—c. . bezügliche Olasse ist. 
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einen Modul n’ = a, und nur einen Modul n"—a—n giebt. 
Nimmt man an, er sei für eine bestimmte Anzahl r von Moduln 
n allgemein bewiesen, und der Modul p gehe ebenfalls in a — m 
auf, so darf man a auch durch a— p ersetzen, weil (a—p,m)>0, 
und weil der Modul (a — pP) — m—=u— m, also durch jeden 
Modul n theilbar ist; zufolge (9) ist daher die Differenz 


2 (n — pm) = (in — pm) 
die Anzahl derjenigen, im Satze mit & bezeichneten Zahlen, 


welche in p enthalten sind; zieht man dieselbe von der in (9) 
angegebenen Anzahl aller Zahlen «a ab, so erhält man die Differenz 
(X @W, m) + 8 (m — pm) — IE (mn, m) + 2 (m —p,m)) 
als Anzahl aller nicht in p enthaltenen Zahlen «, d. h. aller 
nach m incongruenten Zahlen in a, welche in keinem der (r + 1) 
Moduln n, p enthalten sind. Vergleicht man diesen Ausdruck 
mit (9), so ergiebt sich, dass unser Satz auch für die nächst- 
folgende Anzahl (r + 1), mithin allgemein gilt, was zu bewei- 

sen war. 

Statt die vollständige Induction anzuwenden (wie in 8. 11), 
kann man unseren Satz auch unmittelbar auf folgende Art be- 
weisen. Wir schicken die Bemerkung voraus, dass die Anzahl 
der Moduln n’ immer gleich der der Moduln n’, nämlich = 2-1 
ist; sondert man nämlich einen bestimmten Modul n aus, und 
bezeichnet mit 0’, o” resp. diejenigen n’, n”’, zu deren Bildung n 
nicht mitwirkt, so besteht das System der Moduln n’ aus den 
Moduln o’, 0’ — n, ebenso das System der Moduln n” aus den 
Moduln o’ — n, o”, wodurch unsere Behauptung erwiesen ist *). 
Lässt man nun » ein Restsystem von a nach m durchlaufen, und 
bezeichnet mit »’, ©” resp. die Anzahl der Moduln rn’, n”, denen 
© angehört, so ist offenbar Yo’ —= % (n’, m), %o”"—= % (n”, m), 
also die in (9) angegebene Differenz = % (wo — o"). Da nun die 
Anzahl der Zahlen « offenbar = Y%(w’ — «") ist, weil !" =], 
a’ — 0, so wird unser Satz bewiesen sein, wenn wir zeigen, dass 
für jede andere Zahl » die Differenz o' — 0” 0, also o' = _@” ist 


*) Wenn'n in a aufgeht, also 0! — n =v, 0" — no" ist, so fällt das 
System der Moduln n’ mit dem der Moduln n’’ zusammen, und folglich 
verschwindet die Differenz in (9), was damit übereinstimmt, dass es in 
diesem Falle selbstverständlich gar keine Zahl a giebt. Aber man darf 
nicht umgekehrt aus der letzteren Thatsache schliessen, dass mindestens 
einer der Moduln n in a aufgeht (vergl. $. 178, IX). 

Dirichlet, Zahlent'aorie, 33 
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(vergl. $.138). Bezeichnet man mit p diejenigen s Moduln n, denen 
ca angehört, und mit p/, p” resp. diejenigen Moduln n’, n”, welche 
aus a und nur diesen Moduln p gebildet sind, so gehört ® allen 
diesen Moduln p’, p’ und keinem anderen Modul m’, n’” an, und 
hieraus folgt nach der obigen Bemerkung o’' — @" —= 2°, w. 
z. b. w. 


8. 172. 


Von diesen allgemeinen Sätzen über die Beziehungen zwischen 
beliebigen Moduln wenden wir uns jetzt zur Betrachtung der 
besonderen Erscheinungen , welche dann auftreten, wenn diese 
Moduln zum Theil oder alle endlich sind ($. 168). Da jeder end- 
liche Modul entweder eingliedrig oder (nach (5) in $. 169) eine 
Summe von mehreren eingliedrigen Moduln ist, so gehen wir von 
dem folgenden Satze aus: 


I. Jedes Vielfache m eines eingliedrigen Moduls n ist ebenfalls 
eingliedrig, und zwar ist 
m= (n, m) n. (1) 
Um dies zu beweisen, setzen wir 3 — [1], n=3» und be- 
merken, dass jede in m, also auch in n enthaltene Zahl ein Pro- 
duct x ist, wo x eine Zahl in 3 bedeutet, und dass der Inbegrift r 
aller dieser Zahlen x, welche durch Multiplication mit @ in Zahlen 
des Moduls m verwandelt werden, offenbar ein durch 3 theilbarer 
Modul ist; zugleich ist m = ro. Schliessen wir zunächst den 
Fall aus, wo t —= 0 ist, und bezeichnen wir mit a die kleinste 
positiwe Zahl in x, so ergiebt sich leicht, dass r = a3, also 
in = an ist; denn wenn 2 jede Zahl in 5 bedeutet, so ist az in 
rt enthalten, also a3 > x; umgekehrt lässt sich jede in r ent- 
haltene Zahl x (nach $. 4 oder $. 17) in die Form z—=ag + y 
setzen”), wo y eine der a Zahlen 0, 1,2... (a — 1) bedeutet, 
und da y=x — az in r enthalten ist, so muss y—= 0, 2 = as, 
t> as, also wirklich = az sein”). Da ferner irgend zwei 
Zahlen 2,@, 2,0 des Moduls n dann und nur dann congruent 


nach m sind, wenn ihre Differenz (2, — 5)» in m, also die 
Differenz 2, — 2, in t = az enthalten ist, so bilden die a Zahlen 
0,0,20....— 1)o (2) 


*) Dies ist die Grundlage aller Zahlentheorie. 
**) Offenbar ist dies selbst nur ein specieller Fall unseres Satzes. 
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oO 


ein Restsystem von n nach m; mithin ist 


(an), (3) 
und da, wie wir oben gesehen haben, m = ro = an ist, so er- 
giebt sich hieraus unser Satz (1). Offenbar gilt derselbe aber 
auch in dem bisher ausgeschlossenen Falle, wo x = 0 ist; dann 
ist nämlich m = ıo —= 0, und da je zwei verschiedenen ganzen 
rationalen Zahlen z,, z, zwei Zahlen 2,®, 2,@0 des Moduls n ent- 
sprechen, welche incongryent nach m sind, so ist (nach $. 171) 
auch (n, m) = 0, w. z. b. w., 

Um zu zeigen, wie nützlich dieser Satz schon in den ersten 
Anfangsgründen der Zahlentheorie verwendet werden kann. leiten 
wir aus ihm zunächst den folgenden ab: 


U. Jeder endliche, aus lauter rationalen Zahlen bestehende 
Modul c ist darstellbar als eingliedriger Modul. 


Bestelit nämlich eine Basis von c aus m ganzen oder ge- 
brochenen rationalen Zahlen c,, C,... Cm, die nicht alle ver- 
schwinden*), so kann man bekanntlich eine natürliche Zahl d 
immer so wählen, dass die m Producte bc), bez... bc. ganze 
Zahlen werden; da dieselben eine Basis des von Null verschiedenen 
Moduls dc bilden, so ist letzterer theilbar durch den eingliedrigen 
Modul 3, also be —= a} —= [a], wo a eine natürliche Zahl bedeutet; 
setzt man noch a = be, so ist c eine positive rationale Zahl, und 
man erhält c = [ce], w. z. b. w. 

Nach der Bedeutung unserer Symhole besagt nun die eben 
bewiesene Gleichung 


la, ©. m] = [el () 
erstens, dass es m ganze rationale Zahlen q,,9s.. : qm giebt, 
welche der Bedingung 
ah Fa t:'' + am = c (5) 
genügen, und zweitens, dass 
a = ed, 9 = EPa. +: Em = CP: (6) 
also 
Ph +Pe% +’: + Pnm— 1 (7) 


ist, WO Pı, Pa- - : Dm ebenfalls ganze rationale Zahlen bedeuten. 
Da der Modul [e] der grösste gemeinsame Theiler ‘der m Moduln 
[er] ist, so nennen wir die Zahl e auch den grössten gemeinsamen 


*) Im entgegengesetzten Falle ist offenbar < = 0 = [0]. 
33*+ 
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Theiler der m Zahlen c,, und offenbar ist die gewöhnliche Be- 
deutung dieses Wortes ($$. 6 und 24) hierin als specieller 
Fall enthalten. Ja es ist zweckmässig, diese Ausdrucksweise 
selbst auf den oben ausgeschlossenen Fall zu übertragen, wo die m 
Zahlen c, sämmtlich verschwinden, und unter deren grösstem ge- 
meinsamen Theiler die Zahl ce — 0 zu verstehen, wodurch die 
Gleichung (4) erhalten bleibt. — 
Da, wenn a, n irgend welche Moduln bedeuten, immer (tt, q) 
—(ma—mM)=(a+n, a) ist ($. 171), so können wir den in 
(1) enthaltenen Satz auch so aussprechen: 
HL Ist u ein eingliedriger, und a ein beliebiger Modul, so ist 
a ren on=latme)n. (8) 
Derselbe dient zum Beweise des folgenden: 
IV. Ist der letzte der drei Moduln a, b, n eingliedrig = [eo], 
50 kann man einen eingliedrigen Modul n’ — [«'] so wählen, dass 
ab +W=a—bh)rr (9) 
wird. 
Dies lässt sich in der That immer auf folgende Weise er- 
reichen. Setzen wir zur Abkürzung 


na+b)=eautb+na+b)=a (10) 


so ıst zufolge (8) 
(a +b)— n=arnr= [un]; (11) 


da nun ao in a + 5 enthalten ist, so kann man eine Zahl «’ in 
a und eine Zahl ß’ in 6 so wählen, dass 


ua —u — ß', also « —=ß' + uw (12) 
wird, und wir wollen beweisen, dass der eingliedrige Modul 
n == |) die Gleichung (9) erfüllt. Hierzu bezeichnen wir deren 


linke und rechte Seite resp. mit p, q, und wir haben zu zeigen, 
dass p durch q, und q durch p theilbar ist. Das Erstere ergiebt 
sich daraus, das jede in p enthaltene Zahl von der Form a=ß-+v 
ist, wo «, ß, v resp. Zahlen der Moduln a, b.n bedeuten; denn 
hieraus folgt zunächst, dass die Zahlla — B=vin(a+ DD—n 
enthalten, also zufolge (11) und (12) auch — x (a — Be) ist, wo 
x eine ganze rationale Zahl bedeutet, und folglich ist die Zahl 
e=0—aW=ß— aß in a— b enthalten: mithin ergiebt 
sich, dass jede in p enthaltene Zahl « — u -- za’ auch in g ent- 
halten, also wirklich p durch q theilbar ist. Umgekehrt leuchtet 
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ein, dass a — b durch jeden der beiden Moduln a undb + n, 
also auch durch p theilbar, und da dasselbe zufolge (12) von 
dem Modul n’ — [«’] gilt, so muss auch der grösste gemeinsame 
Theiler von a — b und m’, d. h. q durch p theilbar sein. Mithin 
ist p == q, was zu beweisen war. Hieraus folgt der Satz: 


V. Jedes Vielfache eines n-gliedrigen Moduls ist ein n-glie- 
driger Modul. 


Für eingliedrige Moduln ergiebt sich derselbe aus (1) oder 
(8). Da ferner, wenn n > 1, jeder n-gliedrige Modul o—=b + n 
gesetzt werden kann, wo n eingliedrig, b aber (n — 1)-gliedrig 
ist, und da wir annehmen dürfen, der Satz sei schon für jedes 
Vielfache a — 5 von b bewiesen, so folgt aus (9), dass er auch 
für jedes Vielfache a — o von o, also allgemein gilt, w. z. b. w. 

Es ist aber von Wichtigkeit, wenn irgend ein %-gliedriger 
Modul 


D = [m ©...) (13) 


gegeben ist, die Basis des Vielfiachen a — o nach den in (10) 
und (12) enthaltenen Vorschriften wirklich herzustellen. Zu 
diesem Zweck setzen wir, wenn r irgend eine Zahl aus der Reihe 


RZ EN IBL, 
dr el, 9:70, (14) 


und wenden den Satz (9) auf das Beispiel b = o,_,, @ = wo, an, 
woraus n = [e,|,b +n= 0, folgt; bezeichnen wir zugleich die 
Basis «@’' des Moduls ı’ mit «,, so erhalten wir: 


di — . = (a a 0,4) + [&.], 


und da &, = 0, 0, = 0 zu setzen ist, so ergiebt sich: 
a — 0 == [e,] == [&, %- .. &). (15) 
Um die Zahlen «, zu bestimmen, setzen wir nach (10): 
(a+29,,a+ 0,)= al’; (16) 


dann folgt aus (12), weil ß’ in b, d. h. in o,_, enthalten ist, die 
Darstellung: 

Ns + N. + + am + ao, (17) 
wo alle Coefficienten a? ganze rationale Zahlen bedeuten, und 


a — 0) ist, wenn s>r. Multiplicirt man die n Gleichungen 
(16) mit einander und bedenkt, dass a + o, ein Theiler von 
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a -t 09, ist, so ergiebt sich mit Rücksicht auf die Sätze (5), (3), 
(2) m $. 171 die wichtige Beziehung: 

a to,)=0b,)=(,a—0)=a4an...a, (18) 
wo das Product rechter Hand zugleich die Determinante der n? 
Coefficienten a” ist. Diese Zahl (o, a) ist von Null verschieden, 
wenn keine der n Zahlen a} in (16) verschwindet, und bedeutet 
dann die Anzahl der in o enthaltenen, nach a incongruenten 
Zahlen ®’; erinnert man sich der Bedeutung des obigen Rest- 
systems (2), und lässt 2,2%... 2, alle ganzen Zahlen durch- 
laufen, welche den bedingungen 


RE (19) 


genügen, so folgt aus den genannten Sätzen des vorigen Para- 
sraphen leicht, dass die entsprechenden Zahlen 


oh, +9 + ::- +4 man (20) 


ein Restsystem von o nach a bilden *). — 

Die in (4) enthaltene Zurückführung einer mehrgliedrigen 
Basis auf eine eingliedrige bildet nur einen besonderen Fall 
eines sehr wichtigen allgemeinen Satzes, in welchem der Begriff 
des endlichen Moduls sich mit dem des irredu«belen Systems 
(8. 164) verbindet; wir bemerken aber (wie schon am Schluss 
von $. 167), dass dieser letztere Begriff hier und in der Folge 
stets auf den Körper der rationalen Zahlen zu beziehen ist. Unser 
Satz lautet: 

VI. Jeder endliche, von Nwll verschiedene Modul besitzt eine 
irreducebele Basis. 

Um dies zu beweisen, nehmen wir an, es liege ein m-gliedri- 
ger Modul 

ı= [tı » U. Fir Un] j (21) 
mit einer reducibelen Basis vor, welche aus m Zahlen u, besteht, 
die nicht alle verschwinden. Bedeutet nun n die grösste Anzahl 
von einander unabhängiger Zahlen, die man aus diesen m Zahlen 


it, und folglich (nach 8. 164) aus dem Modul a auswählen kann, 
so lassen sie sich sämmtlich in der Form 


= Gr 0 + es Du nr ei) On (22) 
darstellen, wo die » Zahlen ®, ein irredueibeles System bilden, 


*) Vergl. das Beispiel in $. 159, S. 445 bis 447. 
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und die mn Coefficienten c/” ganze rationale Zahlen sind; denn da 
wir annehmen dürfen, dass z. B. die ersten n Zahlen u, u... un 
ein irreducibeles System bilden, so ist jede der m Zahlen u,, 
weil sie mit jenen ein reducibeles System bildet, von der Form 


went tr + 
wo die mn Coefficienten e!” rationale, im Allgemeinen gebrochene 
Zahlen bedeuten, nun kann man immer eine natürliche Zahl e 
so wählen, dass alle Producte ce” ganze Zahlen c” werden, und 
wenn man 
ae 0 Une The. lm, 

setzt, so nehmen die vorhergehenden Gleichungen wirklich die 
Form (22) an, und die n Zahlen @, bilden ebenfalls ein irre- 
ducibeles System. Nachdem dies nachgewiesen ist, leuchtet ein, 
dass der Modul a durch den n-gliedrigen Modul (13) theilbar 
und folglich selbst ein n-gliedriger Modul von der Form (15) 
ist, dessen Basis aus n Zahlen «, von der Form (17) besteht und 
gewiss irreducibel ist, weil sonst je n Zahlen in a ein reducibeles 
System bilden würden, w. z. b. w. 

An den Beweis des vorstehenden Satzes knüpfen wir die 
folgende Beschreibung eines einfachen Verfahrens *), durch welches 
man die aus m gegebenen Zahlen u, von der Form (22) bestehende 
Basis des Moduls a in eine irreducibele, aus n Zahlen «, von der 
Form (17) bestehende Basis überführen kann. Die m Üoefficienten 
Chr Ch...cl”, mit welchen die letzte Zahl @„in den m Gleichungen 
(22) multiplicirt ist, können gewiss nicht alle verschwinden, weil 
sonst (nach 8. 164, III) schon je n der m Zahlen u, ein reducibeles 
System bilden würden; sind nun von diesen m Coefficienten c,” 
mindestens zwei von Null verschieden, z. B. c, und cı, und ist 
(absolut genommen) c%, 2 c„, so kann man (nach 8. 4) die ganze 
rationale Zahl x so wählen, dass c, + 2) < cn, also auch < c, 
wird. Nun bleibt offenbar der Modul a in (21) ungeändert, wenn 
man das erste Glied u, seiner Basis durch u, + x u, ersetzt, alle 
anderen 43, ls: . - &m aber beibehält, d. h. es ist 


a= [Un Mar. Hm) = [ti + 2, tie... Um]; (23) 
hiermit ist das System der mn Coefficienten c} in (22) nur in- 
*) Die Kenntniss desselben ist unerlässlich für Diejenigen, welche be- 


stimmte Beispiele in der Theorie der Moduln und Ideale zu berechnen 
haben. Vergl. &. 176. 
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sofern abgeändert, als an Stelle der n Üoefficienten c, die Coefli- 
cienten c; + xc/ getreten sind, und von diesen ist der letzte 
ei +.xc' absolut kleiner als der frühere c,. Durch wiederholte 
Anwendung solcher elementaren Transformationen (23) wird man 
endlich zu einer neuen Basis von m Gliedern gelangen, von denen 
m — l in dem nach (14) mit v„_, zu bezeichnenden Modul ent- 


halten sind, während ein einziges Glied «, von der Form (17) 


R r { 
ist, und zwar kann man den Üoefficienten aW, welcher offenbar 


»s . - , (6) : ‘> 
der grösste gemeinsame Theiler der m Coefficienten c, ist, positiv 


annehmen, weil ©, auch durch — «a, ersetzt werden darf. In 
derselben Weise kann man nun, indem man «, ungeändert lässt, 
die übrigen, in o„_., enthaltenen m — 1 Glieder der neuen Basis 
transformiren, bis alle Coefficienten von @,_; mit Ausnahme 
eines einzigen a6‘) verschwinden, welcher in einem Gliede &,_ı 
auftritt. Durch Fortsetzung dieses Verfahrens gelangt man end- 
lich zu einer Basıs von m Gliedern, unter denen sich » Zahlen 
o, von der Form (17) befinden, während die übrigen m — n Glieder 
== 0 sind und deshalb gänzlich unterdrückt werden dürfen. 
Nachdem auf diese Weise die Basis (22) wirklich durch eine 
Kette elementarer Transformationen (23), von denen sich mehrere 
auch gleichzeitig ausführen lassen, in eine Basis (17) übergeführt 
ist, in welcher «die n Coefficienten a; (nach &. 164, III) von Null 
verschieden sind und als positiv angenommen werden dürfen, 
während alle Coefficienten a?’ —= 0 sind. in denen s> r, kann 
man offenbar durch fernere Anwendung von elementaren Trans- 
formationen (23) noch erreichen, dass alle anderen Coefficienten, 
in denen s< r, der Bedingung 0 < af” < a” genügen, und man 
überzeugt sich leicht, dass hierdurch das System der Coefficienten 
a‘ vollständig bestimmt ist, dass also der Modul a nur eine 
einzige solche Basis besitzt. Ausserdem leuchtet ein, dass das 
ganze Verfahren auch auf den Fall anwendbar ist, wo m —n, 
also der Modul a schon in (21) durch eine irreducibele Basis 
dargestellt ist. Ein Beispiel, auf welches wir später (in &. 176) 
zurückkommen werden, möge zur Erläuterung dienen: 
[210,120 +3@,, 140, +7 o,, 30, +6,] 

= [210,, 120, +30, —10o, +0,, — 21] 

== 21 09], 42 @,, — 10 [O7 „m @9, —21 o,} 

= [210,, 0, -- 100, + @,, 0] 

= [210,, — 100, +] = [21 o,, 110, + @;]| 
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Aehnlich findet man: 


[?1o,, 70, +70,, 90, +30,, — 20, +4] = [?1o,, 100, + @;] 
[3 9,,@+ 9,20, +0, —0o, +] = [o,, @,] 

[7 ©,, 30, + @,, 4@, + @,, 0, +] = [w,, @,] 

[®; + 2@,, — 100, + ©) = [2lo,, 110, +@,]| 

|e: —2@,, 100, + ©] = [21o,, 100, + @;]. 

Wenn nun ein Modul a, welcher durch (21) und (22) als 
Vielfaches des Moduls o in (13) dargestellt wird, durch das an- 
gegebene Verfahren in die Form (15) übergeführt ist, so folgt 
aus (18) auch der Werth der Olassenanzahl (o, a); aber es ist 
sehr wichtig, dass man dieselbe auch unmittelbar aus den Coefhi- 
cienten c# in (22), nämlich durch die aus ihnen gebildeten 
Determinanten n*“® Grades bestimmen kann. Bedeutet o irgend 
‘ eine Combination von » der m Zahlen s— 1,2... m, so wollen 


wir mit (© (6) die entsprechende Determinante bezeichnen, welche 


"aus den n? zugehörigen Coeffhicienten c/” gebildet und natürlich 


eine ganze rationale Zahl ist; die Anzahl dieser Combinationen 6 
und Determinanten (Ü (6) ist bekanntlich 


_m(m—1)...(m—nr-+]) 
TEE FE n 


Wie verändern sich nun diese Determinanten bei der in (23) 
dargestellten Transformation der Basis? Bezeichnet man mit o, 
alle diejenigen Combinationen co, in denen die Zahl 1, aber nicht 
2 auftritt, und mit 6, alle anderen Combinationen, so leuchtet , 
ein, dass, wenn u, durch «, + zu, ersetzt wird, alle Deter- 
minanten ( (6,) ungeändert bleiben, während ( (6,) in eine Summe 
von der Form Ü(o,) + x C(6,) übergeht. Hieraus folgt offenbar, 
dass der grösste gemeinsame Theiler C aller Determinanten C (6) 
vor wie nach der Transformation (23) derselbe ist und folglich 
bis zum Schlusse des ganzen Verfahrens ungeändert erhalten 
bleibt. Da nun die letzte Basis aus den n Zahlen «, in (17) und 
aus m — n Nullen besteht, so giebt es nurnoch eine einzige von 
Null verschiedene Determinante (18), und folglich ist 
ee (24) 
Bei dem Beweise dieses Satzes haben wir eben nur die ein- 
fachsten Sätze über Determinanten benutzt; zu demselben Resultate 
gelangt man auch auf folgendem Wege, der etwas tiefere Kennt- 
nisse voraussetzt. Die doppelte Darstellung desselben Moduls a 
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durch (21) und (15) ist nach der Bedeutung unserer Symbole 
nur ein kurzer Ausdruck dafür, dass m Gleichungen 


werte +’. +::- +00 (25} - 
und n Gleichungen 
„hu tim t +" um (26) 


bestehen, wo alle Coefficienten pl” und gy ganze rationale Zahlen 
bedeuten*). Da nun die » Zahlen «, ein irreducibeles System 
bilden, so ergiebt sich durch Substitution von (25) in (26), dass 
die Summe 

(m) (m) 


pe +PMgp +: +2" —1 oder = 0 (27) 


ist, je nachdem die in der Reihe 1,2... enthaltenen Zahlen 
t, r gleich oder verschieden sind. Hieraus folgt nach einem be- 
kannten Satze der Determinanten-Theorie die Gleichung 

EP) 0) —1, (28) 
wo 0 jede Combination von n der m Zahlen s=1,2...m 
durchläuft, und P(6), Q(6) die zugehörigen, aus den Üoefficienten 
p'”, qX” gebildeten Determinanten nt! Grades bedeuten; mithin 
sind die Determinanten P(6) — und ebenso die Determinanten 
(6) — Zahlen ohne gemeinsamen Theiler. Substituirt man ferner 
(17) in (25), so folgt durch Vergleichung mit (22): 


=. tm an + +, (29) 
und hieraus mit Rücksicht auf (18): 
Gloy=(t,.alfle), (30) 


. wodurch unser Satz (24) abermals bewiesen ist. 
Wir wenden uns nun noch zu dem wichtigen Fall m = n 
und sprechen den besonderen, in (24) enthaltenen Satz **) so aus: 


*) Das oben beschriebene Verfahren liefert durch Zusammensetzung 
aller Transformationen (23) und deren Umkehrung immer ein solches System 
von Üoefficienten p, g; die allgemeinste Lösung der Aufgabe, alle solche 
Systeme zu finden, besteht in der Verallgemeinerung einer Methode, welche 
von Gauss in einigen besonderen Fällen angewendet ist (D. A. artt. 234, 
236, 279). Der Fall » = 1 ist oben schon in den Gleichungen (4) bis (7) 
behandelt. 

**) Wenn unter den Elementen c( der Determinante C sich auch ge- 


brochene rationale Zahlen befinden, also a nicht theilbar durch o ist, so 
gilt der allgemeinere Satz (o,a) =+ (a,0) C, und zwar ist der umgekehrte 
Werth von (a, o) vollständig bestimmt als der grösste gemeinsame Theiler 
der Determinante C und aller ihrer Unterdeterminanten, zu denen auch 
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VIL Sind die irreducibelen Basen zweier n-gliedrigen Moduln 


v—=[o,, D... On], a = [Mı, ia... An] 
durch n Gleichungen von der Form 
0) 10) 
wa ta. +: + 


mit einander verbunden, wo die Coefficienten ec” ganze rationale 
Zahlen bedeuten, so ist deren Determinante | 


C=+0,0). (31) 


Wir schliessen diesen, der Modultheorie gewidmeten Abschnitt 
mit der folgenden Betrachtung. Es leuchtet ein, dass jeder von 
Null verschiedene Modul n — mag er endlich sein oder nicht — 
unendlich viele verschiedene Vielfache m besitzt, und dass man 
sogar unendliche Ketten von solchen Vielfachen m, m, m,... 
bilden kann, deren jedes ein echter Theiler des nächstfolgenden 
ist; denn wenn ® eine beliebige, von Null verschiedene Zahl in 
n bedeutet, so bilden die Moduln [o], [?2o], [4], [8]... offen- 
bar eine solche Kette. Es wird daher auf den ersten Blick 
vielleicht auffallen, dass ein endlicher Modul n keine unendliche 
Kette von Vielfachen q,, da, d3 ... besitzen kann, in welcher 
jeder Modul ein echtes Vielfaches des nächstfolgenden wäre. In 
der That besteht folgender Satz, von welchem wir bald (in $. 173) 
eine wichtige Anwendung machen werden: 


VII. Sind alle Moduln der unendlichen Kette a,, Qy, Q,.. 
theilbar durch den endlichen Modul n, und ist jeder von ihnen 
theilbar durch den nüchstfolgenden, so sind von einer bestimmten 
Stelle an alle folgenden Moduln an, Aur+ı, Anız » .. mit einander 
identisch. 

Denn der grösste gemeinsame Theiler aller dieser Moduln a, 
den man (nach $. 169) zweckmässig durch a» bezeichnen kann, 
ist theilbar durch ihren gemeinsamen Theiler n, mithin ebenfalls 
ein endlicher Modul [%,, & ... &„|, und da jede in a» enthaltene 
Zahl auch in einem Modul a, und folglich in allen folgenden a,+1, 
G,+g... enthalten ist, so muss es auch einen solchen Modul a, geben, 
welcher die sämmtlichen m Zahlen a, , @,...&, enthält, aus denen 
die Zahl 1 als Determinante Oter Grades zu rechnen ist; dies ergiebt sich 
leicht aus den obigen Sätzen durch Betrachtung des Moduls a—+ o. Ist 
endlich C — 0, so bilden die n Zahlen us ein reducibeles System, und die 
Gleichung (31) bleibt gültig. 
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die Basis von a. besteht; dann ist a„ theilbar durch a,, und da 
umgekehrt a„ durch a, theilbar ist, so muss a„ und ebenso jeder 
folgende Modul an+ı, An+2 . - . Mit Aw identisch sein, w. z. b. w. 


8. 173. 


Wir nennen, wie schon früher (am Schluss von $. 167) be- 
merkt ist, eine Zahl & eine algebraische Zahl schlechthin, wenn 
die hinreichend weit fortgesetzte Reihe der Potenzen 1, », @?... 
or-1, or ein reducibeles System bildet, d, h. wenn ® einer Glei- 
chung von der Form 

or + ao! +... + 10 + m —=0( (1) 
genügt, deren Coefficienten a, rationale Zahlen sind. Indem wir 
uns jetzt dem eigentlichen Gegenstande unserer Untersuchung 
zuwenden, theilen wir den unendlichen Körper aller algebraischen 
Zahlen in zwei wesentlich verschiedene Theile ein: wir nennen 
eine solche Zahl »& eine ganze algebraische Zahl oder kürzer eine 
ganze Zahl*), wenn sie einer Gleichung von der Form (1) genügt, 
deren höchster Coeffisient — 1, und deren übrige Coefficienten 
a, ganze rationale Zahlen sind; jede andere algebraische Zahl 
soll eine gebrochene Zahl heissen. 

Vor Allem müssen wir uns versichern, dass der neue, er- 
weiterte Begriff der ganzen Zahl mit dem alten, engeren Sinne 
desselben Wortes niemals in Widerspruch gerathen kann. Be- 
zeichnen wir auch ferner mit 3 den Inbegriff [1] aller ganzen 
rationalen Zahlen, so leuchtet zunächst ein, dass jede solche 
Zahl a auch eine ganze algebraische Zahl ®, nämlich die Wurzel 
der Gleichung ® — «a = 0 ist; wir müssen aber auch umgekehrt 
beweisen, dass jede ganze algebraische Zahl ®&, welche zugleich 
dem Körper R der rationalen Zahlen angehört, auch in 3 ent- 
halten ist. Dies geschieht leicht auf folgende Weise. Da ® eine 
ganze algebraische Zahl ist, so genügt sie einer Gleichung von 
der Form (1) mit ganzen rationalen Üoefficienten a,; da sie zu- 
gleich rational, also ein Quotient ist, dessen Zähler 5 und 
Nenner c in 3 enthalten und zwar relative Primzahlen sind, so 


*) Vergl. $. 160 der zweiten Auflage dieses Werkes (1871); ob dieselben 
Benennungen schon früher in diesem Sinne gebraucht sind, ist mir nicht 
bekannt. 
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ergiebt sich durch Multiplication der Gleichung (1) mit cr, dass 
die Potenz dr, welche ebenfalls relative Primzahl zu c ist, durch 
c theilbar ist; mitbin mus e—= +1, also o@ — +5 sein, w. 
Zich: 'W. 

Genau auf dieselbe Weise würde sich zeigen lassen, dass 
jede ganze algebraische Zahl @, welche dem in 8. 159 behan- 
delten Körper J angehört, nothwendig eine ganze complexe Zahl, 
d. h. in dem Modul [1, ö] enthalten ist, und umgekehrt leuchtet 
ein, dass jede solche ganze complexe Zahl @—= x + yi eine 
Wurzel der Gleichung 

0” — 220 + + )—=0 
und folglich eine ganze algebraische Zahl ist. 

Um jedes Missverständniss zu verhüten, bemerken wir ferner, 
dass, wenn unter den rationalen Coefficienten a, in (1) sich auch 
gebrochene Zahlen befinden, dennoch » eine ganze Zahl sein, 
also einer anderen Gleichung mit lauter ganzen Üoefficienten 
genügen kann. So z. B. genügt die Zahl o = Y2 =1,4l4... 
der Gleichung 

oa + 1,0! — 20 —1=0, 

in welcher ein ÜCoefficient gebrochen ist; sie genügt aber auch 
der Gleichung &® — 2 —= 0 und ist folglich eine ganze Zahl. 
Doch werden wir am Schlusse dieses Paragraphen beweisen, dass 
die Gleichung (1), wenn sie eine ganze Wurzel ®& besitzt und 
zugleich irreducibel ist, nothwendig lauter ganze Coeffhicienten a, 
haben muss; und aus diesem Satze folgt offenbar wieder das, 
was wir eben über die ganzen Zahlen der Körper R und J be- 
merkt haben. 

Wenn aber ® eine gebrochene Zahl ist, und folglich die 
Coefficienten a, der Gleichung (1) nicht alle ganz sind, so kann 
man eine natürliche Zahl c so wählen, dass die Producte ca,, 
also auch die Producte 5, — a,c” ganze Zahlen werden; multi- 
plieirt man nun (1) mit c* und setzt co — ß, so erhält man 

ß* er rer ht —t, 
und folglich ist 8 eine ganze Zahl. Wir können daher folgenden 
Satz aussprechen: 

I. Jede gebrochene Zahl lässt sich durch Multiplication mit 
einer natürlichen Zahl in eine gamze Zahl verwandeln. 

Unsere obige Frklärung einer ganzen Zahl lässt sich nun, 
wenn man die Begriffe und Bezeichnungen der vorausgeschickten 
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Theorie der Moduln zuzieht, in mehrere Formen bringen, die 
für die nächsten Beweisführungen von grossem Nutzen sind. 
Setzen wir zur Abkürzung den aus einer beliebigen Zahl @ ge- 
bildeten m-gliedrigen Modul 

[oar—, 02 ...'o, 1] = (@)m, A 
so ist (@)„ stets theilbar durch (@)m+ı = |@”"] + (@)m; ist aber 
© eine ganze Zahl, also eine Wurzel einer Gleichung von der 
Form (1) mit ganzen rationalen Coefficienten a,, so ist @” in 
(©), enthalten, also (@)„+1 theilbar durch (@)„, und folglich 

(D)n — (@)n+1; (3) 

umgekehrt folgt aus einer solchen Identität (3) offenbar, dass ® 
einer Gleichung (1) mit ganzen rationalen Coefficienten a, ge- 
nügt, also eine ganze Zahl ist. Zugleich leuchtet ein, dass dann 
auch alle folgenden Moduln (@)„.3, (@)n+3 . . . mit (@)„ identisch 
sind. x 

Ein endlicher, von Null verschiedener Modul a soll im Fol- 
genden eine Plülle der Zahl & heissen, wenn aw > a, also o in 
der Ordnung a® enthalten ist (8. 170); dann wird der Charakter 
»iner ganzen Zahl auf die einfachste Weise durch den folgenden 
Satz *) ausgesprochen: 

1. Eine Zahl ist dann und nur dann eine ganze Zahl, wenn 
sie eine Hülle besitzt. 

Der Beweis des zweiten Theils ergiebt sich leicht aus dem 
Vorhergehenden; denn wenn ® eine ganze Zahl: ist, so besteht 
eine Identität von der Form (3), und da (o)a}ı = @(@) +} 
stets ein Theiler des Productes ® (®), ist, so ist (©). eine Hülle 
von @. Um auch den ersten Theil zu beweisen, nehmen wir an, 
der von Null verschiedene Modul 

0, Gym: 
sei eine Hülle der Zahl @, d. h. es bestehen n Gleichungen von 
der Form 
90%, == 4,1% 4 Aral + + An Om 
wo alle Coefficienten a,, ganze rationale Zahlen bedeuten; da 
nun die » Zahlen «, nicht alle verschwinden, so ergiebt sich 


durch ihre Elimination bekanntlich die Determinanten - Glei- 
chung 


*) Vergl. die Anmerkung zu 8.481 — 482 in der dritten Auflage dieses 
Werkes (1879). 
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a,1 —9...dın 
=) 
Anı Ann —@ 
deren Entwickelung offenbar zu einer Gleichung von der Form 
(1) mit ganzen rationalen Coefficienten a, führt, und folglich ist 
© eine ganze Zahl, w. z. b. w. 

So kurz sich dieser Beweis durch die Zuziehung der Theorie 
der Determinanten gestaltet, so muss man doch zugestehen, dass 
diese Theorie dem eigentlichen Inhalte des Satzes gänzlich fern 
steht; es wird daher hoffentlich nicht überflüssig erscheinen, 
wenn wir diesen Theil des Satzes und seinen Beweis in die fol- 
gende Form einkleiden: 


II. Die Ordnung a eines jeden endlichen, von Null ver- 
schiedenen Moduls a ist ebenfalls ein solcher Modul und besteht 
aus lauter ganzen Zahlen wo. 


Wählt man aus a irgend eine von Null verschiedene Zahl « 
und bedenkt, dass nach dem Satze (23) in $. 170 immer aa’ —=a 
ist, so folgt «a® > a, mithin ist a’ theilbar durch den endlichen 
Modul ax! und folglich (nach 8. 172) ebenfalls ein endlicher 
Modul. Da (nach $. 170) jede Ordnung ein Theiler des Moduls 
3 ist, und die in ihr enthaltenen Zahlen sich auch durch 
Multiplication reproduciren, so sind, wenn @ eine Zahl in a® be- 
deutet, alle in (2) definirten Moduln (»)„ theilbar durch a‘, und 
da zugleich jeder solche Modul (»)„ durch den nächstfolgenden 
(®)m+ı theilbar ist, so muss nach dem Schlusssatze des vorigen 
Paragraphen endlich eine Identität von der Form (3) eintreten, 
und folglich ist ® eine ganze Zahl, w. z. b. w. 

Hieraus geht auch hervor, dass gleichzeitig mit dem Modul 
a auch dessen Ordnung a° eine Hülle der Zahl » ist, weil a® 
ein endlicher, von Null verschiedener Modul ist, dessen Zahlen 
sich durch Multiplication reproduciren, so dass auch wa® > a” 
ist. Wichtiger ist aber die andere Bemerkung, dass, wenn n 
einen willkürlichen endlichen, von Null verschiedenen Modul be- 
deutet, auch das Product an eine Hülle von ® ist, weil aus 
aw>aauch ano> an folgt. Sind daher «&,, & ... a, irgend 
welche ganze Zahlen in endlicher Anzahl, die resp. die Hüllen 
4, 2... q, besitzen, so ist das Produt = u%...q, eine 
gemeinsame Hülle dieser Zahlen. Hieraus ergeben sich unmittel- 
bar die folgenden Sätze: 
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IV. Die ganzen Zahlen reproduciren sich durch Addition, 
Subtractien und Multiplcation. 


Denn je zwei ganze Zahlen &,, &, besitzen eine gemeinsame 
Hülle a und sind folglich in deren Ordnung a° enthalten, da 
nun diese Ordnung a’ (nach III) aus lauter ganzen Zahlen be- 
steht, die sich (nach $. 170) durch Addition, Subtraction, Multı- 
plication reproduciren, so sind auch die Zahlen &, +, & — %, 
& & in a® enthalten und folglich ganze Zahlen, w. z. b. w. 


V. Genügt eine Zahl & einer Gleichung von der Form 
ar mar +. mad nt, (4) 
deren höchster Coeffieient — 1, und deren übrige Üoefficienten &, 
ganze Zahlen sind, so ist auch & eine ganze Zahl. 


Denn wenn a eine gemeinsame Hülle der Coefficienten «, ist, 
so ergiebt sich leicht, dass das Product a(»), eine Hülle von 
o ist, In der T'hat, bedeutet « irgend eine Zahl in a, so sind 
die » Producte ««, in a enthalten, und hieraus folgt nach (4), 
dass &o@* in a(®), enthalten, mithin aw” > a(w), ist; da ferner 
(0) > (D)nzı = [o"] + (@), ist, so folgt wa(o), > a (@)a+ı 
= 10” + a(o)., also »a(0), > a(@), w. z.b. w. 

Als einen speciellen Fall, von welchem oft Gebrauch zu 
machen ist, erwähnen wir, dass jede Wurzel Y« aus einer ganzen 
Zahl & eine ganze Zahl ist. Hierauf beweisen wir den folgenden 
wichtigen Satz: 


VI. Jeder endliche, von Null verschiedene Modul m, der aus 
ganzen oder gebrochenen algebraischen Zahlen besteht, kann durch 
Multiplication mit einem Modul n, dessen Zahlen aus denen von 
m auf rationale Weise gebildet sind, in einen Modul mn verwan- 
delt werden, welcher aus lauter ganzen Zahlen besteht und ein 
Theiler des Moduls 3 ist. 


Ist m eingliedrig —= [«], so genügt der Modul n = [«-1] dem 
Satze, weil mn =} wird. Liegt ein zweigliedriger Modul 
m [®, ß] (5) 


vor, wo «, ß algebraische Zahlen und von Null verschieden sind, 
so besteht, weil ihr Quotient ebenfalls algebraisch ist, eine homo- 
gene Gleichung von der Form 


GR HB + mat RO, (6) 
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deren Coefficienten c, ganze rationale Zahlen ohne gemeinsamen 
Theiler sind, was nach unserer Bezeichnung kurz durch 


[eo c +. En-1r (en Se ) (7) 
en wird. Es ist RI. die Reihe dieser Ooeffi- 
cienten nach beiden Seiten in der Wei fortzusetzen, dass immer 
6 = 0 ist, wenn s grösser als n oder negativ ist. Sodann bilden 
wir eine entsprechende Reihe von Zahlen v,, indem wir 

Brvsrı — AV ==; (8) 
und das Anfangsglied 

v —=0 (9) 
setzen; hierdurch sind alle diese Zahlen v, vollständig bestimmt, 
und zwar sind sie auf rationale Weise aus « und ß gebildet *). 
Zunächst ergiebt sich, dass auch v, — 0 ist, wenn s grösser als 
.n oder negativ ist; das Letztere folgt unmittelbar aus (8) und 
(9), wenn man s die Zahlen —1, —2, —3... durchlaufen 
lässt; setzt man ferner 
TR, also yı— 0), 

so wird zufolge (8) 

ar — Ysrı — Par 
und hieraus ergiebt sich mit Rücksicht auf (6), dass Yu41 = % 
— 0, also auch :»,41 = 0 ist; setzt man weiter s—=n-Ht]W, 
n+2...,so folgt aus (8), dass auch alle folgenden Zahlen 
Yn+2; Yn+s . . . verschwinden. Nun ist leicht zu zeigen, dass der 
n-gliedrige Modul 

1 lvsv u v,] (10) 
die im Satze angegebenen Eigenschaften besitzt. In der That 
folgt zunächst aus (7) und (8), dass der Modul 3 durch mn theil- 
bar, also auch n von Null verschieden ist. Multiplieirt man ferner 
(8) mit v,+1, so folgt 

BvrzıVYszı E @V,4ıY; (mod. n) (11) 
und hieraus durch Vertauschung von r mit s 
&VYr+ı Y%s ZZ RVr Vsr1 (mod. n); 


mithin sind alle diejenigen Producte &v,v,, in denen die Summe 
p + q einen und denselben Werth hat, einander congruent nach 
n, und da unter diesen Producten sich auch solche betinden, die 


*) Die leicht herzustellenden Ausdrücke für die Zahlen vs sind bier 


völlig entbehrlich. 
Dirichlet, Zahlentheorie. a 34 
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— 0 sind (wie z. B. 4m vp+g), so sind sie alle mn enthalten, 
und zufolge (11) gilt dasselbe von allen Producten ßv,v,. Mithin 
ist der Modul mn? theilbar durch n, also mn theilbar durch die 
Ordnung n? des endlichen, von Null verschiedenen Moduls n, und 
folglich besteht mn aus lauter ganzen Zahlen, womit unser Satz 
auch für den Fall eines zweigliedrigen Moduls m bewiesen ist. 

Wir machen nun, wenn m > 2 ist, die Annahme, der Satz 
sei für jeden endlichen algebraischen Modul m bewiesen, dessen 
Basis aus weniger als m Gliedern besteht, und brauchen nur zu 
zeigen, dass er dann auch für jeden m-gliedrigen Modul m gilt. 
Zu diesem Zwecke bedienen wir uns der früher ($. 170, (13)) be- 
wiesenen Identität: 


a+b5b+9Gbc+ca+ab)=(b+H)(lc+a)(a+b) 
in folgender Weise. Wir vertheilen die (von Null verschiedenen) 
m Zahlen, aus denen die Basis von m besteht, nach Belieben in 
drei Gruppen, doch so, dass jede Gruppe wenigstens eine dieser 
Zahlen enthält, und bezeichnen mit a, 6b, c die drei Moduln, deren 
Basen aus je einer dieser Gruppen bestehen, wodurch 

Neal E= b - c 
wird. Da nun die von Null verschiedenen Modullnb +uc-+a, 
a + b nur algebraische Zahlen, nämlich Zahlen des Moduls m 
enthalten, und ihre Basen aus höchstens m — 1 Gliedern bestehen, 
so kann man nach unserer Annahme drei Moduln a’, b’, c’, deren 
Zahlen auf rationale Weise aus denen von m gebildet sind, so 
wählen, dass jeder der drei Moduln (b + Ja’, (c+a)b’, (a+b)c', 
und folglich auch ihr Product 
m(be +ca+ ab)a’b’e 
nur ganze Zahlen enthält und zugleich ein Theiler von ; wird. 
Mithin genügt der Modul 
n=(be+ca+ab)a’d’c, 

dessen Zahlen ebenfalls auf rationale Weise aus denen von m 
gebildet sind, unserem Satze, w. z. b. w. 

Derselbe Satz kann, wie man leicht findet, auch in folgender 
Weise ausgesprochen werden: 

VII Aus je m algebraischen Zahlen u,, die nicht alle ver- 


schwinden, kann man auf rationale Weise m Zahlen v, ableiten, 
welche der Gleichung 
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Mıvı zum Ferm. 1 (12) 
und ausserdem der Bedingung genügen, dass alle m? Producte 
u,vs ganze Zahlen sind. 

Wir bemerken zugleich, dass, wenn die gegebenen algebrai- 
schen Zahlen x, überhaupt eine Lösung der Gleichung 


ut t + unnm—l (13) 
durch ganze Zahlen &, zulassen, es gewiss auch eine solche Lösung 
innerhalb des Körpers R(w, ty... 4.) giebt; denn wenn man 
(13) mit jeder der eben mit v, bezeichneten Zahlen multiplieirt, 
so ergiebt sich, dass diese Zahlen v, ebenfalls ganze Zahlen sind. 

Wir schliessen mit dem folgenden Satze: 

VIII. Jede mit einer ganzen Zahl 0 conjugirte Zahl ist eine 
ganze Zahl; bedeutet ferner A irgend einen Körper, und t eine 
Variabele, so hat die zu 9 gehörige, nach A irreducibele Function 

SV =t" +alrT +... + matt 9, 
welche mit t— 6 verschwindet, lauter ganze Coefficienten a,. 

Denn weil 9 eine ganze Zahl ist, so giebt es eine ganze 
Function f, (£), welche mit {—6 verschwindet und lauter ganze 
rationale Coefficienten c, hat, deren höchster = 1 ist. Bedeutet 
nun z eine Permutation irgend eines Körpers M, in welchem % 
enthalten ist, so folgt aus fı (0) = 0, weil „7 = c, ist, auch 
fı (0x = fı (0a) = 0, mithin ist jede mit 9 conjugirte Zahl 0x 
eine ganze Zahl. Da ferner (nach den auf den Satz IX in $. 164 
folgenden Bemerkungen) f, (ft) durch f(t) theilbar ist, so genügt 
jede Wurzel n der Gleichung f(n) = 0 auch der Gleichung 
J(n) = 9. und ist folglich eine ganze Zahl; mithin müssen 
(nach IV) auch die in A enthaltenen Zahlen + a,, welche be- 
'kanntlich durch Addition und Multiplication aus diesen n Wurzeln 
n gebildet sind, ganze algebraische Zahlen sein, w. z. b. w. 


8. 174. 


Eine ganze Zahl « heisst theilbar durch eine ganze Zahl ß, 
wenn @—ßy, und y ebenfalls eine ganze Zahl ist, und ebenso 
übertragen wir die anderen Ausdrucksarten, welche in der Theorie 
der rationalen Zahlen zur Bezeichnung der Theilbarkeit einer 
Zahl durch eine andere gebräuchlich sind, auf unser Gebiet aller 

34* 
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sanzen Zahlen. Zunächst ergeben sich wieder dieselben beiden 
Elementarsätze: 

I. Sind & und ß theilbar durch u, so sind auch die Zahlen 
@-+ß und «—ß theilbar durch u. 

II. Ist % theilbar durch A, und A theilbar durch u, so ist auch 
+ theilbar durch u. 


Die Beweise derselben beruhen offenbar auf der im vorigen 
Paragraphen bewiesenen Reproduction der ganzen Zahlen durch 
Addition, Subtraction und Multiplication (vergl. $$. 3, 159). 

Unter einer Einheit verstehen wir jede ganze Zahl, welche 
in der Zahl 1 und folglich auch in jeder ganzen Zahl aufgeht. 
Offenbar ist ein Product von beliebig vielen Einheiten immer 
wieder eine Einheit, und da der reciproke Werth einer Einheit, 
ferner jede Wurzel aus einer Einheit ebenfalls eine Einheit ist, 
so reproduciren sich die Einheiten durch Multiplication, Division 
und Wurzelausziehung. Es giebt unendlich viele Einheiten; denn 
jede Wurzel einer Gleichung, deren höchster und niedrigster 
Coefficient Einheiten, und deren übrige Coefficienten beliebige 
ganze Zahlen sind, ist immer wieder eine Einheit. 

Wenn zwei ganze, von Null verschiedene Zahlen «, ß gegen- 
seitig durch einander theilbar sind, so sind ihre beiden Quotienten 
ganze Zahlen und zwar Einheiten, weil ihr Product — 1 ist. Es 
ist folglich 8 = «s, wo & eine Einheit bedeutet; umgekehrt, wenn 
dies der Fall ist, so ist 1= se’, wo e’ ebenfalls eine Einheit 
bedeutet, und folglich & —= ße’. Zwei solche Zahlen «, ß sollen 
associtrte Zahlen heissen; aus dieser Definition ergiebt sich sofort, 
dass zwei mit einer dritten assocüirte Zahlen auch mit einander 
assoclirt sind, und hierauf beruht die Möglichkeit einer Ein- 
theilung aller ganzen Zahlen in Systeme von assocürten Zahlen, 
in der Weise, dass zwei beliebige ganze Zahlen demselben oder 
zwei verschiedenen Systemen zugetheilt werden, je nachdem sie 
associirt sind oder nicht. So lange es sich nur um die Theilbar- 
keit der Zahlen handelt, verhalten sich alle mit einander asso- 
cüirten Zahlen wie eine einzige Zahl; denn, wenn & durch u theil- 
bar ist, so ist auch jede mit & associirte Zahl theilbar durch jede 
mit w associrte Zahl. 

Die Definition von relativen Primzahlen kaun auf verschiedene 
Arten gefasst werden; diejenige, welche uns augenblicklich am 
weitesten führen wird, obwohl sie etwas formell ist und deshalb 
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wohl nicht als die beste bezeichnet werden darf, lautet folgender- 
maassen: Zwei ganze Zahlen «, ß heissen relative Primzahlen, wenn 
es zwei ganze Zahlen &, n giebt, welche der Bedingung 
eg +ßn=l 

genügen*), In der That gewinnt man hieraus leicht die folgenden 
Sätze: 

Ist & relative Primzahl zu B und zu y, so ist « auch relative 
Primzahl zu dem Product By. 

Denn zufolge der Annahme existiren ganze Zahlen &, », &, y/ 
welche den Bedingungen 

£t+ßn=haöltyf—=l 
genügen, und hieraus folgt durch Multiplication die Existenz von 
zwei ganzen Zahlen 
2 3 Han ui; 1 En ir 23 Pu 2 
welche der Bedingung 
Zen 72 1 

genügen, was zu beweisen war. Durch wiederholte Anwendung 
dieses Satzes ergiebt sich seine Verallgemeinerung: 


? 


Ist jede der Zahlen u, %, & ... relative Primzahl zu jeder 
der Zahlen ßı, Pr -- :, so sind die Producte &, &% &% ... und 
ßı Pa - . . relative Primzahlen. 

Multiplieirt man ferner die obige Gleichung, welche ausdrückt, 
dass «, ß relative Primzahlen sind, mit einer beliebigen ganzen 
Zahl ©, so erhält man & = «w£& + Bon, woraus sich ohne 
Weiteres die folgenden Sätze ergeben: 

Sind «, ß relative Primzahlen, und ist Bo theilbar durch «, 
so ist auch & theilbar durch u. 

Ist & ein gemeinschaftliches Multiplum von zwei relativen 
Primzahlen «, ß, so ist auch durch das Product «ß theilbar. 

Es leuchtet ferner ein, dass, wenn «, ß relative Primzahlen 
sind, auch jeder Divisor von « relative Primzahl zu jedem Divisor 
von ß ist, und so liessen sich noch sehr viele andere Sätze aus 
den vorhergehenden durch Combination ableiten, die wir aber 
übergehen weil sie uns doch keinen wesentlichen Dienst leisten 
würden. Auf einen Punct müssen wir indessen hier noch auf- 


*) Zufolge der bei (13) in $. 173 gemachten Bemerkung können diese 
ganzen Zahlen E, n dem Körper R («, $) entnommen werden, 
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merksam machen. Offenbar ergiebt sich aus der obigen Definition 
auch der folgende Satz: 


Jeder gemeinschaftliche Divisor von zwei relativen Primzahlen 
ist nothwendig eine Einheit. 


Ob aber auch die Umkehrung dieses Satzes gilt, ob also 
zwei ganze Zahlen, welche ausser den Einheiten keine gemein- 
schaftlichen Divisoren besitzen, immer relative Primzahlen im 
Sinne der obigen Definition sind, dies zu entscheiden sind wir 
mit den augenblicklich uns zu Gebote stehenden Hülfsmitteln 
noch nicht im Stande. Erst später ($. 181) wird uns dies ge- 
lingen, und zwar werden wir folgenden allgemeinen Satz beweisen: 


Zwei beliebige ganze Zahlen &, B besitzen immer einen gemein- 
schaftlichen Divisor ö, welcher in der Form «& + ßn darstellbar 
ist, wo &, n ganze Zahlen bedeuten, und diese Zahl ö wird folglich 
durch jeden gemeinschaftlichen Theiler von & und ß theilbar sein. 


Hieraus ergiebt sich dann sofort, dass die eben aufgeworfene 
Frage zu bejahen ist, und man wird die obige Definition, ohne 
ihren Inhalt zu ändern, durch folgende einfachere ersetzen können: 
zwei ganze Zahlen heissen relative Primzahlen, wenn sie ausser 
den Einheiten keinen gemeinschaftlichen Divisor besitzen. 

Wenden wir uns bei dieser vorläufigen Orientirung im Gebiete 
aller ganzen Zahlen endlich noch zu dem Begriffe der Primzahl, 
so würden wir nach Analogie der Theorie der rationalen Zahlen 
unter einer Primzahl eine solche ganze Zahl & verstehen, welche 
keine Einheit ist, und deren sämmtliche Divisoren entweder Ein- 
heiten oder mit & associrt sind. Allein es folgt aus dem Satze 
V des vorigen Paragraphen, dass diese Bedingungen einen Wider- 
spruch enthalten, dass also eine solche Zahl gar nicht existiren 
kann; denn wenn die ganze Zahl & keine Einheit ist, so ist auch 
die ganze Zahl V«& keine Einheit, und sie ist auch nicht associürt 
mit o, aber sie ist ein Divisor von «. Ueberhaupt geht aus dem 
genannten Satze leicht hervor, dass jede ganze Zahl, die keine 
Einheit ist, immer und zwar auf unendlich viele wesentlich ver- 
schiedene Arten in eine beliebig vorgeschriebene Anzahl von 
ganzen Factoren zerlegt werden kann, von denen keiner eine 
Einheit ist. In dem von uns bis jetzt betrachteten, aus allen 
ganzen Zahlen bestehenden Gebiete findet daher eine unbe- 
schränkte Zerlegbarkeit statt. 
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Das System aller ganzen Zahlen ist ein Theil des Körpers 
aller algebraischen Zahlen; um nun von diesem Körper, in welchem 
die ganzen Zahlen eine unbeschränkte Zerlegbarkeit besitzen, zu 
solchen Gebieten zu gelangen, innerhalb deren die Zerlegbarkeit 
eine begrenzte ist, müssen wir diejenigen Körper betrachten, 
welche wir (am Schlusse von $. 167) schlechthin endliche Körper 
genannt haben. Mit diesen werden wir uns von jetzt ab aus- 
schliesslich beschäftigen. 


8. 175, 


Es sei X ein endlicher Körper nter Grades; derselbe besitzt, 
wie schon früher (am Schlusse von 8. 167) bemerkt ist, n und 
nur n verschiedene Permutationen 7,, %,...7,, unter denen 
sich auch die identische Permutation befindet, und wir wollen, 
wenn @ irgend eine Zahl in 2 bedeutet, die conjugirten Zahlen 


97X,@70,...oar, kurz mit @, @’...o(® bezeichnen. Nach 
den in $. 167 aufgestellten Definitionen ist dann 

Ce Be NE ee (1) 

No) = olo' N s0m (2) 

In, a...) tie... a) De 


A(00, 0% ...00,) = N (0)? A(cı,& ... &n) (4) 


WO %&,@g ... 0%, irgend welche n Zahlen des Körpers bedeuten, 
und alle diese Spuren, Normen und Discriminanten sind rationale 
Zahlen. Die Norm von » verschwindet nur dann, wenn @ —= 0 
ist, und die Disceriminante (3) ist stets und nur dann von Null 
verschieden, wenn die n Zahlen «, ein irreducibeles System und 
‘folglich eine Basis von & bilden, durch welche jede in 2 ent- 
haltene Zahl © in der Form 
@ —&dı 4 890g + 4 Inn (5) 
mit rationalen Coordinaten x, darstellbar ist. Wenn ferner die 
n Zahlen ßı, Ba - - - Pn ebenfalls eine Basis von 2 bilden, so 
bestehen n Gleichungen von der Form: 
v=Grıf ef + ton Br (6) 
mit rationalen Coeffhicienten c,,,, und wenn deren Determinante 


mit (© bezeichnet wird, so ist 
I (Or in 2. 0) = 0? A (Br, Ba - - Po). (7) 
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Hieran knüpfen wir die folgende Betrachtung. Setzen wir 


a=[,%...%), = [Pfı, Pr - - Pal (8) 
so sind a, b endliche, in X enthaltene Moduln, deren Basen zu- 
gleich Basen von & sind, und umgekehrt leuchtet ein (nach 
8. 172, VI), dass jeder endliche, in 2 enthaltene Modul, unter 
dessen Zahlen sich auch n von einander unabhängige befinden, 
gewiss von der Form (8) ist. Hieraus folgt leicht, dass 


a+b,ab,a— b,b:a, a, b 


ebenfalls solche Moduln sind; von den beiden ersten leuchtet 
dies unmittelbar ein; wählt man ferner eine natürliche Zahl m 
so, dass alle Producte mc, , ganze Zahlen werden, so sind die rn 
von einander unabhängigen Producte ma, in a—b enthalten, 
mithin hat der Modul a— 5 dieselbe Eigenschaft, weil er als 
Vielfaches von a zugleich endlich ist; dasselbe gilt auch von dem 
Quotienten b : a, weil er das kleinste gemeinsame Vielfache der 


n Moduln b«," ist, mithin auch von den Ordnungen a?, bV. 

Da die Moduln a,b (nach 8. 172, VII) stets und nur dann 
mit einander identisch sind, wenn alle Coefficienten c,,, in (6) 
ganze Zahlen sind, und ausserdem ihre Determinante C=-+1 
ist, So folgt aus (7), dass alle Basen eines und desselben Moduls 
a eine und dieselbe Discriminante besitzen; diese von der Wahl 
der Basis gänzlich unabhängige Zahl wollen wir daher die Dis- 
eriminante des Moduls a nennen. und mit /(a) bezeichnen *) 
Nehmen wir jetzt nur noch an, a sei theilbar durch b, so sind die 
Coefficienten c,,in (6) ganze Zahlen, und da (nach 8. 172, VII) 
ihre Determinante C= + (b, a) ist, so nimmt die Gleichung (7) 
die Form A(a) = (b, a)? 4(b) an. Sind endlich a, b zwei beliebige 
Moduln von der Form (8), so ergiebt sich hieraus, weil (a, a—b) 
== (a, b) ist, der allgemeinste Satz 


*) Auf dieselbe Weise ergiebt sich aus den Gleichungen (5): und (36) 
in $. 167, dass die zu allen Basen des Moduls a complementären Basen 
auch Basen eines und desselben Moduls sind, den man deshalb das Com- 
plement von a nennen und mit a’ bezeichnen kann; umgekehrt ist dann a 
das Complement von a’, und 4(a) 4(a) = 1. Verbindet man ferner die 
dortigen Sätze über complementäre Systeme ebenfalls mit dem Satze VII 
in S. 172, so erhält man die wichtigen Sätze 

a,b)=(, a), (ka+b/Y= a —d, (ao) = a o-l, (ab) —a’:b, 
weiche in meiner (in $. 167 eitirten) Abhandlung Ueber die Discriminanten 
endlicher Körper weiter verfolgt sind. 
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4(a—b) = (a, 5924 (a) = (b, a)? 4 (b), (9) 

zugleich folgen mit Rücksicht auf (7) und (4) die Sätze *; 
(b,a) _\/4(0) 


AR re nn 

(b, ©) (c, a) (a, 6) = (c, b) (a, c) (b, a) (11) 
(a,ao) 1 /L(ao) s | 

(am,0) 7 a0) — EN), en 


und wenn (ao, a) — 1, also ao > a, und folglich » eine Zahl 
der Ordnung a® ist, so ist (a, aw) —+ N (w). — 

Alle im Körper 2 enthaltenen Zahlen sind algebraisch und 
zerfallen daher in ganze und gebrochene Zahlen. Wir bezeichnen 
mit o den Inbegriff aller ganzen Zahlen des Körpers &, und 
unsere Aufgabe besteht darin, die Gesetze der Theilbarkeit der 
Zahlen innerhalb dieses Gebietes o zu entwickeln. Da die Summen, 
Differenzen und Producte von je zwei solchen Zahlen (nach 8. 173, 
IV) wieder ganze Zahlen und in 2, also auch in o enthalten 
sind, so ist v ein Modul, und v2 >o, und da alle rationalen 
Zahlen in 2 enthalten sind, also auch 3 > o ist, so ist dieser 
Modul o (nach $. 170) eine Ordnung, mithin 


02 == p. (13) 


Es kommt nun vor allen Dingen darauf an, einen deutlichen 
Ueberblick über die Ausdehnung dieses Zahlengebietes o zu ge- 
winnen. Zunächst ergiebt sich leicht, dass man immer, und zwar 
auf unendlich viele Arten, eine ganze Basis, d. h. eine Basis von 
2 finden kann, welche aus lauter ganzen Zahlen besteht. Denn 
wenn man ein beliebiges irreducibeles System von n Zahlen @,, 
0, ...@, aus 2 gewählt hat, so giebt es (nach 8. 173, D) n na- 
türliche Zahlen «&,c& ...c„ von der Art, dass die n Producte 
& — C, @, ganze Zahlen werden, und offenbar bilden dieselben 
ebenfalls ein irreducibeles System. Nimmt man dasselbe als 
Basis von 2, so leuchtet ein, dass alle diejenigen Zahlen ® in 
(5), deren iaten x, ganze Zahlen sind, d.h. alle Zahlen 
des Moduls a in (8) gewiss ganze Zahlen sind, also a durch o 
theilbar ist; jeden solchen Modul a wollen wir einen ganzen Modul 


nennen, 


*) Vergl. die Anmerkungen auf 3. 522, 511. 
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Da ferner alle mit einer ganzen Zahl conjugirte Zahlen 
(nach 8. 173, VIII) ebenfalls ganze Zahlen sind, so ist die ra- 
tionale und von Null verschiedene Discriminante 4 (a) nothwendig 
eine ganze Zahl, weil sie nach (3) aus lauter ganzen Zahlen a? 
‚durch Addition, Subtraction und Multiplication gebildet ist. Be- 
deutet nun ® irgend eine Zahl in o, so wird sie nach (5) immer 
in der Form 


mM + Mag + **: + Mn On n 
— — 2707 (14) 
m 
darstellbar sein, wo m, m, Ms... m, ganze rationale Zahlen 


ohne gemeinschaftlichen Theiler bedeuten, deren erste, m, positiv 
angenommen werden darf; dann ist (nach $, 172, IH) offenbar 
a—[o]—=[mo], und wenn man b—=a-+ [oe] setzt, so ist m (b, a), 
und (a,b) =1, also zufolge (9): 

I()= mA); (15) 


da ferner der Modul b gewiss wieder von der Form (8) und zwar 
ein ganzer Modul ist, so können wir folgenden Satz aussprechen: 


1. Ist a ein endlicher und ganzer Modul, dessen Basis zu- 
gleich eine Basis des Körpers 2 bildet, und ist m der kleinste 
natürliche Factor, durch welchen eine ganze Zahl & in eine Zahl 
mo des Moduls a verwandelt wird, so ist die Diseriminante 4 (a) 
theilbar durch m?, und der Quotient ist die Diseriminante 4 (b) 
des ganzen Moduls b=a+ le). 


Da nun die Discriminanten aller dieser Moduln a,b... ganze 
rationale Zahlen und von Null verschieden sind, so muss es auch 
einen solchen Modul a geben, dessen Discriminante (a), absolut 
genommen, ein Minimum ist, und aus dem vorhergehenden Satze 
leuchtet ein, dass jede ganze Zahl ® nothwendig in diesem ganzen 
Modul a enthalten, und folglich a —= o sein muss. Wir haben 
daher den folgenden Fundamentalsatz gewonnen: 


II. ‚Der Inbegriff v aller ganzen Zahlen eines endlichen Kör- 
pers 3 ıst ein endlicher Modul, dessen Basis zugleich eine Basis 
von 2 bildet. 

Nächst dem Grade n ist nun diese Minimal- Discriminante 
von der grössten Bedeutung für die Beschaffenheit des Körpers 2; 
wir wollen sie deshalb die Grundzahl oder auch die Diserimi- 
nante von & nennen und immer mit D bezeichnen, also 


D= 4(0) (16) 
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setzen; für jeden ganzen Modul a von der obigen Beschaffenheit 
gilt dann zufolge (9) der Satz: 
I(e)= D6, a)% (17) 
Im einfachsten Falle » — 1, wo 2 der Körper R der ra- 
tionalen Zahlen, also o = 3 — [1] ist, hat man D—= 1 zu setzen. 
Zur Erläuterung wollen wir das nächstliegende Beispiel, den 
Fall eines quadratischen Körpers & betrachten. Jede Wurzel O 
einer irreducibelen quadratischen Gleichung lässt sich auf die 
Form a + bVd bringen, wo d eine ganze rationale, positive oder 
negative Zahl bedeutet, welche durch kein Quadrat (ausser 1) 
theilbar und auch nicht —= + 1 ist, während a, b rationale Zahlen 
sind, deren letztere nicht verschwindet. Alle in & enthaltenen, 
d. h. durch # rational darstellbaren Zahlen sind dann von der 
Form &—=t + uVd, wo t, u willkürliche rationale Zahlen be- 
deuten. Durch die nicht identische Permutation des Körpers geht 
Vd in — Vd, also « in die conjugirte Zahl # —= t — uYd über, 
welche. ebenfalls in 2 enthalten ist; mithin ist & ein Normal- 
körper ($. 166). Die ganzen Zahlen 1 und Yd sind von einander 
unabhängig, und da ihre Discriminante 
1, Va 
av) =|, _ya 
durch keine Quadratzahl m? ausser 1 und 4 theilbar ist, .so 
schliessen wir aus den obigen Sätzen, dass die Grundzahl D des 
Körpers entweder — 4d oder —=d ist, und das Letztere wird 
stets und nur dann eintreten, wenn es in & eine ganze Zahl 
@ — 1/,(& +yYVd) giebt, wo x, y ganze rationale Zahlen bedeuten, 
die nicht beide gerade sind. Um diese Möglichkeit zu prüfen, 
dürfen wir uns diese Zahlen x, y schon auf ihre kleinsten Reste 
0 oder 1 nach dem Modul 2 reducirt denken; offenbar kann % 
nicht — 0 sein, weil sonst auch £ = 0 sein müsste, und von 
den beiden übrigen Zahlen © —= 1, Yd und © = 1, (1 + Va) ist 
die erstere gebrochen, weil ihr Quadrat keine ganze Zahl ist; die 
letztere genügt der irreducibelen Gleichung 
®—o+'i,1—d)=0 
und ist folglich dann und nur dann eine ganze Zahl, wenn 
= 1 (mod. 4) ist. Hieraus ergiebt sich also: 
oe—=[1, Vd], D= 4d, wenn d= 2 oder 3 (mod. 4) (18) 


Dr 11: +, D=d, wenn d=1 (mod. 4) (19) 


ge dd 
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und in beiden Fällen 


o-|j1,25] (20) 


Es giebt 61 quadratische Körper, deren Grundzahlen D 
absolut genommen kleiner als 100 sind; unter diesen Zahlen D 
sind 30 positive Zahlen: 


5, 8, 19, 13, 17, 21, 24, 28, 29, 33, 87, 40, 41, 44, 53, 
56, 57, 60, 61, 65, 69, 73, 76, 77, 85, 88, 89, 92, 93, 97 


und die absoluten Werthe der 31 negativen Zahlen D sind: 


3, 4 7, 8, 11, 15, 19,.20, 23, 24, 31, 35, 39, 40, 48, 47, 
51, 52, 55, 56, 59, 67, 68, 71, 79, 83, 84, 87, 88, 91, 95. 


Die Grundzahl des Körpers J ($. 159) ist = — 4*). 


8. 176. 


Das Gebiet o aller ganzen Zahlen w, welche in einem Körper 
2 vom Grade n enthalten sind, und mit denen wir uns im 
Folgenden ausschliesslich beschäftigen, besitzt einige allgemeine 
Eigenschaften, welche denen der früher behandelten speciellen 
Gebiete [1] und [1,:] genau entsprechen. Wir wollen diese 
Analogie zunächst verfolgen, um sodann diejenige wesentlich 
neue Erscheinung hervorzuheben, welche uns zur Einführung 
neuer Begriffe nöthigen wird. 

Wir wiederholen zunächst, dass die Zahlen ®&, zu denen 
auch alle ganzen rationalen Zahlen gehören, sich durch Addition, 
Subtraction und Multiplication reproduciren; wenn ferner von 
zwei solchen Zahlen A, u die erstere durch die letztere theilbar 


*) Um schon hier einen Begriff von der Bedeutung der Grundzahl D zu 
‘geben, wollen wir nur darauf aufmerksam machen, dass (zufolge $. 52, 
I —- IV) die natürlichen Primzahlen p, von welchen d quadratischer Rest 
ist, immer in arithmetischen Reihen von der kleinsten Differenz D enthalten 
sind; diese Zahlen » verlieren in dem quadratischen Körper 2 den eigent- 
lichen Primzahl-Charakter, und dem in dieser Form ausgesprochenen Gesetze 
fügt sich auch die Zahl p=2 (vergl. $. 186). Dies aus dem Reciprocitäts- 
satze abgeleitete Gesetz der Vertheilung in arithmetische Reihen hängt 
wesentlich damit zusammen, dass 2 ein Divisor desjenigen Kreistheilungs- 
Körpers R (6) ist, welcher aus der Gleichung 09? —1 entspringt, während 
aus jeder Gleichung Om — 1, deren Grad m absolut < D, immer ein 
Körper R (6) entspringt, welcher die Zahl Yd nicht enthält. 
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ist ($. 174), so ist A= uv, und die Zahl » gehört demselben 
Gebiete o an. Zugleich leuchtet ein, dass in o die beiden Ele- 
mentarsätze der Theilbarkeit gelten, die wir früher ($. 174, I und 


a das Gebiet aller ganzen algebraischen Zahlen bewiesen 
aben. 


Die Spur $(w) und die Norm N(u) einer Zahl u des Ge- 
bietes o sind ganze rationale Zahlen, weil sie aus den n mit u 
conjugirten Zahlen, die (zufolge $. 173, VIII) ebenfalls ganze 
Zahlen sind, durch Addition und Multiplication gebildet sind. 
Zugleich folgt aus dem (in $. 167, (4) bewiesenen) Satze 


Nu») = N(u)N(v) Q) 
der häufig anzuwendende, aber nicht umzukehrende Satz: 

I. Ist A theilbar durch u, so ist auch N(A) theilbar durch 
N (u). 

Die Norm besitzt nun eine äusserst wichtige Bedeutung, 
welche mit dem folgenden Begriffe zusammenhängt. Zwei Zahlen 
a, ß heissen congruent in Bezug auf die Zahl u, den Modulus, 
wenn ihre Differenz « — ß durch u theilbar ist, und wir be- 
zeichnen dies durch die Congruenz 

a = ß (mod. u); (2) 
wir nennen dagegen die Zahlen «, ß, 9... incongruent nach u, 
wenn keine von ihnen mit einer der übrigen congruent ist. Aus 
der oben erwähnten Reproduction unserer Zahlen & durch Addi- 
tion, Subtraction und Multiplication folgt, dass man beliebig viele 
solche Congruenzen, die sich auf einen und denselben Modul u 
beziehen, addiren, subtrahiren und multipliciren darf, wie Glei- 
chungen (vergl. $. 17). Da nun der Inbegriff aller durch w theil- 
baren Zahlen ®w offenbar identisch mit dem Modul ou ist 
($. 170), so stimmt die Congruenz (2) gänzlich überein mit 


«= ß (mod. ou), (3) 
und folglich ist die Anzahl aller nach u incongruenten Zahlen 
zugleich die Anzahl (v, ou) aller auf den Modul ou bezüglichen 
Zahlelassen, aus welchen o besteht; da ferner ou > o, also 
(ou, o) = 1 ist, so folgt aus (12) in $. 175 der Satz: 

II. Die Anzahl aller nach w incongruenten Zahlen ist 
(0, 0a) = + N(u) (4) 
Hierbei ist vorausgesetzt, dass u und folglich auch N (u) 
von Null verschieden ist; wenn aber u verschwindet, so ist die 
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Anzahl der incongruenten Zahlen offenbar unendlich gross, und 
die Gleichung (4) bleibt richtig, wenn (o, ou) wieder — 0 gesetzt 
wird (8. 171); doch. wollen wir diesen uninteressanten Fall im 
Folgenden ausschliessen. Die Betrachtung der Moduln von 
der Form ou wird uns auch in der Folge grosse Dienste leisten, 
und ihre Bedeutung für unsere Aufgabe spricht sich schon in 
dem folgenden Satze aus: 

III. Die Theilbarkeit der Zahl A durch die Zahl u ist gleich- 
bedeutend mit der Theilbarkeit des Moduls oA durch den Modul 
Du, also mit DA > du. 

Dies leuchtet unmittelbar ein; denn wenn A durch u theilbar 
ist, so ist nach dem zweiten Elementarsatze der Theilbarkeit 
jede durch A theilbare, d. h. in oA enthaltene Zahl x auch theil- 
bar durch u, also in ou enthalten, mithin oA > ou; und um- 
gekehrt, wenn 04 > ou, so ist jede in oA enthaltene Zahl, also 
z. B. A selbst auch: in ou enthalten, d. h. theilbar durch u, w. 
2. b. w, 

Um hiervon sogleich eine Anwendung zu machen, erinnern 
wir an den für zwei beliebige Moduln a, b geltenden Satz 
(,b)a=b ($. 171, D; setzen wir a=o, b=og, so folgt 
aus (4) der Satz: 

IV. Die Norm der Zahl u ist theilbar durch u. 


Derselbe ergiebt sich aber auch unmittelbar daraus, dass 
N(u) das Product aus den » mit u conjugirten, also ganzen 
Zahlen, und dass eine derselben — u ist; mithin ist 

N(u) = ur, (5) 
wo v das Product aus den übrigen n— 1 Factoren, also eine 
ganze Zahl bedeutet, welche wir das Supplement*) der Zahl u 
nennen wollen. Da N(u) eine rationale Zahl, und folglich 
N N(up) = N (w)* ist, so folgt aus (1): 

N) = Nur. (6) 

Wir bemerken noch, dass jeder Zahl u (nach 8. 167) eine 


Ö 


bestimmte Function einer Variabelen £ entspricht, welche durch 


Hl — W)(e— uw)... (te — um) 
So Sn ut IB een Se Dar Bee 2 or Me 7) 


*) In den früheren Auflagen habe ich v die zu u adjungirte Zahl 
genannt, was aber unzweckmässig erscheint, weil diesem Worte von 
Galois eine ganz andere Bedeutung beigelegt ist ($. 160). 
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definirt wird, und deren Coefficienten a, in unserem Falle ganze 
rationale Zahlen sind ; insbesondere ist 


S(u) = — a; Nu) = (— 1)" a, (8) 
und da f(u) = 0 ist, so ergiebt sich auch hieraus wieder der 
Satz IV und zugleich die Darstellung des Supplementes » durch 
die Gleichung 

BE re (9) 

Bedeutet & irgend eine (in o enthaltene) Einheit, also eine 
Zahl, welche in allen ganzen Zahlen aufgeht ($. 174), so ist o 
theilbar durch oe, und folglich 

DE ==); (10) 
weil oe auch theilbar durch o ist; und umgekehrt, wenn eine 
Zahl & dieser Bedingung (10) genügt, so ist sie offenbar in o ent- 
halten und zwar eine Einheit, weil die in vo enthaltene Zahl 1, 
und folglich jede ganze Zahl durch & theilbar ist*). Zufolge (4) 
ist diese, für jede in o enthaltene Einheit & charakteristische 
Bedingung (10) gänzlich gleichbedeutend mit der folgenden 
| N)—=+iı. | (1) 
Dasselbe ergiebt sich aber auch so: wenn & eine Einheit ist, also 
in der Zahl 1 aufgeht, so geht (nach I) die ganze rationale Zahl 
N(z) auch’ in N(1), &. h. in I auf und: ist: folglich = + 1; 
umgekehrt, wenn eine ganze Zahl e der Bedingung (11) genügt, 
so geht sie (nach IV) auch in der Zahl 1 auf, und ist folglich 
eine Einheit. _ 

Betrachten wir jetzt eine Zahl u, welche von Null verschieden 
und auch keine Einheit ist, so ist N(u) absolut > 2. und um- 
gekehrt; jede solche Zahl u ist gewiss durch alle Einheiten s, 
und ausserdem durch alle mit u assocürten Zahlen zu theilbar. 
Nun sind zwei Fälle möglich: wenn die Zahl u ausser den eben 
genannten Zahlen & und zu keinen anderen Divisor in o besitzt, 
sö heisst u unzerlegbar (in o, was immer hinzuzudenken ist); sie 
soll dagegen zerlegbar heissen, wenn sie einen von den Zahlen & 
und eu verschiedenen Divisor « besitzt. In dem letzteren Falle 
ist u—«ß, und es leuchtet ein, dass auch 8 weder eine Ein- 
heit, noch mit u associirt sein kann, weil sonst & entweder mit 


*) Allgemein, wenn a irgend ein endlicher, von Null verschiedener 
Modul, und ae —= & ist, so ist e eine in der Ordnung a° enthaltene Ein- 
heit, und umgekehrt genügt jede ‚solche Einheit & der Bedingung ag = a. 


544 Supplement XI. $. 176. 


w oder mit 1 associirt wäre; da ferner N(u)—= N (®) N (ß) ıst, 
so folgt, dass (absolut) N(p) > N(«a) > 1 ist. Zerlegt man nun 
« und ß, falls es angeht, weiter in solche Factoren, die keine 
Einheiten sind, und fährt man so fort, so ergiebt sich aus der 
angeführten Beschaffenheit der Normen, dass diese Zerlegung 
nach einer endlichen Anzahl von Schritten ihr Ende finden muss; 
während also in dem aus allen algebraischen Zahlen bestehenden 
Körper eine unbeschränkte Zerlegbarkeit der ganzen Zahlen 
stattfindet ($. 174), gilt für jeden endlichen Körper 8 der fol- 
gende Satz: 


V. Jede zerlegbare Zahl ist darstellbar als Product aus einer. 
endlichen Anzahl von unzerlegbaren Factoren. 


Diese Operation der Zerlegung einer Zahl u ist vollständig 
analog derjenigen, welche wir früher bei den Körpern R und J 
(88. 8 und 159) beschrieben haben; aber in diesen beiden spe- 
ciellen Fällen besass das Schlussresultat eine grössere Bestimmt- 
heit als dasjenige, zu welchem wir hier gelangt sind, denn wir 
konnten damals beweisen, dass das System der unzerlegbaren 
Factoren von u ein im Wesentlichen. bestimmtes, einziges war, 
vorausgesetzt, dass zwei assocürte Zahlen als nicht wesentlich 
verschieden angesehen wurden. Dieser Nachweis gründete sich 
bei beiden Körpern auf diejenige Eigenschaft ihrer unzerlegbaren 
Zahlen, welche wir den Primzahl- Charakter nennen wollen, die 
aber bei einem beliebigen endlichen Körper & mit der Unzer- 
legbarkeit keineswegs nothwendig verbunden ist. Um diesen 
Unterschied kurz bezeichnen zu können, stellen wir der obigen 
Eintheilung der Zahlen ® in zerlegbare und unzerlegbare Zahlen 
die folgende gegenüber: 

Eine von Null verschiedene Zahl u, welche keine Einheit ist, 
soll eine Primzahl (in 0) heissen, wenn je zwei durch u nicht 
theilbare Zahlen @ auch ein durch u untheilbares Product be- 
sitzen*); giebt es aber zwei durch u nicht theilbare Zahlen «, 


*) Ist also «8 theilbar durch die Primzahl u, so ist wenigstens einer 
der beiden Factoren «, & durch «4 theilbar. — Aus dieser Definition folgt 
leicht, dass die kleinste, durch u theilbare natürliche Zahl p eine Primzahl 
in A, und dass + N(a) = pf ist; der Exponent f, welcher immer > 0 
und < n ist, kann der Grad der Primzahl u genannt werden. Die Um- 
kehrung dieses Satzes ist im Allgemeinen nicht gestattet, doch gilt der 
folgende, ebenfalls Jeicht zu beweisende Satz: ist N (u) eine Primzahl in 
R, so ist u eine Primzahl (ersten Grades) in 2. 
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deren Product durch u theilbar ist, so soll 4 eine zusammen- 
gesetzte Zahl heissen. 

Es leuchtet unmittelbar ein, dass jede zerlegbare Zahl gewiss 
auch eine zusammengesetzte Zahl, also jede Primzahl gewiss eine 
unzerlegbare Zahl ist. In den beiden speciellen Fällen der Körper 
K und J decken sich nun beide Eintheilungen vollständig, d. h. 
jede unzerlegbare Zahl ist auch eine Primzahl, und jede zu- 
sammengesetzte Zahl ist auch eine zerlegbare Zahl, und man 
erkennt sofort, dass gerade hierin der Grund liegt, weshalb die 
Zerlegung einer Zahl in unzerlegbare Factoren eine einzige, völlig 
bestimmte war ($8. 8 und 159); dieselbe Bestimmtheit der Zer- 
legungen wird deshalb bei allen Körpern & vorhanden sein, bei 
welchen die Begriffe der unzerlegbaren Zahl und der Primzahl 
sich vollständig decken. Sobald aber eine unzerlegbare Zahl u 
existirt, welche keine Primzahl, also eine zusammengesetzte Zahl 
ist, so-giebt es zwei durch u nicht theilbare Zahlen «, ß, deren 
Product 7 durch u theilbar, also von der Form uv ist; mag man 
nun die Zahlen &, ß, v, wenn sie zerlegbar sind, auf irgend 
welche Weise in unzerlegbare Factoren aufgelöst haben, so ent- 
springen aus den Gleichungen 


y=aß und y = uv 


zwei Zerlegungen derselben Zahl y in unzerlegbare Factoren, und 
diese beiden Zerlegungen sind wesentlich verschieden, weil unter 
den Factoren der durch «u nicht theilbaren Zahlen « und ß kein 
einziger mit u associirt sein kann. 

Auf eine solche Erscheinung ist Kummer bei seinen Unter- 
suchungen über diejenigen Zahlengebiete o gestossen, welche aus 
dem Problem der Kreistheilung entspringen; aber durch die Ein- 
führung seiner idealen Zahlen ist es ihm gelungen, die hiermit 
zusammenhängenden grossen Schwierigkeiten zu überwinden. 
Diese Schöpfung neuer Zahlen beruht auf einem Gedanken, 
welcher für unseren obigen Fall sich etwa in folgender Weise 
darstellen lässt. Wären die Zahlen «, ß, u, v, welche durch die 


Gleichung ne (1a) 


mit einander verbunden sind, ganze rationale Zahlen und zwar 
ohne gemeinschaftlichen Theiler, so würde hieraus nach den in 
R berrschenden Gesetzen der Theilbarkeit eine Zerlegung dieser 
Zahlen in rationale Factoren folgen, nämlich 
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2— 4%, B == bh a = mßo, v = Pre (13) 


und zwar würde «, relative Primzahl zu ß,, und ebenso & rela- 
tive Primzahl zu ß, sein; selbst wenn man nun diese Zerlegung 
nicht wirklich ausgeführt hätte, wenn man also die vier ganzen 
rationalen Zahlen &, , &%, ßı, ßs noch nicht kännte, so wären die- 
selben doch wesentlich bestimmt, und, was das Wichtigste ist, 
man wäre mit alleiniger Hülfe der gegebenen Zahlen «, ß, u, v 
völlig im Stande zu entscheiden, ob eine beliebige ganze rationale 
Zahl ® durch eine der unhekannten Zahlen, z. B. durch «,, theil- 
bar ist oder nicht; denn offenbar ist die Congruenz 


oT 
I 
er) 


0 = () (mod. «,) (14) 
völlig gleichbedeutend mit jeder der beiden Congruenzen 
Bo = 0 (mod. u), vo = 0 (mod. 0). (15) 


Wir haben es nun in Wahrheit nicht mit rationalen, sondern 
mit Zahlen «&, ß, u, v zu thun, welche dem Gebiete o angehören, 
und da die Zahl u unzerlegbar, und keine der Zahlen «, 8 durch 
u theilbar ist, so existirt innerhalb o eine Zerlegung von der 
Form (13) in Wirklichkeit nicht; aber obgleich eine Zahl wie «, 
nicht in o vorhanden ist, so kann man mit Kummer doch eine 
solche Zahl &, als einen ödealen Factor der wirklichen Zahl u in 
die Untersuchung einführen; diese ideale Zahl «, tritt zwar nie- 
mals isolirt auf, aber in Verbindung mit anderen, ebenfalls 
idealen Zahlen «,, ß, kann sie wirkliche Zahlen «, u des Gebietes 
0 erzeugen, und vor allen Dingen lässt sich die Theilbarkeit 
einer beli&bigen wirklichen Zahl ® durch die ideale Zahl «, mit 
voller Klarheit, nämlich durch jede der beiden obigen Con- 
gruenzen (15) ilanaıaan 


Eine solche fingirte Zahl «&, wird man eine ideale Primzahl 
nennen, wenn je zwei durch «, nicht theilbare Zahlen ein Pro- 
duct geben, welches ebenfalls durch’«, nicht theilbar ist; man 
kann auch Potenzen solcher Primzahlen einführen und die Theil- 
barkeit einer beliebigen wirklichen Zahl ® durch « so definiren, 
dass die Congruenz. 

© = 0 (mod. ar) 
als gleichbedeutend mit jeder der beiden Congruenzen 


Po= 0 (mod. ur), vo = 0 (mod. 3) 
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angesehen wird. Zur Erläuterung möge folgendes einfache, schon 
in $$. 16, 159 erwähnte Beispiel dienen *). 

Der quadratische Körper 2, welcher aus einer Wurzel $ der 
Gleichung 


"+5—0 (16) 
entspringt, hat die Grundzahl D= — 20, und der endliche Modul 
g=41,0] (17) 


ist (nach $, 175) der Inbegriff aller in X enthaltenen ganzen 
Zahlen 

a=x + y6, (18) 

wo 2, y beliebige ganze rationale Zahlen bedeuten. Da hieraus 

N(o) = oo’ = (x + yb) (x — yb) = a2 + By? (19) 


folgt, so sind die einzigen Einheiten die beiden Zahlen +1. 
Nun sind die vier Zahlen 


Beau Bee NT = 1420 weil — 29 (20) 


durch die Gleichung (12) mit einander verbunden, und zwar sind 
sie alle unzerlegbar; denn wäre z,B. «—=3=«,%, und keine der 
beiden ganzen Zahlen «,, «, eine Einheit, so würde aus N(«) 
—9— N(a)N(«,) folgeu, dass N(%,)=N (m,) = 3 sein müsste, 
was aber zufolge (19) unmöglich ist; und ebenso würde sich die 
Unzerlegbarkeit der drei anderen Zahlen ß, u,v beweisen lassen **). 
Man wird daher vier ideale Zahlen «,, &,, ß,, ß, einführen und 
so definiren, dass eine beliebige Zahl ® theilbar durch «,, &%, Pr, fa 
heisst, wenn die entsprechende Congruenz 


vo = 0 (mod. 3) (%) 
uo = 0 (mod. 3) (%) 
uo = 0 (mod. 7) (Bı) 
vo = 0 (mod. 7) (ß») 
erfüllt ist. Zufolge (18) und (20) ist aber 
vo — (2 + 10y) + (y — 2x)9 21) 


„a=(#— 10y) +(y + 22)6, 


*) Dasselbe ist ausführlicher behandelt in meiner Abhandlung Sur la 
theorie des nombres entiers algebriques 88. 7—12 (Paris 1877; Abdruck aus 
dem Bulletin des Sciences math. et astron. von Darboux und Hoüel, 1re serie, 
t. XI, et 2e serie, t. I). 

**) Vergl. $$. 71, 159. 

35* 
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und die vorstehenden Congruenzen gehen über ın 


x + y== 0 (mod. 3) («,) 
x — yz==6 (mod. 3) (&3) 
x —3y= 0 (mod. 7) (Bı) 
x +3y= 0 (mod. 7), (P3) 
Setzt man ferner &, — 2, + 9, so wird oe —=&% + Ya 6, 


won =ın —5yy, yp =ıy + Yüı; mithin z. B.: 
y +p=(®+9Y) (er + yı) (mod. 3); 


hieraus folgt mit Rücksicht auf («,), dass das Product ©&», dann 
und nur dann durch die ideale Zahl «, theilbar ist, wenn mindestens 
einer der beiden Factoren ®, ®, durch «, theilbar ist, und folg- 
lich werden wir a, eine ideale Primzahl nennen; ganz dasselbe 
gilt, wie man leicht findet, auch für die drei anderen idealen 
Zahlen &,, P,, ßs. Da ferner die Zahl x theilbar durch «,, un- 
theilbar durch &,, und ebenso die Zahl v theilbar durch ,, un- 
theilbar durch «, ist, so sind die beiden idealen Primzahlen 
&,, &%,9 als verschieden anzusehen, und in demselben Sinne sind 
die Zahlen ß,, ß; von einander und von &,, & verschieden. Nun 
geht aus (&,) und (&) hervor, dass eine Zahl ®@ dann und nur 
dann durch die Zahl « = 3 theilbar ist, wenn sie sowohl durch 
«, als auch durch «&, theilbar ist, und da «&,, % für zwei ver- 
schiedene ideale Primzahlen zu halten sind, so wird man nach 
Analogie der Theorie der rationalen Zahlen die Zahl «—=3 als 
wesentlich identisch mit dem Producte dieser Zahlen &,, a, an- 
sehen, also in diesem Sinne & —= ,%, setzen; ebenso würden 
sich die drei anderen Gleichungen in (13) rechtfertigen lassen, 
und diese Zerlegungen der Zahlen «, ß, u, v in ideale Factoren 
%, 0%, Pı, Ps würden in (12) eine schöne Bestätigung finden. 
Durch die Einführung dieser und unendlich vieler anderen 
idealen Primzahlen, sowie ihrer Potenzen, gewinnt nun die Theorie 
dieses Zahlengebietes o eine bewunderungswürdige Einfachheit; 
in der That gelangt man auf diese Weise zu dem überraschenden 
Resultate, dass die in der Theorie der rationalen (ebenso der 
complexen) Zahlen herrschenden allgemeinen Gesetze der Theil- 
barkeit, welche in unserem Gebiete o ihre Geltung zu verlieren 
drohten, nun vollständig wieder hergestellt werden; jede Zahl ® 
des Gebietes o kann wie ein Produet von völlig bestimmten Po- 
tenzen von wirklichen oder idealen Primzahlen angesehen werden, 
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und sie geht dann und nur dann in einer zweiten Zahl auf, wenn 
diese durch jede solche Potenz theilbar ist. 

Mit diesem Versuche, den Grundgedanken der Kummer’schen 
Schöpfung zu erläutern, müssen wir uns hier begnügen; es würde 
sich nämlich selbst bei dem einfachen, hier gewählten Beispiele 
bald zeigen, dass eine völlig klare und strenge Durchführung 
dieser Untersuchung einige Schwierigkeiten darbietet, die zwar 
nicht erheblich sind, deren Beseitigung aber doch etwas um- 
ständlich ist. In bei weitem höheren Maasse treten solche 
Schwierigkeiten auf, wenn man zu Körpern höheren Grades über- 
gehen oder gar, was unsere eigentliche Aufgabe ist, die allge- 
meinen Gesetze der Theilbarkeit ergründen will, welche für jeden 
endlichen Körper 2 gelten. Wegen dieser Schwierigkeiten, deren 
genauere Erörterung uns hier zu weit führen würde*), verzichten 
wir im Folgenden gänzlich auf die Einführung idealer Zahlen 
und gründen unsere Theorie auf einen anderen Begriff, den Be- 
griff des Ideals, worunter immer ein mit gewissen charakteristi- 
schen Eigenschaften begabtes System von unendlich vielen wirk- 
lichen Zahlen verstanden werden soll. 

Es wird gut sein, diesen Begriff an unserem obigen Beispiele 
zu erläutern. Die erforderliche und hinreichende Bedingung 
dafür, dass eine ganze Zahl © —= x + y6 durch die ideale Prim- 
zahl «, theilbar ist, besteht nach («,) darin, dass «= 2 y (mod. 3), 
also 2 —=3z + 2y ist, wo z eine beliebige ganze rationale Zahl 
bedeutet; jede solche Zahl ® ist also von der Form 32+(2 + 6)y. 
Bezeichnet man daher mit a, den Inbegriff aller durch «, theil- 
baren Zahlen o, so ist 

v—=[3,2+60] (22) 
und ebenso findet man, dass die Inbegriffe aller durch &, ß,, ßa 
theilbaren Zahlen resp. die Moduln 

%=[ß149),h=-[7349,,=[1440) (2) 
sind. Bilden wir nun auch die Inbegriffe 

d@ == [3, 30), RB==17.80], (23) 

ou —=[1+4+29, — 10+0) 0ov—=[1-29, 10 +6] 
der durch «, ß, u, v theilbaren Zahlen, von denen die letzteren 
in (21) dargestellt sind, so ergiebt sich leicht, dass diese acht 
Moduln durch die Gleichungen 


*) Vergl. die Einleitung der Schrift Sur la theorie des nombres entiers 


algebriques. 
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=, 0B=ebb, nnd, ov—=bl (24) 
mit einander verbunden sind. Zunächst freilich erscheinen die 
rechts befindlichen Producte von je zwei zweigliedrigen Moduln 
als die viergliedrigen Moduln 

4% —=[9,3 + 30,6 + 306, — 3 + 36] 

bb; — [49,21 + 76,28 + 76,7 + 76] 

abe 19 30.4 FO 3 0 

1 —=[217+76,9+30 — 2 +40), 
aber diese und auch die Moduln ou, o» lassen sich nach der in 
$. 172 angegebenen Methode auf zweigliedrige Moduln von der 
Form [a, d -' c6] reduciren, wo a, b,c ganze rationale Zahlen 
bedeuten; diese Reduction ist in den dortigen Beispielen, wo man 
nur ©, —=1, @ —=() zu setzen braucht, schon ausgeführt und 
ergiebt als Resultat die Gleichungen (24). Offenbar bilden nun 
diese Zerlegungen (24), in welchen nur von wirklich in o ent- 
haltenen Zahlen die Rede ist, einen vollständigen Ersatz für die 
Zerlegungen (13), die innerhalb dieses Gebietes o schlechterdings 
unausführbar sind. 


&. 177. 


Das soeben behandelte Beispiel lässt vermuthen, dass die 
eigenthümlichen Lücken, die bei der Untersuchung über die 
Theilbarkeit der Zahlen & innerhalb eines Gebietes o auftreten 
und eine gewisse Unvollständigkeit desselben erkennen lassen, 
dadurch ausgefüllt werden können, dass man statt der einzelnen 
Zahlen @ in o ganze Systeme solcher Zahlen einführt. Am 
nächsten liegt, wenn u eine bestimmte, von Null verschiedene 
Zahl in o bedeutet, die Betrachtung des schon im vorigen Para- 
graphen besprochenen Systems m — ou aller durch w theilbaren 
Zahlen ww. Wir heben die dort erwähnten Elementarsätze der 
Theilbarkeit nochmals als Eigenschaften eines jeden solchen 
Systems m in folgender Weise hervor: 


L Das System m besteht aus lauter ganzen Zahlen des Kör- 
pers &, und diese Zahlen reprodueiren sich durch Addition und 
Subtraction, d. h. m ist ein durch o theilbarer, also ganzer Modul. 

Il. Ist A eine in m enthaltene Zahl, so ist jede durch A theil- 
bare Zahl A des Körpers 2 ebenfalls in m enthalten, d. h. das 
Produet om ist theilbar durch m. 
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Dieselben beiden Eigenschaften kommen aber nicht bloss 
solchen Systemen m zu, welche von der Form ou sind, sondern 
z. B. auch dem System m aller in o enthaltenen Wurzeln & einer 
Congruenz von der Form vo = 0 (mod. «), wo v und « be- 
stimmte Zahlen in o bedeuten, und in dem eben behandelten 
Beispiel hat sich gezeigt, dass es solche Systeme m giebt, welche 
schlechterdings nicht von der Form ou sind, die aber doch einen 
wesentlichen Dienst leisten, indem sie bei den Untersuchungen 
über die Theilbarkeit einen gewissen Ersatz für die fehlende 
(ideale) Zahl u liefern. Diese Erscheinung veranlasst uns, von 
der Existenz einer Zahl u, durch welche ein solches System m 
erzeugt werden könnte, ganz abzusehen und .lediglich an den 
Eigenschaften I und II festzuhalten, welche an sich einen voll- 
kommen klaren und bestimmten, von der Existenz einer er- 
zeugenden Zahl u unabhängigen Sinn haben. Jedes System m, 
welches diese beiden Eigenschaften besitzt, wollen wir (wegen der 
im vorigen Paragraphen besprochenen Beziehung zu Kummer’s' 
idealen Zahlen) ein Ideal des Körpers 2 oder des Gebietes o 
nennen; ist aber m — ou, giebt es also eine Zahl u, durch 
welche das Ideal m in der angegebenen Weise erzeugt wird, so 
soll m ein Hauptideal genannt werden, weil solche Ideale unter 
den übrigen eine ähnliche oder vielmehr dieselbe Stellung ein- 
nehmen, welche z. B. in der Theorie der binären quadratischen 
Formen den der Hauptelasse angehörigen Formen unter den 
übrigen zukommt. 

Zufolge dieser Definition würde die Zahl Null für sich allein 
ein Ideal bilden, und manche der im Folgenden zu entwickelnden 
Sätze würden ihre Gültigkeit auch für diesen besonderen Fall 
nicht verlieren; da es aber für die Ausdrucksweise lästig sein 
würde, die etwaigen Ausnahmen immer anzugeben, so wollen wir 
diesen Fall lieber gänzlich ausschliessen. Die vollständige De- 
finition lautet daher: 

II. Ein Modul m heisst ein Ideal (in vo), wenn er von Null 
verschieden ist und den beiden Bedingungen m >o,om>m 
genügt. 
Unsere Aufgabe besteht nun darin, aus dieser Erklärung 
alle Eigenschaften der in o enthaltenen Ideale und alle ihre 
Beziebungen zu einander abzuleiten. In dieser Theorie der Ideale 
sind (nach 8. 176, III) jedenfalls die Gesetze der Theilbarkeit der 
Zahlen innerhalb o vollständig enthalten; aber es wird sich auch 
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umgekehrt zeigen, dass diese Theilbarkeitsgesetze nur durch 
Zuziehung aller Ideale gewonnen werden können. Da jedes Ideal 
ein Modul ist, so benutzen wir hierbei alle Begriffe und Sätze 
der allgemeinen Theorie der Moduln (88. 168—172); die Theorie 
der Ideale m wird aber in Folge der zweiten Figenschaft, nach 
welcher om > mist, eine bei Weitem bestimmtere Gestalt erhalten. 
Wir bemerken zunächst, dass jedes Ideal m zufolge der 
ersten Eigenschaft m > o ein endlicher Modul ist ($. 172, V), 
und da es zufolge der zweiten Eigenschaft om > m offenbar n 
von einander unabhängige Zahlen enthält, so ist jedes Ideal m 
ein Modul von der Form (8) in $. 175. Sodann leuchtet ein, 
dass diese zweite Eigenschaft, weil 3 > o, also m > om ist, sich 

in der schärferen Form 
om=m (1) 


darstellen lässt, und hierin liegt, weil o offenbar selbst ein Ideal 
ist, ein erster Satz über die Multiplication der Ideale, mit welcher 
“wir uns sogleich näher zu beschäftigen haben. Schon hieraus 
erkennt man, dass dieses in allen Idealen aufgehende Ideal o 
hier dieselbe Stellung einnimmt, wie die Zahl 1 in der rationalen 
Zahlentheorie. Wir können hinzufügen, dass o ein Hauptideal 
st; denn wenn e— 1 oder irgend eine andere Einheit ist, so 
ist og = o ($. 176, (10)). Ferner leuchtet ein, dass ein Haupt- 
ideal ow stets und nur dann durch ein Ideal m theilbar ist, 
wenn die Zahl u in m enthalten ist, weilom> m, und u in ou 
enthalten ist, Aus diesem Grunde wollen wir von jeder in m 
enthaltenen Zahl u (selbst von der Zahl Null) auch sagen, sie 
sei theilbar durch m, oder m gehe in w auf, oder m sei ein 
Theiler von u. Offenbar ist o das einzige Ideal, das in einer 
Einheit e aufgeht, weil ve = o ist. Ebenso soll ein Ideal m 
theilbar durch die Zahl & heissen, wenn m> o«, also jede in m 
enthaltene Zahl u durch « theilbar ist; setzt man u — «aß, so 
erkennt man leicht, dass die Quotienten ß, welche allen Zahlen 
u entsprechen, ein Ideal b —= m«-! bilden, mithin m —.«b ist 
(vergl. den unten folgenden Satz VN). Näck diesen vorläufigen 


Bemerkungen wenden wir uns zu den folgenden Haupliizen 
über die Multiplication der Ideale. 


IV. Das Product von zwei Idealen a, b ist ein Ideal und 
zwar ein gemeinsames Vielfaches von a, b, key 


od>a—b, (2) 
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Denn weil a und b von Null verschieden sind, so gilt das- 
selbe von ab; aus oa — a folgt ferner o(ab) — (v a)b= ab; da 
endlich a und b durch o theilbar sind, so ist ab (nach 8.- 170, D 
theilbar durch ob und ao, d.h. durch b und a, also auch durch 
d, w. 2.b. w. 


V. Jedes Ideal m ist ein eigentlicher Modul, dessen Ordnung 
— v0, mithin 
nmmi==in,. (3) 


Denn m ist ein endlicher, von Null verschiedener Modul, der 
aus lauter algebraischen Zahlen besteht; mithin lässt sich m (nach 
$. 173, VI) durch Multiplication mit einem Modul n, dessen Zahlen 
im Körper 2 enthalten sind, in einen Modul mn verwandeln, welcher 
<y3 ist und aus lauter ganzen Zahlen des Körpers & besteht, 
also > o ist; da nun 1, = oo —= 9, und o(mn) = (oem)n — mn 
ist, so folgt aus 3> mn > o durch Multiplication mit o, dass 
mn = od ist, woraus alles Uebrige sich leicht ergiebt. Denn 
wenn man mit der Ordnung m° multiplieirt und berücksichtigt, 
dass stets mm’ — m ist ($. 170, (23)), so erhält man zunächst 
om? — o, also m® > o, und da andererseits aus om > m auch 
op > m? folgt, so ist m! — o*). Jedes Ideal m ist also ein Factor 
seiner Ordnung o = mn, und hieraus folgt (nach $. 170, V), dass 
m ein eigentlicher Modul, dass n!—= on, und mm! = o ist, w. 
2. b. w. 

VL Sind a,b, b’ Ideale, und ist ab > ud), so it b >’; 
aus ab — ab’ folgt b =’, und wenn a > ab, so it b =. 

Dies ergiebt sich unmittelbar durch Multiplication mit a=! 
mit Rücksicht auf (3) und (1). 

VI. Ist das Ideal m theilbar durch das Ideal a, so giebt es 
ein (und nur ein) Ideal b, welches der Bedingung ab = m genügt, 
und zwar istb=m:a=mar!. 

Denn der Modul b = ma-!, welcher (nach $. 170, VII) auch 
—ım:a ist, erfüllt zufolge (3) und (1) die Forderung ab = m 
und ist daher auch von Null verschieden; aus m > a folgt durch 
Multiplication mit a-1, dass b > o ist, und da ob = (om)aT! 
— ma-!— b ist, so ist b ein Ideal, w. z. b. w. 

*) Dies würde sich auch ohne Zuziehung des Satzes VI in $. 173 leicht 
beweisen lassen. 
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Durch diesen Satz, welcher als eine Umkehrung: des Satzes 
IV angesehen werden kann, ist der wichtige Zusammenhang 
zwischen den Begriffen der Theilbarkeit der Ideale und ihrer 
Multiplication aufgedeckt*). Der Kürze halber wollen wir in der 
Folge unter einem Factor eines Ideals m ausschliesslich jeden 
Theiler a von m verstehen, der selbst ein Ideal ist. Dann besteht 
folgender Satz: 

VII. Die Anzahl der Factoren eines Ideals ist endlich. 

Denn wählt man aus dem Ideal m nach Belieben eine von 
Null verschiedene Zahl «, so ist (nach $. 176, II) die Classen- 
anzahl (0, o«) = + N (u) > 0, und folgliclı giebt es (nach $. 171, 
II) nur eine endliche Anzahl von Moduln, welche > » und 
zugleich < ou sind; da aber ou > m, so ist jeder Factor von m 
ein solcher Modul, und folglich ist auch die Anzahl dieser Fac- 
toren endlich, w. z. b. w. 

IX. Jedes Ideal m kann durch Multiplication mit einem Ideal 
n in ein Hauptideal ou — mn verwandelt werden **). 

Denn wenn u wieder irgend eine von Null verschiedene 
Zahl in m bedeutet, so ist ou > m, woraus der Satz (nach VII) 
folgt. Da ferner N(u) (nach 8. 176, IV) durch u, also auch 
durch m tbeilbar und von Null verschieden ist, so ergiebt sich 
(aus $. 172, l) noch der folgende Satz: 

X. In jedem Ideal mı giebt es unendlich viele rationale Zahlen, 
deren Inbegriff 

m — 3; = [m] 
ist, wo m —= (j, m) die kleinste durch m theilbare natürliche Zahl 
bedeutet. 


8. 178. 


Der grösste genieinsame Theiler a + b und das kleinste 
gemeinsame Vielfache a — b von zwei Idealen a, b sind ebenfalls 


*) Hierin bestand die grösste Schwierigkeit, welche bei der ersten Be- 
gründung der Ideal-Theorie zu überwinden war. Um dieselbe zu würdigen 
vergleiche man die zweite und dritte Auflage dieses Werkes und S. 23 
meiner Schrift Sur la theorie des nombres entiers algebriques (Paris 1877); 
denn wenn jetzt durch Zuziehung des Satzes VI in $. 173 dieser Gednar 
punct schon im Anfange der Theorie gewonnen wird, so lassen die früheren 
Darstellungen das Wesen desselben deutlicher erkennen, was für gewisse 
Verallgemeinerungen der Ideal-Theorie sehr wichtig ist. i 

**) Vergt. $. 178, XI. 
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Ideale. Denn jedenfalls sind die Moduln a + b und a — b theil- 
bar durch o, weil dasselbe von a und b gilt; da nun a — b 
theilbar ist durch a und b, so ist o(a—b) theilbar durch oa und 
ob,d.h. durch a und b, also auch durch a — b; und da das von 
Null verschiedene Product ab (nach 8. 177, IV) durch a — b 
theilbar ist, so ist a — b auch von Null verschieden und folglich 
ein Ideal. Da ferner oa +b)=oa+ob—=a+tb,undatb 
als Theiler des Ideals a oder b gewiss von Null verschieden ist, 
so ist a + b ein Ideal. Dasselbe gilt offenbar von dem gemein- 
samen grössten Theiler und kleinsten Vielfachen von beliebig 
vielen Idealen, und es ergeben sich die folgenden. Sätze: 

I. Sinda,b, c... beliebige Ideale, so ist deren kleinstes ge- 
meinsames Vielfaches 


ah — ee ee Bde (1) 
wo Ay, di, Cı ».. Ideale bedeuten, deren grösster gemeinsamer Theiler 
! tb, +. +. =9 (2) 
ist. i 

Denn wenn man der Kürze wegen m=a—d—c—.:- 


undn—=qa-+b; + +»: setzt, so ist das Ideal m theilbar 
durch a,b,c..., und folglich genügen (nach $. 177, VU) die 
Ideale a, = ma-ı, b, = mb-!, co, = met... den Bedingungen 
(1); da sie ferner alle durch das Ideal n theilbar sind, so sind 
auch die Producte a,n-!, b,n!, cın7!... Ideale, und hieraus 
folgt nach (1), dass mn! (zufolge $. 177, IV) durch a,b,c.. 
theilbar, also mn-!> m, m> mn, mithin (nach 8. 177, VD 
n= Do ist, w. z.b. w, 
Aus dem Beweise folgt, dass der in (2) enthaltene Satz auch 
in der Form 

ee (3) 
dargestellt werden kann; er bildet das dualistische Gegenstück 
zu dem Satze 


ee (4) 
welcher eine unmittelbare Folge des zweiten Modulsatzes as); in 
8. 170 ist. 


II. Zu je zwei Idealen a, b gehören zwei Ideale «a', d', welche 


den Bedingungen 
en Bedingung EHRE 6) 


en u en) (6) 
a=(a+b)a, b=(a + b)V (7) 
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genügen; zugleich ist a (&) 
Die Gleichungen (5), (6) folgen als specieller Fall aus (1), 
(2); multiplicirt man (6) mit a oder mit b, so folgt (7) aus (5), 
und wenn man (5) mit a + 5 multiplieirt, so folgt (8) aus (7), 
w. z. b. w. 
Ersetzt man a und b in (8) durch ac und bc, wo c ein be- 
liebiges Ideal bedeutet, und dividirt durch 


ac+be=l(a + br, (9) 
so folgt aus (8) auch der Satz”) 


derselbe ergiebt sich auch aus (5), wenn man bedenkt, dass 
zufolge (7) und (9) die Ideale a’, b’ ungeändert bleiben, wenn 
man a, b durch ac, bc ersetzt. 

Zwei Ideale a, b heissen relative Primideale, wenn ihr grösster 
gemeinsamer Theiler a + b— » ist. In diesem Falle sind die 
eben mit a’, b’ bezeichneten Ideale (welche zufolge (6) immer 
relative Primideale sind) identisch mit a, b, und zufolge (8) oder 
(5) ist das kleinste gemeinsame Vielfache zweier relativen Prim- 
ideale zugleich ihr Product; umgekehrt folgt aus a— b=ab, 
das a+b=0, dass also a, b relative Primideale sind. Offen- 
bar ist o relatives Primideal zu jedem Ideal, also auch zu sich 
selbst, und kein anderes Ideal hat diese Eigenschaft. Die 
zunächst folgenden Sätze stimmen vollständig mit denen der 
rationalen Zahlentheorie überein ($. 5), wobei wir ein- für allemal 
bemerken, dass mehr als zwei Ideale dann und nur dann relative 
Primideale heissen sollen, wenn jedes von ihnen relatives Prim- 
ideal zu jedem der übrigen ist. 

II. Sind a, b relative Primideale, und ist c ein beliebiges Ideal, 
so ist der grösste gemeinschaftliche Theiler der beiden Ideale a, bc 
zugleich derjenige der beiden Ideale a,ı,asoa+bt=aHt ec. 

Denn durch Multiplication vona-+b=o mit c folgt zu- 
nächst ac + be=c; addirt man a und bedenkt, dass ac> a, 
alsoacta=aist, so fltt a t+bc=atc,w.z.b w. 


*) Vergl. die Sätze (8), (9) in 8. 170. — Wir bemerken noch, dass die 
in der Anmerkung zu $. 171 auf 8. 510 erwähnte Gruppe von 28 Moduln, 
welche aus drei beliebigen Moduln a, b, c entspringt, auf eine Gruppe von 


18 Moduln einschrumpft, falls a, b,c Ideale sind, weil gleichzeitig die 
dortige Classenanzahl d — 1 wird. 
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IV. Ist a relatives Primideal zu jedem der beiden Ideale Da 
so ist a auch relatives Primideal zu deren Producte bc. 

Dies folgt unmittelbar aus dem vorhergehenden Satze, weil 
a+c>=o ist. Durch wiederholte Anwendung ergiebt sich (wie 
in $. 5) der Satz: 


V. Ist jedes der Ideale a,a, ds. a, ... relatives Primideal 
zu jedem der Ideale 6, b, b,...., so sind auch die beiden Producte 
am dya,... und bb,b,..., und ebenso auch irgend zwei Potengen 


a”, bs relative Primideale. 

VI Sind a, b relative Primideale, und ist be > ä, so ist 
auch ce > a. 

Dies folgt ebenfalls aus III, weil a + bc = a ist. 

VII Sind a, b relative Primideale, so ist jeder Factor a’ von 
a relatives Primideal zu jedem Factor $' von b. 

Denn aus a>«a>o und BR aniple! a+b>a"+b>o, 
und daa +5 = ist, soist auch + —=o,w. zb. w. 


VOI. Sind a,b,c... relative Primideale, so ist ihr kleinstes 
gemeinsames Veelfaches zugleich ihr Product, also 
a—b—ı—:..-=abc... (11) 


- Für zwei relative Primideale a, b ist dieser Satz schon oben 
aus II. abgeleitet. Nehmen wir an, er sei für r relative Prim- 
ideale b,c... bewiesen, und a sei relatives Primideal zu jedem 
von ihnen, also auch zu ihrem Producte a, =bt--—b—c—.-,, 
so ist das kleinste gemeinsame Vielfache aller (r + 1) Ideale 
=0a— da, = ad, mithin gilt der Satz allgemein, w. z. b. w. 

Zugleich leuchtet ein, dass die im Satze I auftretenden 
(r + 1) Ideale a), b,, cı ... in unserem Falle die aus je r von 
den Idealen a,b, c... gebildeten Producte sind. — Aus den 
vorhergehenden Sätzen ergiebt sich nun der folgende wichtige 
Existenzsatz *): 


*) Auf den ersten Blick könnte es scheinen, als müsste derselbe auch 
für beliebige Moduln gelten. Dies ist wirklich noch wahr, wenn nur zwer 
Moduln c,, ; vorliegen; denn wählt man aus a zwei Zahlen «,, «,, von 
denen die erste nicht in <,, die zweite nicht in c, enthalten ist, so hat 
mindestens eine der drei Zahlen «,, “g, «,-+«@y offenbar die geforderte 
Eigenschaft. Dass aber schon für drei Moduln t,, tg, is der Satz nicht 
allgemein gilt, ergiebt sich leicht aus der Betrachtung des Beispiels 

e=f1,0, u=ß el, ao =[l,20], 9 =[, 1-4 w)], 
wo w irgend eine irrationale Zahl bedeutet (vergl. $. 171, IV). 
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IX. Ist das Ideal a durch keins der Ideale c, tz . . . theilbar, 
so giebt es in a auch eine Zahl &, welche in keinem der Ideale < 
enthalten ist. 


Wenn nur ein einziges Ideal c vorliegt (oder wenn a ein 
Hauptideal ist), so versteht sich der Satz von selbst. Wir nehmen 
an, er sei schon für alle Fälle bewiesen, wo die Anzahl der 
Ideale c kleiner als r ist, und zeigen, dass er dann auch für v 
Ideale 4,%...c,, mithin allgemein gilt. Jedem dieser Ideale 
c, entspricht ein Ideal b,, welches der Bedingung a, = a — ct, 
genügt und folglich von o verschieden ist; das Ideal a ist durch 
keins der r Producte ab, theilbar, und es genügt, die Existenz 
einer in a enthaltenen Zahl & nachzuweisen, welche durch keins 
dieser Producte und folglich auch durch keins der Ideale c, 
theilbar ist. Giebt es nun unter den r Idealen b, ein Paar, z. B, 
b, und b,, deren grösster gemeinschaftlicher Theiler von o ver- 
schieden ist, so ist a auch nicht theilbar durch a(b, + b,), und 
folglich giebt es (nach unserer Annahme) in a eine Zahl «, 
welche durch keins der (r — 1) Ideale a(b, + b,), ab; .... ab, 
theilbar ist, mithin die geforderte Eigenschaft besitzt, weil ab, 
und ab, durch a(b, + b,) theilbar sind. Es bleibt daher nur 
noch der Fall übrig, wo die r Ideale b, relative Primideale sind. 
Dann ist jedes dieser Ideale b, relatives Primideal zu dem aus 
allen übrigen gebildeten Producte b,, und da b, von o verschieden 
ist, so ist b, nicht theilbar durch b,, also ab, auch nicht theilbar 
durch ab,, und es giebt folglich in ab, eine Zahl «,, welche nicht 
durch ab, theilbar ist. Setzt man nun a = ++ :-- +«,, 
so ist die Zahl & wie jede der r Zahlen «, in a enthalten, aber 
sie kann durch keins der r Producte ab, theilbar sein; denn weil 
die Ideale b,, b, .... b, alle durch b,, also die Zahlen &,, a, ... &, 
alle durch ab, theilbar sind, während das Gegentheil für «, gilt, 
so kann auch & nicht durch ab,, und ebenso wenig kann & durch 
eins der übrigen Producte ab, theilbar sein. Mithin hat die 
Zahl & die geforderte Eigenschaft, w. z. b. w. 


X. Sind a, b irgend zwei Ideale, so kann man eine von Null 
verschiedene Zahl & immer so wählen, dass ab + o&« = a, also 
ab — va = bu wird. 


Denn wenn b — o ist, so genügt offenbar jede Zahl & des 
Ideals a dieser Forderung. Ist aber b von o verschieden, und 
bezeichnet man mit c alle Ideale, welche < ab und zugleich > a, 
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aber verschieden von a sind, so giebt es, weil deren Anzahl 
(nach $. 177, VIII) endlich ist, in a eine Zahl «, welche durch 
keins der Ideale c theilbar ist; mithin ist auch das Ideal ab +00 
verschieden von allen e, und da es ebenfalls < ab und > a ist, 
so muss ab +o&«—= a, und nach (8) zugleich ab — oa — b« 
sein, w. z. b. w. 

XI. Sind a,b Ideale, so lässt sich a in ein Hauptideal o « 
verwandeln durch Multiplication mit einem Ideal m, welches rela- 
tives Primideal zu b ist. 

Denn setzt man in dem vorigen Satze das durch a theilbare 
Hauptideal oa —= am, so it ab tam=al +m)= a, also 
bm=9»w.zb. w. 

XII. Jedes Ideal a ist darstellbar als grösster gemeinsamer 
Theiler von zwei Hauptidealen. 


Denn wählt man nach Belieben aus a eine von Null ver- 
schiedene Zahl u, so ist ou —= ab, und man kann (nach X) die 
Zahl & so wählen, dass ou + 0 = a wird, w. z. b. w. 

XII. Zwei von Null verschiedene Zahlen «, B in o sind stets 
und nur dann relative Primzahlen, wenn die durch sıe erzeugten 
Hauptideale o«, vß relative Primideale sind, und es giebt dann 
immer zwei Zahlen E,n in o, welche der Bedingung 

et fl (12) 
genügen. 

Denn wenn 0% -oß =» ist, so ist die in o enthaltene 
Zahl 1 als Summe von zwei in o«, oß enthaltenen Zahlen, also 
in der Form (12) darstellbar, d.h. «, sind relative Primzahlen 
($. 174). Im entgegengesetzten Falle, wenn o& + oß verschieden 
von v, also o& — oß zufolge (8) ein echter Theiler von v«ß ist, 
giebt es eine durch & und ß theilbare, d.h. eine in 0 — oß 
enthaltene Zahl &, welche nicht durch «ß theilbar ist, und folg- 
lich können «, 8 (nach $. 174) nicht relative Primzahlen sein, 
w. z. b. w. 

Der zweite Theil dieses Satzes ergiebt sich auch unmittelbar 
aus der Anmerkung zu 8. 174; denn zufolge derselben giebt es, 
wenn «, ß relative Primzahlen in o sind, auch zwei ın o enthal- 
tene Zahlen &, n, welche die Bedingung (12) erfüllen, und bieraus 
folgt offenbar o« + 0ß = 0. Aber beide Beweise fliessen, wie 
man leicht sieht, aus derselben Quelle, nämlich aus dem Satze VI 


in $. 173. 
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Wir bemerken noch, dass wir unter dem grössten gemein- 
samen Theiler eines Ideals m und einer Zahl « (selbst wenn 
letztere — 0 sein sollte) immer das Ideal m + o« verstehen; und 
wir sagen, m sei relatives Primideal zu «, oder «& sei relative 
Primzahl zu m, wenn m + 0& —= » ist*). Dann besteht folgender 
Satz: 

XIV. Ist m relatives Primideal zu der natürlichen Zahl k, 
so ist die kleinste durch m theilbare natürliche Zahl m = ($, N) 
auch relative Primzahl zu k. 


Denn bedeutet e den grössten gemeinsamen Theiler der 
Zahlen m — em’ und k, so ist ihr kleinstes gemeinsames Viel- 
faches km’ theilbar durch m und ok, also auch durch m—ok=km; 
mithin ist m’ theilbar durch m, folglich m’ = m, e=1, w.z.b. w. 


8. 179. 


Das Ideal o hat nur den einzigen Factor vo. Jedes von o 
verschiedene Ideal p besitzt gewiss zwei verschiedene Factoren, 
nämlich o und p, und es soll ein (absolutes) Primideal heissen, 
wenn es keine anderen Factoren hat. Ein Ideal, welches mehr 
als zwei verschiedene Factoren besitzt, heisst zusammengesetzt 
(vergl. $. 8). Aus dieser Erklärung ergeben sich die folgenden 
Sätze, j 


I. Ist p ein Primideal, und a irgend ein Ideal, so ist ent- 
weder a theilbar durch p, oder a und p sind relative Primideale. 


Denn das Ideal a + p ist als Factor von p entweder — p, 
oder — », und im ersteren Falle ist a >p, w. z.b. w. 


*) Endlich erwähnen wir, dass jeder Idealbruch, d. h. jeder Quotient 
von zwei Idealen, immer ein im Körper 2 enthaltener endlicher Modul i 
von der Ordnung od ist, und dass umgekehrt jeder solche Modul i auf un- 
endlich viele Arten als Idealbruch, und nur auf eine einzige Weise als ein 
solcher Idealbruch dargestellt werden kann, dessen Zähler und Nenner 
relative Primideale sind. Jedes Ideal ist ein Idealbruch mit dem Nenner o, 
Der grösste gemeinsame Theiler, das kleinste gemeinsame Vielfache, das 
Product und der Quotient von irgend zwei Idealbrüchen sind ebenfalls 
Idealbrüche, und die Gesetze ihrer Bildung stimmen genau mit denen der 
rationalen Zahlentheorie überein. Die Beweise, welche hauptsächlich auf 


den in $. 170 bewiesenen Sätzen über eigentliche Moduln beruhen, wird 
der Leser leicht finden. 
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Il. Geht das Primideal p in dem Producte der Ideale AD 
auf, so ist mindestens eins derselben durch p theilbar. 


Denn wenn p in keinem der Ideale a, b,c... aufgeht, so 
ist p (nach I) relatives Primideal zu jedem derselben, also (nach 
$. 178, V) auch zu ihrem Producte abc..., und folglich kann 
letzteres (nach I) auch nicht durch p theilbar sein, w. z. b. w. 


HI. Ist m ein zusammengesetztes Ideal, so giebt es zwei durch 
m nicht theilbare Zahlen «, ß, deren Product «ß durch m theilbar ist. 

Denn m besitzt einen von o und m verschiedenen Factor a 
und ist folglich = ab, wo b ein von o verschiedenes Ideal be- 
deutet; da nun (nach $. 177, VI) weder a noch b durch m, d.h. 
durch ab theilbar ist, so kann man aus a, b Zahlen «, 8 wählen, 
die nicht in m, deren Product &ß aber in ab, d.h. in m ent- 
halten ist, w. z. b. w. 

Mithin ist eine Zahl # dann und nur dann eine Primzahl 
(S. 544), wenn ou ein Primideal ist. 

IV. Jedes von v verschiedene Ideal a ist durch mindestens 
ein Primideal theilbar. 

Der Satz ist richtig, wenn a selbst ein Primideal ist. Im 
entgegengesetzten Falle besitzt a einen von a und o verschiedenen 
Factor b, und wenn dieser noch kein Primideal ist, so besitzt er 
einen von b und o verschiedenen Factor c, und wenn dieser kein 
Primideal ist, so kann mau in derselben Weise fortfahren. Da 
nun die in dieser Kette auftretenden Ideale a,b,c..., deren 
jedes ein echtes Vielfaches des folgenden ist, alle von einander 
verschieden und zugleich Factoren des Ideals a sind, welches 
(nach $. 177, VIII) nur eine endliche Anzahl von Factoren be- 
sitzt, so muss diese Kette nothwendig eine endliche sein, sie muss 
ein letztes Glied p enthalten, und dieses muss, weil sonst die 
Kette sich noch weiter fortsetzen liesse, ein Primideal sein, 
w.z. b. w. 

V. Jedes von vo verschiedene Ideal a ist entweder ein Prim- 
ideal, oder es lässt sich, und zwar nur auf eine einzige Weise, 
als ein Product von Primidealen darstellen. 

Denn a ist durch ein Primideal p, theilbar, also von der 
Form p, a, wo a, ein Ideal; ist dasselbe — o, so ist a = p, ein 
Primideal. Ist aber a, verschieden von o, so ist wieder a, ==Py Q3, 
wo das erste der beiden Ideale p,, a, ein Primideal bedeutet, 
und wenn a, von o verschieden ist, so kann man in derselben 

Dirichlet, Zablentheorie, 36 
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Weise fortfahren, Die Kette der Ideale a, a,, a, ...., deren Jedes 
ein echtes Vielfaches des folgenden ist, muss eine endliche sein, 
also ein letztes Glied a, enthalten, und dieses muss —= 0 sein, 
weil sonst die Kette sich noch fortsetzen liesse. Zugleich ergiebt 
sich die gewünschte Darstellung 

a—=PıPr:.. Pr (1) 
Um zu zeigen. dass es im Wesentlichen, d. h. abgesehen von der 
Aufeinanderfolge der Factoren, nur eine einzige solche Darstel- 
lung giebt, bemerken wir zunächst, dass jeder der r Primfaetoren 
P1,Ps....p, offenbar in a aufgeht, und dass umgekehrt jedes 
in a aufgehende Primideal p nothwendig mit einem dieser r Prim- 
factoren identisch sein muss; denn da p in dem. Producte 
D}Ps ... 2, aufgeht, so muss (nach II) mindestens einer der 
Factoren, z. B. p,, durch p theilbar sein, und da p, als Primideal 
nur die beiden Factoren p, und o besitzt, so muss das Primideal 
p, weil es von o verschieden ist, nothwendig — p, sein. Die in 
einer solchen Darstellung (1) auftretenden Factoren sind also die 
sämmtlichen in dem Ideal a aufgehenden Primideule p und keine 
anderen. Ist ferner e die genaue Anzahl derjenigen von diesen 
r Factoren, welche mit einem bestimmten Primideal p identisch 
sind, so kann man a— bp® setzen, wo b entweder — o oder, 
falls e<r ist, das Product der übrigen r — e Primfactoren ist; da 
die letzteren alle von p verschieden sind, so ist b keinenfalls durch p 
theilbar, und hieraus folgt (nach 8. 177, VI), dass a zwar durch pe, 
aber durch keine höhere Potenz von p theilbar, dass also die 
Anzahl e zugleich der Exponent der höchsten in dem Ideal a auf- 
gehenden Potenz des Primideals p ist. Mithin sind die in der Dar- 
stellung (1) des Ideals a erscheinenden Primfactoren p nicht nur 
an sich, sondern auch nach der Häufigkeit ihres Auftretens voll- 
ständig bestimmt durch a allein, w. z. b. w. 

An den Beweis dieses Fundamentalsatzes knüpfen wir noch 
folgende Bemerkungen. Bezeichnet man jetzt mit Pı, Pa, d3 .. 
alle von einander verschiedenen, in dem Ideal a aufgehenden 
Primideale, so nimmt die Darstellung (1) die Form 


a 0 2 er (2) 
an, wo die natürlichen Zahlen &,&%,&... die Häufigkeit des. 
Auftretens für die einzelnen Primfactoren angeben. Es kann 
gelegentlich, bei der Vergleichung mehrerer Ideale, von Vortheil 
sein, auch den Exponenten Null zuzulassen, in welchem Falle 
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(nach 8. 177, V) die Potenz po — » zu setzen ist; dies bedeutet 
natürlich, dass das Ideal a durch das Primideal p gar nicht theil- 
bar ist. In jedem Falle erscheint das Ideal a als das Product 
oder (nach $. 178, VIII) auch als das kleinste gemeinschaftliche 
Vielfache aller in ihm aufgehenden höchsten Primideal-Potenzen 
“a, pe, pe..., welche ja zugleich auch relative Primideale sind, 
und es ergiebt sich der Satz 

VL Een Ideal a ist dann (und nur dann) durch ein Ideal 
d theilbar, wenn jede in d aufgehende Primideal-Potenz auch in a 
aufgeht. 

Denn wenn a ein Vielfaches aller in d aufgehenden Primideal- 
Potenzen ist, so ist a auch theilbar durch deren kleinstes ge- 
meinsames Vielfaches d, w. z. b. w. 

Hieraus folgt zugleich, dass jeder Factor d des in (2) dar- 
gestellten Ideals a gewiss in der Form 

d = pri pa pie... (3) 
darstellbar ist, wo z. B. s, eine der Zahlen 0,1,2...e, be- 
deutet; und da je zwei solche Ideale d von der Form (3), die 
verschiedenen Systemen von Exponenten r,, 73, r, ... entsprechen, 
auch verschieden sind (nach V), so ist das Product 

eG. +) ee +) e& + D-.. (4) 
die Anzahl aller verschiedenen Factoren d des Ideals a. Zugleich 
leuchtet ein, dass die Regeln zur Bestimmung des grössten ge- 
meinsamen Theilers und des kleinsten gemeinsamen Vielfachen 
von beliebig vielen in der Form (2) dargestellten Idealen voll- 
ständig übereinstimmen mit denen der rationalen Zahlentheorie 
8. 10). Yen ® B 

VII. Die kleinste durch das Primideal p theilbare natürliche 
Zahl p = (4, p) ist eine natürliche Primzahl, und zwar ist p die 
einzige durch p theilbare natürliche Primzahl. 

Denn jedenfalls ist p > 1, weil sonst p = o wäre, und wenn 
p ein Product aus zwei kleineren natürlichen Zahlen r, s wäre, 
so müsste das in dem Producte or.os aufgehende Primideal p 
(zufolge II) auch in einem der Factoren, also auch in einer der 
Zahlen r, s aufgehen, was der Definition von p widersprechen 
würde; mithin ist p eine Primzahl, und da [p] der Inbegriff 
aller durch p theilbaren rationalen Zahlen ist (8. 177, X), so 
kann keine andere natürliche Primzahl durch p theilbar sein, 


w.z.b. w. 
36* 
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8. 180. 


Nachdem in den 88. 177 bis 179 die Theorie der Theilbarkeit 
der Ideale und also auch der Zahlen in o vollständig erledigt 
ist (vergl. $$. 1 bis 10), wenden wir uns zur Betrachtung der auf 
Ideale bezüglichen Zahlelassen und Congruenzen von Zahlen in D. 
Ist u von Null verschieden, so ist oa ein Hauptideal, und wir 
haben schon (in $. 176, ID) bewiesen, dass 

0,04)= + N(p), (1) 
also von Null verschieden ist. Wählt man nun aus irgend einem 
Ideal m eine solche Zahl u, so folgt aus o<m<og (nach 
8. 171, (5)), dass (o, m) (m, oa) = (0, ou), mithin auch (vo, m) 
von Null verschieden ist; wir wollen in Rücksicht auf (1) diese 


Classenanzahl 
(0, m) = Nm) (2) 

setzen und die Norm des Ideals m nennen; offenbar ist o das 
einzige Ideal, dessen Norm — 1 ist. Dann geht die Gleichung 
(1) m 

Neu) = + N(n) (3) 
über, und für beliebige Ideale a, b gelten die Sätze 

(&, @D) —.y (bh) (4) 

N (ab) = N(a) N (b). (5) 


Denn wählt man (nach 8. 178, X) eine von Null verschiedene 
Zahl a so, dass ab + 0 = a, ab — o« — ba wird, so folgt (4) 
aus den in $. 171 bewiesenen Sätzen (3), (2), (4), weil (vo, ab) 
= (a, ab) = (p«, be) — (po, b) wird, und hieraus folgt (5), weil 
o<a<.ab, also (0, ab) = (0, a) (a, ab) = (v, a) (o, b) ist, was 
zu beweisen war. Setzt man ferner (wie in $. 178, IH): 
b a—b : 
ee ee & 


so wird, wenn c ein beliebiges Ideal bedeutet, 
Mu) dEeN) 
weil (ac, bo) = (ac + be, be) und be= (ac + bo)P’ ist*). 


(7) 


*) Die vorstehenden Sätze gelten auch für die in der Anmerkung zu 
$. 178, S. 560 besprochenen Idealbrüche i, wenn deren Norm durch 


vo 
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Nach dem Satze I in $. 171 ist o(o, m) > m, d. h. die Norm 
N(m) des Ideals m ist theilbar durch m, und folglich kann man 
das Hauptideal 

oN(m)—=mn (8) 
setzen, wo n ein Ideal bedeutet; hierin liegt eine Verallgemeine- 
rung des Satzes IV in $. 176, und man kann das Ideal 

== N (min: (9) 
das Supplement von m nennen; da die Norm der rationalen Zahl 
N(m) gleich N (m)r ist, so folgt aus (8), (5) und (3), dass 
N) = Nm, (10) 
mithin m N(m)"-? das Supplement von n ist. 

Die kleinste durch m theilbare natürliche Zahl m = (4, m) 
geht jedenfalls in N(m) auf, weil [m] der Inbegriff aller in m 
enthaltenen rationalen Zahlen ist ($. 177, X); da andererseits 
das Ideal om durch m theilbar, also von der Form ımaq ist, so 
folgt aus (5) und (3), dass N(m) in N(om), d. h. in m" aufgeht, 
und hieraus ergiebt sich (nach $. 178, XIV) der Satz: 

I. Ist m relatives Primideal zu der natürlichen Zahl k, so 
ist N(m) auch relative Primzahl zu k. 

Da ferner die kleinste, durch ein Primideal p theilbare 
natürliche Zahl 

p=(,P) (11) 


immer eine natürliche Primzahl ist ($. 179, VII), so ist N(p) als 
Divisor von p”* selbst eine Potenz von p; wir setzen 


No=» (19) 
und nennen den Exponenten f, der stets > 0 und = n ist, den 
Grad des Primideals p. 

Allgemeiner verstehen wir unter dem Grade eines beliebigen 
Ideals m die Anzahl der (gleichen oder verschiedenen) natür- 
lichen Primzahlen, deren Product —= N(m) ist; dann ist zufolge 


erklärt wird. Wählt man die ganze Zahl « so, dass i« ein Ideal wird, so 


ergiebt sich leicht aus (o, i) = (ve, ie) = (d« tia,te) und (i,0) = 
(ia,voe)—=(vo« tie, oe), dass N (i)N (ve) = Nie), und folglich allgemein 
a 1) A) 
NO=END 0 


ist, wo a, b irgend zwei Ideale bedeuten, welche der Bedingung at =:h, 
d.h. b:a=i genügen. 
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(5) der Grad eines Productes gleich der Summe der Grade der 
Factoren, und » ist das einzige Ideal vom Grade Null. 

Indem wir nun zu der Betrachtung der Congruenz der Zahlen 
(in o) in Bezug auf ein beliebiges Ideal m übergehen, bemerken 
wir zunächst, dass zwei solche Congruenzen 

a=«, ß = f’ (mod. ın) (13) 

nicht nur (wie in $. 171) addirt und subtrahirt, sondern auch 
multiplieirt (mithin auch potenzirt) werden dürfen; denn weil 
om > m ist, so ist jedes der Producte (« — @’) B, «' (ß — P'), 
mithin auch deren Summe «ß — « ß' durch m theilbar, also 


«ß = w ß’ (mod. m). (14) 
Setzt man ferner 


a=m+too,mm=ab, ou —=ad, (15) 
so sind b und a’ (nach $. 178) relative Primideale, und aus einer 
Congruenz von der Form 

eo = «mw (mod. m) (16) 
folgt stets die Congruenz 
= @' (mod. b); (17) 
denn weil «(® — @’) in m enthalten, also au’ (o — @’) > ab 
ist, so folgt (a — @’) > b, also auch o(® — o) > b, was zu 
zeigen war, Dass umgekehrt aus (17) auch (16) folgt, leuchtet 
unmittelbar ein. 

Ist & relative Primzahl zu m, also a—=o, so stb=m, 
mithin darf in diesem Falle die Congruenz (16) ohne Weiteres 
durch « dividirt werden. Dasselbe ergiebt sich auch unmittelbar 
aus o-=m -+ o«; denn da die in o enthaltene Zahl 1 —=u+of 
ist, wo # in m enthalten, so giebt es in diesem Falle eine Zahl £, 
welche der Congruenz 

oa&g=1 (mod. ın) (18) 
genügt (und umgekehrt folgt hieraus offenbar, dass m + o« — o, 
also « relative Primzahl zu m ist); multiplicirt man nun (16) 


mit 5, so folgt © = @’ (mod. m), was zu zeigen war. 
Die Anzahl aller in o enthaltenen, auf das Ideal m bezüg- 
lichen Zahlelassen m + « ist = (p, m) = N(m). Man sieht 


leicht ein, dass zwei beliebige, nach m congruente Zahlen %, 
mit m einen und denselben grössten gemeinsamen Theiler haben, 
dass also aum ta =m+ wWaucchm to = mt oa folst; 
da nämlich & — « durch m theilbar ist, so muss jeder Factor 
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von ın, der in der einen Zahl «' aufgeht, auch in der anderen 
aufgehen, weil & — = (8 — eo) + 0 ist. ja bestimmte Zahl- 
classe m + & erzeugt daher ein bestimmtes, von der Wahl ihres 
Repräsentanten & gänzlich unabhängiges, in m aufgehendes Ideal 
m + 0%, und wir stellen uns, wenn a ein gegebener Factor 
von m —= ab ist, die Aufgabe, die Anzahl aller Classen m + « 
zu bestimmen, welche diesen Factor a erzeugen, also der Bedingung 
m-+0@==a genügen. Im Falle a — m, b — o ist diese Anzahl 
offenbar —= 1; ist aber a ein echter Factor von m, also b von o 
verschieden, so wird unsere Frage sofort durch den Satz IV in 
$- 171 beantwortet, wenn man dort n = ap und für p alle in b 
aufgehenden Primideale setzt. Wir ziehen es aber vor, uns auf 
die folgenden Betrachtungen zu stützen, die ohnehin aus anderen 
Gründen unentbehrlich sind, 

Zunächst lässt sich die Aufgabe auf den besonders wichtigen 
speciellen Fall a —= o, b = m zurückführen; es handelt sich dann 
um diejenigen Classen m + «, deren Zahlen relative Primzahlen 
zu m sind, und deren Anzahl wir immer mit (m) bezeichnen 
wollen; offenbar hat diese Function genau dieselbe Bedeutung 
für unser Gebiet o, wie die in $. 11 betrachtete Function p für 
das Gebiet 5 der ganzen rationalen Zahlen, und sie geht im Falle 
n —1 in die letztere über*). Bedeutet nun a wieder einen 
beliebigen Factor von m = ab, so ist (in 8. 178, X) schon die 
Existenz einer Zahl « bewiesen, welche der Bedingung m +0a&a—=a 
genügt, und es kommt nur darauf an, aus « alle Zahlen « zu 
finden, welche die Bedingung m + o« —= m + ou erfüllen. Da 
nun eine Modulgleichung von der Form m -p=m-+ gmur 
den Inhalt hat, dass jede Zahl in p mit einer Zahl in q congruent 
ist (mod. m) und umgekehrt, so wird eine Zahl «' dann und nur 
dann unsere Forderung erfüllen, wenn es zwei Zahlen ®, ®’ giebt, 
welche den Congruenzen " = «ao, « = «' w' (mod. m) genügen. 
Hieraus folgt «oo = « (mod. m), also nach (16) und (17) auch 
oo’ = 1 (mod; b), mithin ist @ zufolge (18) relatiwe Primzahl 


zu b; umgekehrt, wenn Letzteres der Fall ist, wd !=.a® 
(mod. m) gesetzt wird, so kann man nach (18) eine Zahl @' so 
wählen, dass © © = 1 (mod. b) wird, woraus durch Multiplication 


*) Hieraus kann keine Zweideutigkeit entspringen, weil durch das 
Ideal m auch der Körper 2, also die Bedeutung von pm) vollstän.äg 
bestimmt ist; aus diesem Grunde ersetze ich das in der dritten Auflage 


($. 174) gewählte Zeichen ı jetzt durch p. 
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mit x auch «= «'w’ (mod. m) folgt. Man erhält daher alle 
von uns gesuchten Zahlen «’ und nur solche, wenn man «=» 
(mod. m) setzt, und o alle relativen Primzahlen zu b durchlaufen 
lässt. Da nun zufolge (16) und (17) die durch zwei solche 
Zahlen & erzeugten Producte && dann und nur dann nach m 
congruent sind, wenn diese Zahlen ® nach b congruent sind, so 
ergiebt sich, dass die Anzahl der Classen m + «, welche der 
Bedingung m + o@' = a genügen, — g (f) ist, wo ab —= m (vergl. 
. 13). 

i ah die Anzahl aller auf m bezüglichen Zahlelassen — N (m) 
ist, so folgt hieraus offenbar (wie in $. 13) der Satz 


Lyb)= Nm), (19) 


wo b alle verschiedenen Factoren von m durchläuft. Ueberträgt 
man die in $. 138 enthaltenen Betrachtungen auf unser Gebiet, 
was keine Schwierigkeit hat, so überzeugt man sich, dass die 
Function @ durch diesen Satz vollständig bestimmt ist, und ihr 
allgemeiner Ausdruck leicht gewonnen werden kann. Wir über- 
lassen dies dem Leser und schlagen einen anderen Weg ein, 
welcher auf der Verallgemeinerung der in 8. 25 behandelten 
Aufgabe, nämlich auf dem folgenden, häufig anzuwendenden Satze 
beruht. 


1. Ist m das Product aus den relativen Primidealen a, b, 
C..., und sind 0, 6, Tr... ebenso viele gegebene Zahlen, so giebt 
es immer Zahlen o, welche den gleichzeitigen Congruenzen 


o= eg (mod. 0), = 6 (mod. b), = r (mod. c)... (20) 


genügen, und alle diese Zahlen » bilden eine bestimmte Zahlelasse 
in Bezug auf m. 


Handelt es sich nur um zwei relative Primideale a, b, so 
folgt dies unmittelbar aus dem Satze II in 8. 171, well a+b—o, 
a—b==ab ist, und hieraus ergiebt sich durch Wiederholung 
derselben Schlüsse, weil ab, c,d... relative Primideale sind, 
leicht unser allgemeiner Satz. Derselbe lässt sich aber auch 
unmittelbar auf folgende Art beweisen. Setzt man (wie in 8. 178, 
Lund VI) m—an 6b to. 2 Rose, +G +. 
‘=, und folglich giebt es in den Idealen u,b,,4... resp. 

Zahlen &,, ßı, 9% .  ., welche der Bedingung 


“+ ++. =1 .(@1) 
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genügen. Erfüllt nun eine Zahl ® die Congruenzen (20), so 
folgen daraus durch Multiplication mit &,, ßı, Fı ... die auf m 
bezüglichen Congruenzen u = 0m, of, = oB,oy=rp.... 
und durch deren Addition zufolge (21) die Congruenz 


o=om +60Pß, +ryı + --- (mod. m); (22) 


umgekehrt genügt jede in dieser Form (22) darstellbare Zahl o 
‚ allen Congruenzen (20). z. B. der ersten von ihnen, weil die 
Zahlen ß,, yı ... alle durch a theilbar, also zufolge (21) die 
Zahl ©, = 1 (mod. a) ist, w. z. b. w. 

Jeder Combination von Classen a to, 6b +6,c-+r... 
entspricht daher immer eine bestimmte Classe m + » als In- 
begriff aller derjenigen Zahlen, welche jenen Classen gemeinsam 
sind; umgekehrt leuchtet ein, dass jede Classe m + ®© immer 
aus einer und nur einer solchen Combination entspringt. Da 
ferner zufolge (20) die Zahl © daun und nur dann relative Prim- 
zahl zu m wird, wenn die Zahlen 0, 6,r... resp. relative Prim- 
zahlen zu a, b,c... sind, so ergiebt sich der folgende Satz 
(vergl. 8. 12): 

II. Sind a,b, c... relative Primideale, so ist 


plabıe..)=gpl)y(b)y(d)... (23) 

Da nun jedes von o verschiedene Ideal entweder eine Potenz 
eines Primideals oder ein Product aus mehreren solchen Potenzen 
a,b,c... ist, die zugleich relative Primideale sind, während 


offenbar 
$ (9) —=] (24) 


ist, so kommt es nur noch darauf an, die Function (a) für den 
Fall zu bestimmen, dass a durch ein und nur ein Primideal p 
theilbar ist; da aber eine Zahl o dann und nur dann relative 
Primzahl zu a ist, wenn sie nicht durch p theilbar ist, so hat 
man, um die Anzahl g (a) aller dieser Classen a + _ zu erhalten, 
von der Anzahl (o, a) aller Classen die Anzahl (p, a) derjenigen 
Classen abzuziehen, deren Zahlen durch p theilbar sind, und da 
(0, p)(p, a) = (0, a) = N (a) ist, so ergiebt sich 


NE N@(ı BE nn (25) 


und hieraus der allgemeine Satz 


pn) = Nm) IL(ı — Fo) (26) 
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wo das Productzeichen sich auf alle verschiedenen, in m auf- 
gehenden Primideale p bezieht. Man erkennt leicht, wie hieraus 
rückwärts sich die Sätze (23) und (19) ableiten lassen (vergl. 
88. 12, 14). Unsere Aufgabe ist hiermit gelöst. — 

Bedeutet nun e irgend eine bestimmte relative Primzahl 
zu m, während o’ ein System von g(m) nach m incongruenten 
Zahlen durchläuft, die relative Primzahlen zu m sind, so sind 
die Producte og 0’ incongruent und ebenfalls relative Primzahlen 
zu m; jede dieser Zahlen e eo’ ist daher mit einer der Zahlen ge’, 
und jede der letzteren mit einer der ersteren congruent; mithin 
ist auch das Product o der Zahlen 0’ congruent dem Producte 
GoPm) der Zahlen oo’, und da 6 ebenfalls relative Primzahl zu m 
ist, so erhält man den Satz: 

IV. Ist m ein Ideal, und g relative Primzahl zu m, so ist 

or = 1 (mod. m). (27) 


Derselbe entspricht offenbar dem verallgemeinerten Fermat’- 
schen Satze der rationalen Zahlentheorie ($. 19), und aus ihm 
folgt unmittelbar der Satz: 

V. Ist p ein Primideal, so genügt jede Zahl & der Congruenz 

oNN) = m» (mod. p). (28) 

Von der unerschöptflichen Reihe von Untersuchungen, welche 
von diesem Fundamentalsatze ausgehen, dürfen wir des Raumes 
wegen nur einige Andeutungen geben, die der Leser ohne 
Schwierigkeit ausführen kann*). Zunächst wird man alle in den 
88.26 bis 31 enthaltenen Sätze über Congruenzen, Potenzreste, 
primitive Wurzeln auf solche Congruenzen übertragen, deren 
Coefficienten irgend welche Zahlen unseres Gebietes o, und deren 
Modul ein Primideal p ist. Behalten p und f die in (11) und 
(12) angegebene Bedeutung, so ergiebt sich hieraus in Verbindung 
mit (28) die in Bezug auf die Variabele t identische Congruenz 


tw’ — t= |I(t — @) (mod. p), (29) 
wo das Productzeichen [I sich auf alle incongruenten Zahlen & 


*) Vergl. meine von der Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen 
herausgegebenen Abhandlungen Ueber den Zusammenhang zwischen der 
Theorie der Ideale und der Theorie der höheren Congruenzen (Bd. 23, 1878) 
und Ueber die Discriminanten endlicher Körper (Bd. 29, 1882), ferner die 
Abhandlung von Stickelberger: Ueber eine Verallgemeinerung der Kreis- 
theilung (Math. Annalen, Bd. 37). 
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bezieht. Hierzu kommt, eine Betrachtung, welche in der Theorie 
der rationalen Zahlen noch nicht auftreten konnte. Versteht 
man unter der Höhe einer Zahl « (in Bezug auf p) die kleinste 
natürliche Zahl a, welche der Bedingung 


or & (mod. p) (30) 
genügt, so sind die a Zahlen 
4,02 Ur... (31) 
incongruent, und die beiden Congruenzen 
ar’ = «Pr (mod. p) undr = s (mod. a) (32) 


sind gleichbedeutend, woraus zugleich folgt, dass die Höhe a ein 
Divisor des Grades f ist. Das System aller Zahlen, deren Höhe 
= 1 ist, fällt zusammen mit dem Modul p -+ 3, d. h. mit dem 
System aller derjenigen Zahlen, welche einer rationalen Zahl 
congruent sind. Zu den Zahlen von der Höhe f gehören z. B. 
alle primitiven Wurzeln von p. 

Die a Zahlen (31) oder irgend welche ihnen congruente 
'Zahlen bilden die Periode der Zahl «; jede von ihnen hat dieselbe 
Höhe und erzeugt dieselbe Periode. Nun gilt zufolge der in 
$. 20 erwähnten Eigenschaft der Binomialcoefhcienten für je 
zwei ganze Zahlen #, v die Congruenz 


(utvP =ur tv? (mod. p); (33) 
hieraus folgt, dass jede durch Addition und Multiplication ge- 


bildete symmetrische Function der Zahlen (31) die Höhe 1 be- 
sitzt, und dass folglich eine identische Congruenz von der Form 


t— ea) (t— a)... (t— a") = P (ft) (mod. p) (34) 
besteht, wo P(t) eine ganze Function von i mit ganzen rationalen 
Coefficienten bedeutet. In der Theorie dieser auf den Modul p 
bezogenen Functionen ist P(t) eine sogenannte Primfunchon*), 
weil aus einer Congruenz von der Form 

P(o) = 0 (mod. p) (35) 
durch Potenziren auch P(«) =0 (mod. p) folgt, wo a’ Jede 
Zahl der Periode (31) bedeutet. Verbindet man nun in (29) 
immer diejenigen Factoren t—o, welche den zu einer Periode 
. gehörenden Zahlen @ entsprechen, zu einer Function P(t) und 


*) Vergl. meine auf S. 61 eitirte Abhandlung art. 6. 
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bedenkt, dass jede auf p bezügliche Congruenz zwischen ratio- 
nalen Zahlen auch in Bezug auf den Modul p gilt, so erhält man 
eine von der Beschaffenheit des Körpers 2 gänzlich unabhängige 
identische Congruenz von der Form 
t’— t= II Pt) (mod. p); (36) 

die rechte Seite ist ein Product von lauter solchen Primfunc- 
tionen, deren Grade Divisoren von f sind, und in der Theorie 
dieser identischen Functionen-Congruenzen wird gezeigt ”*), dass 
in diesem Producte auch jede solche Primfunction einmal auf- 
treten muss. 

Bildet man aus einer Zahl « von der Höhe «a und aus gan- 
zen rationalen Coefficienten x alle Zahlen v von der Form 


vz rat aa? +... + 2. (mod. p), (37) 


so überzeugt man sich leicht, dass dieselben mit allen Wurzeln 
der Congruenz 
vr" = v (mod. p), (38) 
also mit allen denjenigen Zahlen zusammenfallen, deren Höhe 
ein Divisor von a ist. Der Inbegriff n aller dieser Zahlen v, 
welcher nach $. 173 auch durch p + («&). bezeichnet werden 
kann, ist eine Ordnung ($. 170), und ausser diesen, den sämmt- 
lichen Divisoren « von f entsprechenden Ordnungen giebt es in 
v keine andere in p aufgehende Ordnung. Der Führer der Ord- 
nung 1, worunter immer der Quotient n:o zu verstehen ist**), 
ist = p ‘oder =», je nachdem a <f oder a —= f ist, weil im 
letzteren Falle offenbar n — o ist. Dass es, wenn « irgend ein 
Divisor von f ist, immer auch Zahlen « von der Höhe a giebt, 
folgt leicht aus den früheren Sätzen, und durch Anwendung der 
in $. 138 enthaltenen Methode findet man auch den allgemeinen 
Ausdruck für die Anzahl aller ineongruenten solchen Zahlen. 
Wir bemerken endlich, dass die oben erwähnte Theorie der 
identischen Congruenzen, in welcher Functionen einer Variabelen 
mit rationalen Üoefficienten auf eine natürliche Primzahl p als 
Modulus bezogen werden, sich ebenfalls auf Functionen über- 
tragen lässt, deren Coefficienten beliebige Zahlen unseres Ge- 
bietes o sind, während als Modulus irgend ein Primideal p auf- 


FAR a. Omartıe 19: 


**) Vergl. $.7 meiner Abhandlung Ueber die Discriminanten endlicher 
Körper (Göttingen 1882), 
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tritt, und da diese Uebertragung für manche tiefere Untersuchung 
erfordert wird, so empfehlen wir dem Leser, dieselbe durchzu- 
führen, 


8. 181. 


Wir haben gesehen, dass jedes Ideal a durch Multiplication 
mit einem geeigneten Ideal m in ein Hauptideal am verwandelt 
werden kann ($. 177, IX), und wollen nun zwei Ideale a, a’ ägquwi- 
valent nennen, wenn beide durch Multiplication mit einem und 
demselben Factor m in Hauptideale am —= ou, a'm = ou über- 
gehen; dann ist au’ = a’u, und wenn man die (ganze oder ge- 
brochene) Zahl wW'u=!= n setzt, so wird a’ —= an. Umgekehrt, 
wenn es eine Zahl n giebt, welche dieser Bedingung genügt, so 
sind die ldeale a, a’ äquivalent, weil dann aus am = ou auch 
am = ou’ folgt, wo W = un gewiss eine ganze Zahl ist. Zu- 
gleich ergiebt sich hieraus, dass jeder Factor m, welcher das eine 
von zwei äquivalenten Idealen a, a’ in ein Hauptideal verwandelt, 
Gleiches auch für das andere Ideal leistet, und dass folglich je 
zwei Ideale a’, a”, die mit einem dritten Ideal a äquivalent sind, 
stets auch mit einander äquivalent sein müssen. Auf diesem 
Satze beruht dıe Möglichkeit, alle Ideale in Idealclassen einzu- 
theilen; ist a ein bestimmtes Ideal, so hat der Inbegriff A aller 
mit a äquivalenten Ideale a, a’, a’... die Eigenschaft, dass je 
zwei darin enthaltene Ideale a’, a’ einander äquivalent sind, und 
wenn a’ irgend ein in A enthaltenes Ideal ist, so ist A zugleich 
der Inbegriff aller mit a’ äquivalenten Ideale. Ein solches Sy- 
stem A von Idealen nennen wir eine Idealclasse oder auch kürzer 
eine Ülasse, da eine Verwechselung mit Zahlclassen hier nicht 
zu befürchten ist; jede Classe A ist durch ein beliebiges in ihr 
enthaltenes Ideal a vollständig bestimmt, und letzteres kann daher 
immer als Repräsentant der ganzen Classe A angesehen werden. 

Die durch das Ideal o repräsentirte Classe wollen wir mit 
O bezeichnen und die Hauptelasse nennen, weil sie offenbar aus 
allen Hauptidealen on besteht. 

Sind a, a’ äquivalent, so gilt dasselbe von ab, a’b, weil aus 
a’ —= an auch @b = (ab)n folgt; sind ausserdem b, b’ äquiva- 
lent, so folgt ebenso, dass a’b, a’b’, also auch ab, ab’ äquivalent 
sind. Durchläuft daher a alle Ideale der Classe A, und ebenso 
h alle Ideale der Classe BZ, so gehören alle Producte ab einer 
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und derselben Classe X an, die aber noch unendlich viele andere 
Ideale enthalten kann; diese Classe X wollen wir mit AB be- 
zeichnen, und sie soll das Product aus A, B oder die aus A und 
B zusammengesetzte Classe heissen. Offenbar ist Ab= BA, 
wo das Gleichheitszeichen die Identität der beiden Classen be- 
deutet, und aus (ab)ce — a(bc) folgt für drei-beliebige Olassen 
der Satz (AB)O—=A(BO). Man kann daher dieselben Schlüsse 
anwenden, wie bei der Multiplication von Zahlen oder Idealen, 
und beweisen, dass bei der Zusammensetzung von beliebig vielen 
Classen A,, As... A”, die Anordnung der successiven Multipli- 
cationen, durch welche jedesmal zwei Classen zu ihrem Producte 
vereinigt werden, keinen Einfluss auf das Endresultat hat, wel- 
ches kurz durch A,A,... A, bezeichnet werden kann (vergl. 
$. 2). Sind die Ideale a,, a, ... a, Repräsentanten der Classen 
A, Ag: . Am, so ist das Ideal a, a... ca„ ein Repräsentant 
des Productes A, Ag... A„- Sind alle m Factoren —= A, so 
heisst ihr Product die mte Potenz von A und wird mit 4” be- 
zeichnet; ausserdem setzen wir 4!= A und A!—=0. Von be- 
sonderer Wichtigkeit sind die beiden folgenden Fälle. 

Aus va=a folgt der für, jede Classe A gültige Satz 0 A—A. 

Da ferner jedes Ideal a durch Multiplication mit einem 
Ideal m in ein Hauptideal anı verwandelt werden kann, so giebt 
es für jede Olasse A eine zugehörige Classe M, welche der Be- 
dingung AM — 0 genügt, und zwar nur eine einzige; denn wenn 
die Classe M’ ebenfalls die Bedingung AM’ — 0 erfüllt, so folgt 

M'=0M=(AMM = (AM) M=0M=M. 
Diese Classe M heisst die entgegengesetzte oder die inverse Classe 
von A, und sie soll durch 4-1 bezeichnet werden; offenbar ist 
umgekehrt A die inverse Classe von A-!, Definirt man ferner 
A" als die inverse Classe von A”, so gelten für beliebige ganze 
rationale Exponenten r, s die Sätze: 
Ad —= BASE (3 = Ars, (A .b)r ArBr, 

Endlich leuchtet ein, dass aus AB= 4AC durch Multipli- 
cation mit A=! stets B —= ( folgt. 

Um nun tiefer in die Natur der Idealelassen einzudringen, 
wählen wir eine beliebige, aus » ganzen Zahlen 0, Wr. 0% 
bestehende Basis von o; dann wird jede Zahl 

o—=h oa + ho +++. + Ann, (1) 
welche ganze Coordinaten hı, hy... + In hat, ebenfalls eine 
ganze Zahl des Körpers. Lest man den Coordinaten alle ganzen 
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Werthe bei, welche, absolut genommen, einen bestimmten posi- 
tiven Werth % nicht überschreiten, so werden offenbar die abso- 
luten Werthe der entsprechenden Zahlen @, wenn sie reell sind, 
oder ihre analytischen Moduln, wenn sie imaginär sind, sämmt- 
lich < rk sein, wo r die Summe der absoluten Werthe oder der 
Moduln von @,, @ ...@,„ bedeutet und folglich eine von k 
gänzlich unabhängige Constante ist. Da ferner die Norm N (®) 
ein Product aus n conjugirten Zahlen & von der obigen Form 
ist, so wird gleichzeitig 

+ N (o) < Hm, (2) 
wo H ebenfalls eine lediglich von der Basis abhängige Constante 
bedeutet. Dann gilt der folgende Satz: 

I. Aus jedem endlichen Modul a, dessen Basis zugleich eine 
Basıs des Körpers & ist, kann man eine ganze, von Null ver- 
schiedene Zahl « so auswählen, dass 

+N (es H@, 0) (8) 
wird. 

Denn bestimmt man, da (o, a)>0 ist (8. 175), die natürliche 
Zahl % durch die Bedingungen 

kr <(v,0)<(k+ 1} (4) 
und legt jeder der n Coordinaten in (1) die sämmtlichen (k+ 1) 
Werthe 0, 1,2... % bei, so entstehen lauter verschiedene Zahlen 
o, und da ihre Anzahl = (k + 1)", also > (bo, a) ist, so giebt 
es unter ihnen mindestens zwei verschiedene ß, y, welche nach a 
congruent sind; mithin wiıl ihre Differenz $— y eine von Null 
verschiedene, ganze Zahl « in a. Da nun die Coordinaten der 
Zahlen ß, x in der Reihe 0, 1,2...% enthalten sind, so über- 
schreiten die Coordinaten dieser Zahl «, absolut genommen, den 
Werth % nicht, und hieraus ergiebt sich mit Rücksicht auf (2) 
und (4) die Gleichung (3), w. z. b. w. 

Als eine unmittelbare Folgerung ergiebt sich hieraus der 
Fundamentalsatz: 

II. In jeder Idealclasse M giebt es mindestens ein Ideal m, 
dessen Norm die Constante H nicht überschreitet *), und folglich 
ist die Anzahl der Idealelassen endlich. 


2, Verl Jal, Minkowski: Theoremes arithmetiques (Compte rendu der 
Pariser Akademie vom 26. Januar 1891); Ueber die positiven quadratischen 
Formen und über kettenbruchähnliche Algorithmen (Crelle’s Journal, Bd. 107). 
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Denn wendet man den vorigen Satz auf ein Ideal a an, 
welches nach Belieben aus der inversen Classe M-! gewählt ist, 
so wird o« > a, also o«a— am, wo m ein Ideal der Classe M 
bedeutet; zugleich wird + N(o) = N()N (m) = 6 a) N (m), 
also N(m) < H. DBedenkt man aber, dass es nur eine endliche 
Anzahl von natürlichen Zahlen giebt, die den Werth 4 nicht 
überschreiten, und dass jedes Ideal m (nach $. 180, (8)) ein 
Factor seiner Norm ist, so ergiebt sich (nach $. 177, VIII), dass 
die Anzahl der Ideale m, welche der Bedingung N(m) < H ge- 
nügen, und folglich auch die Anzahl der Idealclassen M endlich 
ist, w. z. b. w. 

Es leuchtet nun unmittelbar ein, dass Alles, was wir in der 
Theorie der quadratischen Formen über die Zusammensetzung 
der ursprünglichen Classen erster Art gesagt haben ($. 149), sich 
Wort für Wort auf unsere Idealclassen übertragen lässt. Wir 
heben hier aber nur den einen Satz hervor, dass, wenn h die 
Anzahl aller Classen bedeutet, jede Idealclasse A der Bedingung 


Ar = (6) 


genügt. Ist daher a ein beliebiges Ideal, so ist a* immer ein 
Hauplideal; setzt man nun 
MR DR 
und 
R 


hr 

%.=b) MVB, 

so ist a, eine ganze algebraische Zahl ($. 173, V); gehört die- 
selbe dem Körper 8, also auch dem Gebiete o an, so ist a 
offenbar ein Hauptideal, nämlich — 0%, und es wird folglich, 
wenn a kein Hauptideal ist, die Zahl &, dem Körper & gewiss 
nicht angehören. Nichtsdestoweniger findet auch im letzteren 
Falle zwischen dem Ideal a und der Zahl «, der Zusammenhang 
statt, dass a der Inbegriff aller derjenigen in vo enthaltenen 
Zahlen ist, welche durch «, theilbar sind (8. 174). Denn wenn 
« in a enthalten, also ©* durch a*, mithin auch durch w theilbar 
ist, so ist & auch theilbar durch Yu —= ; und umgekehrt, ist 
@ eine in o enthaltene und durch «, theilbare Zahl, so ist «* 


Aus diesen wichtigen Untersuchungen, welche in weiterer Ausführung 
demnächst als besonderes Werk (Geometrie der Zahlen) erscheinen werden, 
geht unter Anderem hervor, dass (wenn n > 1) die Constante-H Kleiner an- 
genommen werden darf, als die Quadratwurzel aus dem absoluten Werthe 
der Grundzahl D, woraus zugleich folgt, dass D absolut >1 ist, 
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theilbar durch © = u, also auch durch a“, woraus (nach $. 179) 
leicht folgt, dass « auch durch a theilbar ist. Nennt man daher 
eine solche Zahl ©, eine ideale Zahl des Körpers & im Gegen- 
satze zu den in 2 enthaltenen wirklichen Zahlen, so kann jedes 
Ideal a als der Inbegriff aller in o enthaltenen, durch eine wirk- 
liche oder ideale Zahl «, theilbaren Zahlen angesehen werden. 
Hieran knüpfen wir den Beweis des folgenden, schon {rüher 
($. 174) angekündigten Satzes: 

II. Zwei beliebige ganze algebraische Zahlen «, ß besitzen 
immer einen gemeinschaftlichen Theiler ö,, welcher in der ‚Form 
&& + An. darstellbar ist, wo &, n, ebenfalls ganze algebraische 
Zahlen bedeuten. 

Wir nehmen an, dass beide Zahlen «, 8 von Null verschieden 
sind, weil im entgegengesetzten Falle der Satz evident ist. Es 
giebt nun (nach $. 164) immer einen endlichen Körper 2, welcher 
beide Zahlen «, 8 enthält, und es sei o wieder das System aller 
ganzen Zahlen dieses Körpers, ferner A die Anzahl der Ideal- 
classen. Ist d der grösste gemeinschaftliche Theiler der beiden 
Hauptideale 

DOR- aDaRD DD, 
so sind a, b relative Priimnideale, und dasselbe gilt folglich von 
ihren Potenzen u*, b*. Setzt man nun 
Dr =='Dy, > 
wo y in o enthalten, so wird, weil «* und ß* durch d* theilbar 
sind, 
en au, rr 

wo u, v ebenfalls in o enthalten und zwar relative Primzahlen 
sind (8. 178, XIII); es giebt daher in o zwei Zahlen o, 6, welche 
der Bedingung 

uo+tvo=l 
genügen. Man definire jetzt die zu d gehörige ideale Zahl &, 
und ferner die Zahlen «,, ß, durch 

o=V», u — 0% Öo, B = Pod; 
so wird 
NE u u— oh, IR zauße) 

mithin sind &,, ß, die zu a, b gehörigen idealen ganzen Zahlen, 
und ö) ist ein gemeinsamer Divisor der beiden gegebenen Zahlen 


&, ß. Setzt man endlich 
Dirichlet, Zahlentheorie. 37 
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h a 


el, [0] 


ro: n = Bo 
so sind &,,n» ganze Zahlen, welche den Bedingungen 

0% &o = Bono =, 05, 3 Pro — Ö, 
genügen, was zu beweisen war. 

Diese Zahl d,, aber auch jede mit ihr associirte Zahl, ver- 
dient den Namen des grössten gemeinschaftlichen Theilers von 
er. ß, weil jeder gemeimschaftliche Theiler dieser beiden Zahlen 
in 6, aufgehen muss. Da ferner jedes Ideal d als grösster ge- 
meinschaftlicher Theiler von zwei Hauptidealen vo«, o ß darstellbar 
ist ($. 178, XID), so kann unter einer idealen Zahl des Körpers 
2 auch jede Zahl ö, verstanden werden, welche der grösste ge- 
meinschaftliche Theiler von zwei wirklichen, d. h. in o enthaltenen 
Zahlen «, ß ist. 

Nach dieser Abschweifung kehren wir noch einmal zu der 
Eintleilung aller Ideale in Classen zurück; es giebt nämlich einen 
Fall, für welchen es zweckmässig sein kann, an Stelle der oben 
beschriebenen Fintheilung eine andere zu setzen, die noch etwas 
tiefer eingreift. Zwei Hauptideale ou, ov sind offenbar stets und 
nur dann identisch, wenn die beiden Zahlen a, v assocürt, d. h. 
wenn v = eu ist, wo & eine Einheit bedeutet. Ist die Norm von u 
positiv, so ist sie zugleich die Norm des Hauptideals ou. Es kann 
aber auch der Fall eintreten, dass die Normen aller mit einer 
bestimmten Zahl u associirten Zahlen eu negativ sind; dies wird 
immer und nur dann geschehen, wenn es in dem Körper & Zahlen 
von negativer Norm, unter diesen aber keine Einheit giebt *). 
In diesem Falle ist es für manche Untersuchungen zweckmässig, 
zwei Ideale a, a’ nur dann Äquivalent zu nennen, wenn es eine 
Zahl n von positiver Norm giebt, welche der Bedingung 
an = a’ genügt, und hierdurch verdoppelt sich offenbar die 
Anzahl der Idealclassen; die Hauptelasse O besteht nur noch 
aus denjenigen Hauptidealen ou, welche den Zahlen uw von posi- 
tiver Norm entsprechen, während die übrigen Hauptideale eine 
besondere. sich selbst entgegengesetzte Classe bilden **). Die 


I 


*) Der Grad n eines solehen Körpers 2 muss, wie leicht zu sehen, 
eine gerade Zahl, und unter den mit 2 conjugirten Körpern müssen auch 
solche sein, welche aus lauter reellen Zahlen bestehen. Ein solcher Körper 
ist z. B. der quadratische Körper, dessen Grundzahl = + 12, während der 
von der Grundzahl +4 8 diese Eigenschaft nicht besitzt. 

**) Eine noch weiter gehende Beschränkung erhält man durch die 
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allgemeinen Sätze über die Zusammensetzung der Classen werden 
aber hierdurch nicht geändert. Man kann auch leicht beweisen, 
dass jedes Ideal a in ein Ideal der jetzigen Hauptclasse O ver- 
wandelt werden kann durch Multiplication mit einem Factor ın, 
welcher relatives Primideal zu einem beliebig gegebenen Ideal b 
ist; denn hat man (nach 8. 178, X) aus a eine Zahl & so aus- 
gewählt, dass ab + o&—= a wird, so hat (nach 8. 180) jede Zahl u, 
welche = « (mod. ab) ist, dieselbe Eigenschaft, und es braucht 
nur noch gezeigt zu werden, dass es unter diesen Zahlen « auch 
solche von positiver Norm giebt; dies erreicht man offenbar, 
wenn man u = & + m setzt und die durch ab theilbare natür- 
liche Zahl m so gross wählt, dass alle mit « conjugirten reellen 
Zahlen positiv ausfallen; aus o(« + m) = am ergiebt sich dann 
der verlangte Factor n.. Den hiermit in erweitertem Umfange 
bewiesenen Satz kann man offenbar auch so aussprechen: 


IV. In jeder Idealclasse M giebt es Ideale m, die mit einem 
beliebig gegebenen Ideale keinen gemeinschaftlichen Theiler ausser vo 
haben. 

Zum Schlusse bemerken wir, dass man die Eintheilung der 
Ideale in Classen auf alle Moduln von der Form (8) in 8. 175 
übertragen kann, indem man zwei solche Moduln a, a’ äquivalent 
nennt und in dieselbe Modulelasse A aufnimmt, wenn es eine 
Zahl n giebt, welche der Bedingung an =.’ genügt. Alle Moduln 
einer Classe A haben dieselbe Ordnung n, und die Hauptclasse 
dieser Ordnung besteht aus allen Hauptmoduln nn, wo n jede 
von Null verschiedene Zahl des Körpers & bedeutet. Jede Classe 
besteht aus unendlich vielen ganzen und gebrochenen Moduln; 
eine Classe von der Ordnung o besteht aus Idealen und Ideal- 
brüchen (Anm. auf S. 560), und das System der ersteren ist eine 
Idealclasse im obigen Sinne. Durchlaufen a, b resp. alle Moduln 
der Classen A, B, so bilden die Producte ab eine Classe AB, 
und die Quotienten b:a eine Classe B: A, woraus auch die 
Bedeutung der Zeichen A® und A-! einleuchtet; ebenso bilden 
die Complemente aller in einer Ulasse enthaltenen Moduln eine 
Classe (Anın. auf Seite 536). Je nachdem eine Olasse aus lauter 
eigentlichen oder aus lauter uneigentlichen Moduln besteht 
(S. 506), heisse sie eine eigentliche oder uneigentliche Ülasse. 


Forderung, dass jede mit der erzeugenden Zahl u conjugirte reelle Zahl 


positiv sein soll. 
37* 
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Durch das Auftreten der letzteren wird (schon bei Körpern dritten 
Grades) diese Theorie, welche für gewisse Untersuchungen G B. 
über höhere Reciprocitätsgesetze) doch unerlässlich scheint, nicht 
wenig erschwert*). Schon der Beweis, dass die Anzahl der zu 
einer bestimmten Ordnung n gehörenden Classen A endlich ist, 
muss etwas anders geführt werden, wie oben für die Ideale, etwa 
in folgender Weise. Greift man nach Belieben aus A einen 
durch die Ordnung n theilbaren Modul a heraus, und wendet auf 
ihn den Satz Ian, so wird aa >n«a >a>n>D, also (v, a) 
= (b,n)(n, a), und da (nach $. 175, (12)) zugleich 7 N (a) = 
(0,a0) = (a,ne)(na,aa) = (a,na)(n, a) ist, so folgt (a, na) 
< H(b,n); also giebt es in jeder Classe A der Ordnung n 
mindestens einen Modul a = a«x!, welcher den Bedingungen 
n>a' und (a, n) <s H(v, n) genügt. Betrachtet man aber eine 
bestimmte der (in endlicher Anzahl vorhandenen) natürlichen 
Zahlen m, welche s H(», n) sind, und bedenkt, dass (nm-!, n) 
== (tn, nm) = m" > Q ist, so folgt aus den Sätzen I und II in 
$. 171, dass die Anzahl aller Moduln a’, welche den Bedingungen 
n > w und (a, n) = m, also auch a’ > nm! genügen, endlich 
ist. Mithin ist auch die Anzalıl der Classen 4 von der Ordnung 
n endlich, was zu beweisen war. 


un 


182. 


Die Theorie der Ideale eines Körpers & hängt. unmittelbar 
zusammen mit der Theorie der zerlegbaren Formen, welche dem- 
selben Körper entsprechen **); wir beschränken uns hier darauf, 
diesen Zusammenhang in seinen Grundzügen anzudeuten. 

Es sei X eine ganze homogene Function nt Grades von n 
unahhängigen Variabelen x,, 23 =. .2,, und wir wollen annehmen, 
dieselbe sei eine zerlegbare Form, d. h. sie lasse sich als Product: 
von n linearen Functionen tt, 2... u, darstellen. Alsdann ver- 
stehen wir unter der Diseriminante der Form X das Quadrat 


*) In einem gewissen Umfange ist sie behandelt in meiner Schrift: 
Ueber die Anzahl der Ideal- Classen in den verschiedenen Ordnungen eines 
endlichen Körpers (Braunschweig 1877). Vergl. $. 137. i 

.“*) Solche Formen sind zuerst von Lagrange betrachtet in der Ab- 
handlung: Sur lu solution des problemes indötermines du second degre. 
$- VI. M&m. de l’Ac. de Berlin... l. XXIII, 1769. '(OEuvres de L, T. InE 
1868, p. 375.) — Additions aux Elömens d’Algebre par L. Euler. S. IX, 
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: ou, OM, Ou,\? 
N or ee? a Et =, DT 
(x - 2,0%, ei) 4(X) 6) 


der Functional-Determinante, welche aus den in den F actoren 4 
auftretenden constanten Coefficienten gebildet ist *) Nun sind 
zwar, wenn 

Ka U Ug dal (2) 


eine solche gegebene zerlegbare Form ist, die Functionen U lgre 
%“, nur bis auf constante Factoren bestimmt; und man könnte 
sie, ohne X zu ändern, durch c %, CoY%g . 2. CnUn ersetzen, wo 
C13 €... Cn beliebige Constanten bedeuten, die nur der Bedingung 
genügen müssen, dass ihr Product — 1 ist; hieraus ergiebt sich 
aber, dass J(X) von der Wahl dieser Constanten unabhängig, 
also durch die Form X allein vollständig bestimmt ist. Dasselbe 
folgt auch aus dem Satze 


os .L 02logX 92logX 02 logX 


2% ee ae Nr 
x rar O%,0%, RR EAN les 
welcher aus 
0 
FERNE CORE 
© logu, © logu, olgw Ologm , , ze 6 logu„ 0 logu. 
en. 08, 0x, O2; 6%, 0%, 
hervorgeht und leicht in verschiedene andere Formen, z. B. 
eX ex 
22m 
°oX u — (— ae Au N) (4) 
| 02 0.0 0%, 0% | 
RE 
KERLE PERF 


umgewandelt werden kann. Besitzt X lauter ganze rationale 
Coeffhicienten, so wollen wir deren grössten gemeinschaftlichen 
Theiler { auch den Theiler der Form X nennen (vergl. $. 61); 
da sich nun leicht allgemein zeigen lässt, dass der Theiler eines 
Productes aus beliebigen Formen mit ganzen rationalen Coeffi- 
cienten gleich dem Producte aus den Theilern der einzelnen 


*) Hermite: Sur la theorie des formes quadratigues (Orelle’s Journal, 
Bd. 47, S. 331). — Die Discriminante der binären quadratischen Form 
‚Bd. 47, 8. 


an +Hbayteyist=b?— ac. 
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Formen ist *), so folgt aus der vorstehenden Gleichung, dass J(X) 
eine ganze rationale, durch f? theilbare Zahl ist. Wir bemerken 
ferner, dass 4(a X) = a?4J(X) ist, wenn a irgend einen con- 
stanten Factor bedeutet. 

Wir beschränken uns nun auf die Betrachtung derjenigen 
zerlegbaren Formen X, welche den Idealen des Körpers 3% ent- 
sprechen und auf die folgende Weise entstehen. Zunächst wählen 
wir eine bestimmte Basis @,, ©... @, für das aus allen ganzen 
Zahlen & des Körpers bestehende Ideal 


Li lo;. 0)...» @,] (5) 
und setzen (wie in $. 175) die Grundzahl des Körpers, d.h. die 


Discriminante 
A(0),—= I(o, 9... )—D. (6) 


Nach 8. 177 (S. 552) ist jedes Ideal a ein endlicher Modul 
von der Form 
RE N} (N) 


wo die Zahlen «&, zugleich eine Basis des Körpers 2 bilden. Da 
dieselben ganze Zahlen sind, so gelten n Gleichungen von der 
Form **) 

2 dr, 01; (8) 


wo die Coordinaten a,,, ganze rationale Zahlen sind, und zwar 
wollen wir die Basiszahlen stets, wie wir ein- für allemal be- 
merken, so wählen, dass die aus diesen Coordinaten gebildete 
Determinante einen positiven Werth’ erhält, dass also 


NE et N (9) 
wird (nach $. 172, VII. Aus den vorstehenden Gleichungen 


folgt ferner (nach $. 175, (7) oder (9)), dass. die von der Wahl 
der Basis unabhängige Disceriminante 


R 4I(a) —1 74] (&, %... On) —— DN (a)? (10) 
1St. 


*) Vergl. Gauss! D. A. art. 42 und meine Abhandlung: Ueber einen 
arithmetischen Satz von Gauss (Mittheilungen d. Deutschen math. Ges. in 
Prag. 1892). 


Kx\. UM7n . Bi - . . 
) Wir bezeichnen im der Folge mit ;, s/, ı” ,.. ausschliesslich Sum- 


mationsbuchstaben, welche die n Werthe 1,2... durchlaufen sollen, 
und ein einfaches Summenzeichen X bezieht sich stets auf alle solche, hinter 
demselben auftretende 4, ., «" .. , während ", 3... consiante Indices be- 


deuten. 
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Wir führen jetzt ein System von n unabhängigen Variabelen 
2,43 ...%, und die homogene lineare Function 
DE (11) 


ein; dann kann man, weil jedes Product @,®, in dem Ideal a 
enthalten ist, 
Ze REN RE (12) 


setzen, wo die n? Grössen x, homogene lineare Functionen der 


Veränderlichen &,, &3 ... x, mit ganzen rationalen Coefficienten 
bedeuten; setzt man daher die aus ihnen gebildete Determinante 
33 == IL1,18%22..- Inn = Xi (13) 


so ist X eine ganze homogene Function der n Variabelen x, deren 
Coefficienten ganze rationale Zahlen sind, und wir wollen sagen, 
diese Form X enispreche der Basis &,, % ...c«, des Ideals a. 
So oft nun die Variabelen x, rationale Werthe erhalten, wird « 
eine Zahl des Körpers 2, und aus (12) folgt (nach 8. 167, (12)) 
dass die Norm von & durch Multiplication der beiden aus den 
Grössen z,. und a,, gebildeten Determinanten (9) und (13) ent- 
steht, dass also 

N(0) = N(a)X (14) 
ist; da nun diese Norm das Product der n mit « conjugirten 
Zahlen, welche homogene lineare Functionen der Variabelen x. 
sind, und da zufolge (10) die Discriminante dieses Productes 
= DN(a)? ist, so ergiebt sich, dass X ebenfalls eine zerlegbare 
Form, und dass ihre Discriminante 

AX)=D (15) 

ist. 

Legt man den Variabelen ©, ganze rationale Werthe bei, so 
wird «& theilbar durch a, und umgekehrt wird jede Zahl des 
Ideals a durch ein und nur ein solches System von Werthen x. 
erzeugt; dann ist 

oa —=am, N(e)=N()X—=+N(aN(m), 
mithin | 
XeeNmer (0,00). (16) 
Ist nun %k eine beliebig gegebene natürliche Zahl, so kann man 
(nach $. 178, XI) die Zahl « aus dem Ideal a so auswählen, 
dass m relatives Primideal zu k, also (nach $. 180, I) der zu- 
gehörige Werth der Form X relative Primzahl zu k wird, woraus 
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unmittelbar folgt, dass X eine ursprüngliche, d. h. eine solche 
Form ist, deren Coefhcienten keinen gemeinschaftlichen Theiler 
baben. 

Verfährt man bei der Eintheilung der Ideale in Classen 
nach der schärferen Regel, welche auf S. 578 beschrieben ist 
-- und dies soll im Folgenden immer geschehen —, so wird, 
wenn a der Ülasse 4 angehört, und m jedes beliebige Ideal 
der inversen Classe A-'! bedeutet, immer eine Zahl « von 
positiver Norın existiren, welche der Bedingung o& — am genügt, 
und gleichzeitig wird X — + N(m); mithin können durch die 
Form X die Normen aller in der Classe A-! enthaltenen Ideale 
m durgestellt werden (vergl. $. 60). Umgekehrt leuchtet ein, dass 
jeder durch die Form X darstellbare positive Werth, welcher 
ganzen rationalen Werthen der Variabelen «x, entspricht, die 
Norm eines solchen Ideals m ist. 

Wählt man für dasselbe Ideal a ein ee anderes System 
von Basiszahlen ß,, ßs . . : Pn, die aber ebenfalls. der Bedingung 
genügen, dass die aus ihren Coordinaten gebildete Determinante 
positiv ist, so ist 


Pr = 3.05 I aaa url (17) 


und die der Basis &,, &% ... &, entsprechende Form X 
durch die Substitution 
%r, = IlırYır (18) 


deren Coefficienten e,. ganze rationale Zahlen sind, in eine 
dquivalente Form Y über, welche der neuen Basis entspricht und 
eine ganze homogene Function der neuen Variabelen y. ist. 
Umgekehrt, wenn Y mit X äquivalent ist, d. bh. wenn X durch 
eine Substitution von der Form (18) mit ganzen rationalen 
Üoveffieienten ce, ,, deren Determinante — -- 1 ist, ın Y übergeht, 
so giebt es offenbar eine Basis des Ideals a, welcher diese Forın 
Y entspricht. Allen Basen desselben Ideals a entspricht daher 
eine bestimmte Formenclasse, d.h. ein System von Formen X, 
Y... der Art, dass je zwei von ihnen einander äquivalent sind, 
und wir wollen sagen, dass diese Formenclasse dem Ideale a 
entspricht. Ist ferner a’ ein beliebiges mit a äquivalentes 1deal, 
so giebt es eine Zahl n von positiver Norm, welche der Be- 
dingung an = a’ genügt; dann bilden die n Producte n«, eine 
Basis von a’, und aus (12) geht durch Multiplication mit 7 
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hervor, dass die Form X auch dem Ideal a, mithin die Formen- 
classe auch allen Idealen der Classe A entspricht. Jeder Ideal- 
celasse entspricht daher eine bestimmte Formenclasse. Die 
schwierigere Frage aber, ob mehreren verschiedenen Idealclassen 
eine und dieselbe Formenclasse entsprechen kann, müssen wir 
der Kürze halber hier unerörtert lassen. Dasselbe gilt von der 
Aufgabe, alle Transformationen der Form X in sich selbst zu 
finden, und wir beschränken uns auf die einleuchtende Bemerkung, 
dass durch jede Einheit e, deren Norm positiv, also — + 1 ist, 
eine solche Transformation erzeugt wird, weil die n Zahlen e«, 
ebenfalls eine Basis des Ideals a bilden (vergl. 88. 62, 83—85). 

Die Composition der Formen X entspricht der Multiplication 
der Ideale. Es seien zwei beliebige Ideale 


- 4 —— [%,, 0%; ae En]; b == [ßı; Ps rege Pa] (19) 
mit bestimmten Basen «,, ß, gegeben, so kann man ihr Product 
TE A (20) 


setzen; aus dem Begriffe der Multiplication der Moduln ($. 170) 
folgt aber unmittelbar, dass ab ein endlicher Modul ist, welcher 
die n? Producte &,ß, zu Basiszahlen hat; zwischen diesen und 
den n Basiszahlen y, desselben Moduls müssen daher (zufolge 
8. 172, (25) bis (30)) Relationen von der Form 
A a er a Br (21) 
stattfinden, wo die Üoefficienten p, q ganze rationale Zahlen 
sind; die sämmtlichen Determimanten P, welche sich aus je n 
der n? Zeilen 
ee ee a FR a (22) 
bilden lassen, sind Zahlen ohne gemeinschaftlichen Theiler. Man 
führe jetzt drei Systeme von je n Variabelen &., y., z. ein und setze 
Dee D0 05 BEE udn Vz Lu Hi, (23) 
so wird 
N(e) = N()X, N)=NW)Y,. NYV)=NWVZ, (24) 
wo X, Y, Z die den obigen Basen der Ideale a, b, < entsprechen - 
den Formen bedeuten. Macht man nun die Variabelen z, durch 
_ die bilineare Substitution 


4 = pr By (25) 
zu Functionen der Variabelen x, y., so wird 
y—= «aß, also N(y) = N(a)N(B), (26) 


und da ausserdem N (c) = N (a) N(b) ist, so folgt 
Zus N, (27) 
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d. h. die Form Z geht durch die Substitution (25) in das Product 
der beiden Formen X, Y über, und wir wollen deshalb sagen, 
die Form Z sei aus den beiden Formen X, Y zusammengesetzt. 

Diese Formen sind durch die Substitution (25) vollständig 
bestimmt. Aus (26) folgt nämlich zunächst 


e.Br eis rn; (28) 


nun lassen sich die Zahlen y,, weil sie in c und also auch in b 
enthalten sind, in der Form 
y—Lirıßı 
darstellen, wo die Coefficienten c,., ganze rationale Zahlen be- 
deuten, deren Determinante 
Ya 0 6 an ce la) 
ist; es wird mithin 


02, 
a za, Pen 
woraus 
02, 02 02 
— S eh I 
ee 
also 
02, 0£ 0£ 
ES ee ee N ent 239 
3 Oyı Os OYm = 


folgt. Auf ganz ähnliche Weise ergiebt sich natürlich aus den 
Gleichungen 


Ban, (30) 
die Form 


ED eu) 
Unsere obigen Gleichungen (12) und (13) gehen offenbar 
durch die specielle Annahme b — o aus den allgemeinen Glei- 


chungen (28) und (29) hervor. Die in den letzteren auftretenden 
n? Grössen 


= Ip (32) 


sind homogene lineare Functionen der n Variabelen x, mit ganzen 
rationalen Coefficienten p”*, und zwar sind 


„n—1,$ 


Dar Dr Pepe (33) 
die in einer und derselben Zeile enthaltenen Goefficienten. Es 
ist nun von Wichtigkeit, dass umgekehrt die » Variabelen 
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sich (auf unendlich viele Arten) als homogene lineare Functionen 
der n? Grössen (32) mit ganzen rationalen Coefficienten darstellen 
lassen, oder, was offenbar auf dasselbe hinauskommt, dass die 
sämmtlichen Determinanten A, welche aus je n von den n2 Zeilen 
(33) gebildet und von den oben mit P bezeichneten Determi- 
nanten wohl zu unterscheiden sind, ebenfalls keinen gemein- 
schaftlichen Theiler haben. Um dies Letztere zu beweisen, 
bemerken wir zunächst, dass die Determinanten R gewiss nicht 
alle verschwinden; denn betrachtet man z. B. solche n Zeilen (33), 
in welchen der Index s ungeändert bleibt, so ist, wie sich durch 
Vertauschung der Horizontal- und Verticalreihen unter Berück- 
sichtigung von (21) leicht ergiebt, die entsprechende Determinante 


1,5 Nn,8 j 1,8 1,8 

Pi’... pı' Dir Ad 

NEE ET ER EN DE) 
= 270} 

Pe Ba re 


also von Null verschieden. Bedeutet nun e den grössten gemein- 
schaftlichen Theiler aller Determinanten R, so folgt aus unserer 
allgemeinen Untersuchung über die Reduction eines endlichen 
Moduls auf eine irreducibele Basis ($. 172), dass sich zwei Systeme 


von ganzen rationalen Zahlen hy” und e,, aufstellen lassen, 
welche den Bedingungen 


r, 


Pm 
genügen*). Hierauf definire man n Zahlen u. durch die Gleichungen 
*) Man braucht nur n beliebige, aber von einander unabhängige Zahlen 

a' zu wählen und den Modul, dessen Basis aus den n? Summen 


L 
1,8 


u == Zpn 7 


8 OR o er 
N 


besteht, auf eine irreducibele, also aus n Zahlen 

8, — Se,r 0 
bestehende Basis zu reduciren, so wird 

ed) — Shnie, 
und hieraus ergeben sich die obigen Beziehungen. — Bedeuten a, b beliebige 
Moduln von der Form (8) in $. 175, und wählt man für die n Zahlen a) 
die zu «. complementären Zahlen ($. 167 und $. 175 Anm.), so wird 
9) — Yim, wo die Zahlen y, complementär zu y, sind, und hieraus er- 
en . 
giebt sich (nach $. 172), dass der grösste gemeinsarne Theiler e =; (a', be) 
ist, wo a’, b’, «’ die zu a, b, c complementären Moduln bedeuten; sind aber 
a, b (also auch c) Idealbrüche (Anm. zu $$. 178, 180) , so gilt de er 
a’, b’, ec, und aus $. 170, VII folgt leicht, dass in diesem Falle a = be’, 


also e = 1 ist. 
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er — Kerl, 
aus denen durch Umkehrung 

Br EN Cor 
folgt, wo die Ovefficienten e’,. ganze rationale Zahlen sind, deren 
Determinante 


» Br & 
2 = 01,1023,2..- Enn — 


ist, weil 

Dera,2 oder =D 
ist, je nachdem r, s gleich oder ungleich sind. Mit Rücksicht 
auf (21) folgt nun aus den vorstehenden Gleichungen 


N) pe LE 
ur ßs == DS Eur &e Ba —= DeyrPr' Yı 
HS a = 
= > Cord "ru yfı = e b3 hi Yes 


mithin ist ba, theilbar durch ec = eab, also u, theilbar durch 
ea, und hieraus folgt, dass alle Coefficienten e',„ durch e theilbar 
sind, mithin e = 1 ist, was zu beweisen war. 

Derselbe Satz gilt selbstverständlich auch für die Determi- 
nanten S, welche aus je n Zeilen von der Form 


2 r,n—i 


;E rn 
2m ’ Pmn a Pn ı Pmm (34) 
gebildet sind; also lassen sich die » Variabelen y, auch als homo- 
gene lineare Functionen der n? Grössen 


ö an ze 
m In Ya (35) 


und zwar mit ganzen rationalen Coefficienten darstellen. 

Ganz ähnliche Eigenschaften, wie die linearen Funetionen 
(32) und (35), besitzen auch die aus ihnen gebildeten Determi- 
nanten (rn — 1)! Grades, d. h. die Üoefficienten, mit welchen 
sie in den Determinanten (29) und (31) behaftet sind. Das Ideal 
a besitzt (nach $. 180) ein durch die Bedingung o N (a) = au’ 
bestimmtes Supplement *) 


’ 


a’ = [@';, & Ghana & . (36) 
dessen Basis wir beliebig wählen; bedeutet nun « wieder irgend 
eine Zahl des Ideals a, und setzt man, wie in (16), o« — am, 
so folgt, wenn man mit m’ das Supplement von m bezeichnet, 

vN(&) = oN(a)N(m) = aamm — «am; 


*) Dieses Ideal a’ und seine Basiszahlen «'. dürfen natürlich nicht ver- 
wechselt werden mit dem in der vorigen Anmerkung erwähnten Complement 
von a und mit den zu «: complementären Zahlen. 
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es ergiebt sich daher von Neuem, dass N(«) durch «& theilbar 
ist ($. 176, IV), und wenn «’ das durch die Gleichung 
N(e) — & (37) 
definirte Supplement der Zahl & bedeutet, so folgt o«' — a’m', 
d. h. « ist theilbar durch a’, also von der Form 
EEBRE (38) 
wo. die » Coefticienten x’, ganze rationale Zahlen sind, die in 
bestimmter Weise von den ganzen rationalen Zahlen x, in (11) 
oder (23) abhängen. Setzt man nun wieder ab —c und behält 
alle hierauf bezüglichen, im Vorhergehenden gebrauchten Be- 
zeichnungen bei, so folgt @c— bN(a); man kann daher, wenn 
man die Grössen x’, in (38) als willkürliche Variabele ansieht, 
n Gleichungen von der Form 
ey, — N(a)28,.B. (39) 
aufstellen, welche den Gleichungen (28) entsprechen; die n? Grössen 
%,,. sind homogene lineare Functionen der n Variabelen z’, mit 
ganzen rationalen Coefhicienten, und umgekehrt lassen sich, wie 
oben gezeigt ist, die Variabelen x’, (auf unendlich viele Arten) 
als ebensolche Functionen von den Grössen z’,. darstellen. 
Multiplicirt man aber (39) mit & unter Ber Heicasung von 
(37) und (24), so ergiebt sich 


Xyr —- we (40) 


und hieraus geht mit Rücksicht auf (28) hervor, dass #'„,s der 
Coefficient ist, mit welchem das Element (32) in der Determinante 
(29) multiplieirt wird. Die sämmtlichen Grössen x’, und folg- 
lich auch. die Grössen x',, welche letzteren offenbar von der 
Wahl der Basis des Ideals a’ abhängen, sind daher ganze homo- 
gene Functionen (mn — I)'® Grades von den Variabelen ©. mit 
ganzen rationalen Üvefficienten, und hiermit ist unsere obige 
Behauptung bewiesen. — 

Auf diese kurze Darstellung der wichtigsten Eigenschaften 
der Formen X müssen wir uns hier beschränken; allein wir 
dürfen nicht unterlassen, darauf aufmerksam zu machen, dass 
diese Formen X, deren Diseriminante — D ist, nur einen un- 
endlich kleinen Theil aller zerlegbaren Formen bilden, welche dem 
Körper & entsprechen, und wir wollen hierüber wenigstens noch 
Folgendes bemerken. Bedeutet a in (7) einen beliebigen Modul, 
dessen Basis zugleich eine Basis des Körpers & ist, und verfährt 
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man mit a genau ebenso, wie oben in den Gleichungen (11) bis 
(16) mit dem Ideal a, indem man nur an Stelle von o die Ordnung n 
des Moduls a eintreten lässt, so gelangt man zu einer entsprechenden 
zerlegbaren Form X —+ (a, no), deren Discriminante —= D (v, n)? 
— 4A(n) ist. Wir nennen die Zahl (vo, n) den Index und den 
Quotient n:o den Führer der Ordnung n; der letztere ist immer 
ein Ideal und zwar der grösste gemeinsame Theiler aller durch ıı 
theilbaren Ideale, und der Index ist immer theilbar durch den 
Führer *). 


8. 183. 

Von der grössten Wichtigkeit für die Theorie der in einem 
endlichen Körper & enthaltenen ganzen Zahlen ist die Frage 
nach dem Inbegriff aller unter ihnen befindlichen Einheiten 
(88. 174, 176). Im Körper R der rationalen Zahlen giebt es nur 
die beiden Einheiten + 1, und dasselbe gilt für alle quadratischen 
Körper von negativer Grundzahl D, mit Ausnahme der beiden 
Fälle D=—3 und D= — 4, in welchen sechs resp. vier 
Einheiten vorhanden sind. Bei allen anderen Körpern ist aber 
die Anzalıl der Einheiten stets unendlich gross, und es ist äusserst 
schwierig gewesen, den Zusammenhang zwischen allen diesen 
Einheiten genau zu ergründen und in der einfachsten Form 
darzustellen; für den Fall der quadratischen Körper von positiver 
Grundzahl D fällt diese Frage im Wesentlichen zusammen mit 
der Auflösung der Pell’schen Gleichung f? — Du? — 4, und wir 
haben schon früher bemerkt, dass die Existenz solcher Lösungen 
t, w, in welchen # nicht verschwindet, zuerst von Lagrange be- 
wiesen ist. Die Principien, welche diesem Beweise zu Grunde 
liegen, sind endlich von Dirichlet zur höchsten Allgemeinheit 
erhoben, und ihm gebührt der Ruhm, zuerst eine strenge und 
vollständige, alle endlichen Körper umfassende Theorie der Ein- 
heiten aufgebaut zu haben (vergl. 88. 83, 141). Wir kleiden 
dieselbe, in unsere Ausdrucksweise ein und heben die Haupt- 
momente im Folgenden so kurz wie möglich hervor. 

1. Wir bezeichnen, wie bisher, mit 2 einen Körper nten 
Grades und mit 


*) Vergl. meine auf 8. 570 und 580 eitirten Schriften, wo das Wort 
Index in einer specielleren Bedeutung gebraucht ist. 
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v=[0,@...@,)] (1) 
den Inbegriff aller in 2 enthaltenen ganzen Zahlen 
o—=hoa th, +: +, —=Nho, (2) 


wo die n Coordinaten A, alle ganzen rationalen Zahlen durch- 
laufen. Durch die n Permutationen des Körpers, die wir wieder 
mit ©, 5... x, bezeichnen, geht eine solche Zahl »& in die 
n conjugirten Zahlen 

or — Show” (3) 


über, welche homogene lineare Functionen der variabelen Coor- 
dinaten Ah, sind. Die Coefficienten derselben sind die n? Con- 
stanten @/”, welche durch die Wahl der Basis von o ein- für 
allemal bestimmt sind. Wir bilden nun, indem wir unter M(z) 
stets den analytischen Modul (oder absoluten Betrag) der com- 


plexen Zahl z verstehen, für jede Permutation x, die Summe 
M (©) + M(o3”) + --- + M(o\”) 

und bezeichnen mit c die grösste von diesen n Summen; dann 

leuchtet ein, dass, wenn k eine positive Grösse und ® eine Zahl 

ist, deren Coordinaten absolut genommen den Werth % nicht 

überschreiten, immer 


Mor) < ck (4) 

sein wird. 
2. Die aus den n? Coefficienten &%” gebildete Determinante 
Y”toi9...o®— YD (5) 


ist von Null verschieden ($. 175), und wenn man mit %, %...% 
die zu @,, @, ... ©, complementären Zahlen bezeichnet ($. 167), 
so erhält man durch Umkehrung der Gleichungen (3) die n Coor- 
dinaten 
= S(or)= no +-:: +.” om (6) 

als homogene lineare Functionen der n Conjugirten »); da die 
Coefficienten #” ebenfalls durch die Basis von o vollständig be- 
stimmt sind, so schliesst man ebenso wie vorher, dass, wenn die 
n Moduln M(@®) eine gegebene Gonstante (nicht überschreiten, 
auch die absoluten Werthe der Coordinaten h, eine entsprechende 
Constante nicht überschreiten können, und da sie ganze rationale 
Zahlen sind, so folgt hieraus offenbar der Satz: 

I. Ist C eine positive Oonstante, so gielht es in o nur eine 
endliche Anzahl von solchen Zahlen @, deren Conjugirte sämmtlich 
der Bedingung M(o”) < U genügen. 
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3, Bedeutet # eine Zahl nt® Grades in 2, so ist 2 der 
Inbegriff R(6) aller durch 4% rational darstellbaren Zahlen ($. 165, 
VI), und die » verschiedenen conjugirten Zahlen 49” sind die 
Wurzeln einer irreducibelen Gleichung mit rationalen Coefhi- 
cienten. Durch die Permutation =, geht der Körper & in den 
Körper 2 — R(9%) über, und wir nennen x, eine reelle Per- 
mutation, wenn € reell ist, also 2” aus lauter reellen Zahlen 
besteht; zugleich ist &") in (3) eine reelle, d. h. eine mit lauter 
reellen Coefhicienten »{” behaftete, lineare Function der Üoor- 
dinaten h.. Ist aber z. B. 9’ imaginär = p + qi, so nennen wir 
z, eine imaginäre Permutation, weil & ausser reellen auch 
imaginäre Zahlen enthält; die n Constanten w; können nicht alle 
reell sein, und es wird folglich die Function @' die Form u + ve 
annehmen, wo 4, v reelle lineare Functionen der Coordinaten A, 
bedeuten. In diesem Falle giebt es bekanntlich*) unter den 
conjugirten Zahlen 4% immer eine zweite 6" —= p — qt, und 
durch die entsprechende Permutation x, geht © in @’—= u — vi 
über; wir wollen zwei solche Permutationen z,, m, (sowie. die 
Körper 2%, &" und die Functionen @’, @”) immer ein imaginäres 
Paar, und u, v das zugehörige reelle Functionen -Paar nennen. 
Bezeichnen wir die Anzahl dieser Paare mit (n — v), so ist 2(n— v) 
die Anzahl der imaginären, und (2v -— n) diejenige der reellen 
Permutationen, und v ist die Gesammtanzahl aller imaginären 
Paare und aller reellen Permutationen. Diese Zahl v, weiche von 
der grössten Bedeutung für die Theorie der Einheiten ist, wird 
offenbar nur dann —= 1, wenn 2 der Körper R der rationalen 
Zahlen oder ein Gusfirätscher Körper von negativer Grundzahl 
ist; da es aber in diesen Fällen, wie oben bemerkt, nur zwei 
(oder vier oder sechs) Einheiten giebt, so bieten sie kein weiteres 
Interesse dar, und wir setzen daher im Folgenden voraus, es sei 
v = 2. Verbindet man je zwei, einem imaginären Paar ent- 
sprechende Zeilen der Determinante (5) durch Addition und 
Subtractiön, so ergiebt sich, dass immer 


Dh) n 
ist, wo (D) den absoluten Werth der Grundzahl bedeutet. 


4. Wir vertheilen nun die » Permutationen , nach Be- 
Bu in zwei Classen, doch so, dass jede dieser Classen wenig- 


Dias heruht darauf, dass die Gleichung @? + 1 = 0 in Bezug auf 
jeden reellen Körper Irreduihe ist, 


$. 183. Allgemeine Zahlentheorie. 593 


stens eine Permutation enthält, und dass die beiden Permutationen 
eines imaginären Paares in dieselbe Classe fallen *); dann gilt, 
wenn c die obige Bedeutung behält, und allgemein mit « die 
zur ersten, mit 8 die zur zweiten Classe gehörenden Functionen 
ar) bezeichnet werden, der folgende Satz: 

IL. Ist a ein beliebig kleiner, b ein beliebig grosser positiver 
gegebener Werth, so kann man in v eine Zahl w so wählen, dass 
alle M(«) <a. alle M(B)>b ausfallen, und dass absolut No) <(3c)* 
wird. 


Um dies zu beweisen, betrachten wir zunächst nur die 
Functionen & der ersten Classe, deren Anzahl wir mit wu be- 
zeichnen wollen; indem wir jedes unter ihnen befindliche imaginäre 
Paar durch das zugehörige reelle Paar ersetzen, jede reelle 
Function & aber beibehalten, gelangen wir offenbar zu u reellen 
homogenen linearen Functionen w, die wir in bestimmter Ord- 
nung mit %,, %y....w, bezeichnen wollen. Ist nun & eine be- 
stimmte natürliche Zahl, und legt man den Coordinaten A, alle 
Werthe aus der Reihe der (k + 1) Zahlen 0, 1,2...% bei, so 
erhält man (k + 1)” verschiedene Zahlen ® in o, für welche alle 
M(«)<= ck ausfallen, und folglich liegen alle zugehörigen Werthe 
der u Functionen w zwischen — ck und + ck. Das durch diese 
beiden Zahlen + ck begrenzte reelle Zahlengebiet wollen wir 
auf folgende Weise in kleinere Intervalle eintheilen. Da ra>u>0, 
und k > 0 ist, so ergiebt sich leicht **), dass die Differenz 

(k + 1) — ke 1 
ist, und dass folglich zwischen Minuend und Subtrahend minde- 
stens eine natürliche Zahl m liegt, welche mithin den Bedingungen 


(k + 1)" > m“ > kr (8) 
. genügt; setzt man nun zur Abkürzung 
EL, u (9) 
m 


so zerfällt das obige Zahlgebiet durch ze der (m —1) 
Zahlen 


=) Diese‘ Bedingungen würden nur in dem ausgeschlossenen Falle 
» —= 1 sich nicht vereinigen lassen. 

**) Ist die Constante s>1,so hat die Function 9 (@)=(e-+1 — 2° —1, 
welehe zugleich mit & verschwindet, eine Derivirte 9'(x), die fürs 0 
stets positiv ist, und folglich ist p(«) > 0 Hurzaoye= 0. 

Dirichlet, Zablentheorie, 38 
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in m Intervalle von gleicher Breite d, wobei man diese (m — 1) 
Zahlen selbst nach Belieben dem einen oder anderen der beiden 
benachbarten Intervalle zurechnen kann. Schreiben wir ferner 
einem reellen Werthe w die bestimmte Intervallzahl s zu, wenn 
w. dem von den beiden Zahlen —ck+(s—1)d und —ck+sd 
begrenzten Intervalle angehört, so besitzen die zu einer be- 
stimmten Zahl » gehörenden u Werthe w, (w), w (@) .. . Wu (@) 
ihre entsprechenden Intervallzahlen s,, 53... . S4, und wir dürfen 
dies kurz so ausdrücken, dass der Zahl ® diese bestimmte Folge 
$1; 52». . 5. entspricht. Da jede Intervallzahl s eine der m 
Zahlen 1, 2... m ist, so ist m“ die Anzahl aller überhaupt 
denkbaren Folgen, und da dieselbe zufolge (8) kleiner ist als die 
Anzahl (k + 1)* aller von einander verschiedenen Zahlen o, 
welche auf die obige Weise gebildet werden können, so muss es 
unter den letzteren mindestens zwei verschiedene x, A geben, 
denen eine und dieselbe Folge von Intervallzahlen Gr Ba San 
entspricht: es werden daher, wenn man die von Null verschiedene, 
in o enthaltene Zahl x — A = » setzt, die absoluten Werthe 
der u Differenzen ; 

w, (#) — w, (A) = w, (0)... Wu(X) — Wu(A) = wu (@) 
sämmtlich < d sein, weil jedesmal der Minuend und Subtrahend 
in dasselbe Intervall fallen. Hieraus folgt für die Werthe der 
zur ersten Ulasse gehörigen, mit dieser Zahl ® conjugirten Zahlen 
a, welche entweder mit einer Grösse w(®) übereinstimmen oder 
von der Form w,(®) + iw,(w) sind, dass M(«) < dY2, also 
zufolge (9) auch 


n 


M(e) <3ck # (10) . 


ist. Bedeuten nun A, DB resp. die absoluten Werthe der beiden 
Producte aus den u Gear « und aus den (n — u) Con- 
Jugirten ß, welche zu der zweiten Classe gehören, so ist + N (®) 
—=AB, und A<(3c)"ke; da ferner die Coordinaten der 
Ditterenz © = x — 4 absolut genommen den Werth % nicht 
an also M(B)<ck, B< (ck)r-" ist, so folgt 


+ N(o) < (8 e)*. (11) 
Da endlich N(@) eine von Null verschiedene ganze rationale. 
Zahl ist, so wird AB > 1, also B> (3 ey" kr"; greift man 
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nun aus der zweiten Classe eine beliebige Zahl ß heraus und 
setzt B= B,M(ß), so ist B, < (ek)"——1, mithin 

M(B) > (3 ce)". (12) 
Oifenbar kann nun, wie klein auch «, und wie gross auch 5b 
gegeben sein mag, die Zahl k zufolge (10) und (12) stets so 
gross gewählt werden, dass alle M(@) <a, alle M(ß) > b aus- 
fallen, während zufolge (11) immer N(®) absolut < (3e)" wird, 
w2.b w. 

5. Aus dem soeben bewiesenen Satze II ergiebt sich, indem 
man dieselbe Eintheilung der Permutationen rz, in zwei ÜOlassen 
beibehält, dass man eine nie abreissende Kette von auf einander 
folgenden, von Null verschiedenen ganzen Zahlen 


= N Na» N3 Sant Ns; Ns+1 ... (13) 
bilden kann, deren Normen absolut < (3c)”* sind, und welche 
ausserdem noch die zweite Eigenschaft besitzen, dass, wenn mit 
a, der kleinste, mit 5, der grösste der n Moduln 

Mn), M(n2) . . : Mn”) (14) 
bezeichnet wird, die zunächst folgenden Moduln 

M (ne), Mine)». . M(ns}ı 
stets <a, oder > 5b, ausfallen, je nachdem sie zu der ersten 
oder zweiten Olasse gehören; da hieraus a,.ı <a, und b,11 > b, 
folgt, so leuchtet ein, dass bei einer so gebildeten Kette (13) die 
einem beliebigen Gliede n, entsprechenden Moduln (14), je nach- 
dem sie zu der ersten oder zweiten Classe gehören, kleiner resp. 
grösser sind als alle Moduln aller vorausgehenden Glieder n,, 
Na... Ns-ı- Da ferner die Normen aller dieser Zahlen n ganze 
rationale Zahlen und absolut kleiner als die endliche Constante 
(3.cj" sind, so müssen unendlich viele solche Zahlen n eine und 
dieselbe, von Null verschiedene Norm m haben; da (nach $. 176, 
II bis IV) zugleich m durch n theilbar, also om > on>®, und 
(0, om) = + mr >> 0 ist, so ist (nach $. 171, II) die Anzahl 
dieser Moduln o» endlich, und folglich muss es in der Kette (13) 
auch unendlich viele solche Zahlen n geben, welche einen und 
denselben Modul on erzeugen; sind %, A irgend zwei solche 
Zahlen, von denen x den früheren, A den späteren Platz in der 
Kette (13) einnimmt, und setzt man x — As, 80 folgt aus ox — oA 
auch oe —= o; mithin ist & eine Einheit, und da zugleich 
un) — AN em, also auch M (x) = M(A®) M(e®) ist, so ergieht 


33* 
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sich mit Rücksicht auf die obige Bemerkung über die conjugirten 
Moduln der in der Kette (13) enthaltenen Zahlen der folgende 
Satz: 

II. Es giebt in o eine Einheit von der Art, dass die Moduln 
der mit ihr conjugirten Zahlen in der ersten Classe > 1, in der 
zweiten Olasse < 1 ausfallen. 

6. Von jeizt ab wollen wir, wenn unter den Permutationen 
x, imaginäre Paare vorhanden sind, von jedem solchen Paar nur 
die eine beibehalten, die andere gänzlich fallen lassen; es bleiben 
dann v Permutationen 

h a (15) 
und je nachdem eine solche Permutation =, reell oder imaginär 


ist, wollen wir 
> Blsler a2 (16) 


setzen, so dass 

Gat+a +: +9=n (17) 
wird. Bedeutet ferner & irgend eine von Null verschiedene Zahl 
des Körpers 2, so soll, wenn x, eine der Permutationen (15) ist, 
mit I,(«) der reelle Bestandtheil von c, log x) bezeichnet werden, 
woraus oflenbar 


(a) + (a) + + (a) = log N((@)) (18) 


folgt, wo N((«)) den absoluten Werth von N(«) bedeutet; zu- 
gleich ist allgemein 


l,(«ß) = 1,(o) + 1,(P). (19) 
Für jede Einheit e ergiebt sich aus (18) speciell 
LH tb), (20) 


und der obige Satz III kann offenbar so ausgesprochen werden: 


IV. Vertheit man die v Permutationen (15) nach Belieben 
in zwei Classen, doch so, dass jede von ihnen mindestens eine 
Permutation enthält, so giebt es in o» immer eine Einheit & von 
der Art, dass I,(&) positiv oder negativ ausfällt, je nachdem x, zu 
der ersten oder zweiten Classe gehört. 


Betrachtet man jetzt ein System S von (v — 1) Einheiten 
&, &...&-1 und setzt zur Abkürzung |, (Em) — l;m, während 
%; % ...%, willkürliche Grössen bedeuten, so ist die Deter- 
minante 
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Klunes” I v1, %ı 
= (th +... +)", (21) 
Br le 
wo 
Be ara kt 1,4} (22) 


denn wenn man zu der letzten Zeile alle vorhergehenden addirt, 
so verschwinden zufolge (20) alle ihre Elemente mit Ausnahme 
des letzten, welches gleich der Summe der Grössen «, wird. Die 
Determinante S’ oder auch deren absoluter Werth, welcher durch 
das System S vollständig bestimmt ist, soll der Regulator dieses 
Systems heissen*). Fügt man zu S noch eine Einheit &, hinzu 
und setzt u, — 1,(&,), so verschwindet zufolge (20) die aus v Ein- 
heiten gebildete Determinante (21). Von der grössten Wichtigkeit 
ist aber der folgende Satz: 


V. Es giebt ein aus (v — 1) Einheiten &, &...&_ı be 
stehendes Sustem 8, dessen Regulator von Null verschieden ist. 


In der That, da v > 2 ist, so folgt aus dem obigen Satze IV, 
wenn man z, in die erste, alle anderen Permutationen aber in 
die zweite Classe aufnimmt, die Existenz einer Einheit &,, für 
welche /,, positiv ausfällt, womit der Fall v = 2 erledigt ist. 
Wenn aber v > 2 ist, und m eine natürliche Zahl bedeutet, die 
<v, aber > 1 ist, so wollen wir annehmen, man habe schon 
(m — 1) Einheiten &, & .. - &m-ı gefunden, die eine positive 
Determinante 

DI ==a2 = I,1 lg, u et 
erzeugen, und wir wollen mit Hülfe desseiben Satzes IV die 
Existenz einer Einheit &„ beweisen, für welche auch die Deter- 
minante 
Enzı —e %£ li [IB ... Im-1,m-ı Um 
positiv ausfällt. Hierzu ordnen wir die letztere nach den aus 
&m entspringenden Elementen, wodurch sie die Form 
Em+ı =— D, Im . + ar RR NN + Dylan 

annimmt, wo D, nach unserer Annahme positiv ist, während die 
übrigen aus &, & ... &m—ı gebildeten Determinanten He Dus D 


*) Dieser Ausdruck findet sich in verwandter, freilich etwas anderer 
Bedeutung in $. 4 der Abhandlung von Eisenstein: Allgemeine Unter- 
suchungen über die Formen dritten Grades mit drei V. ariabeln, welche der 
Kreistheilung ihre Entstehung verdanken (Crelle’s Journal, Bd. 28, 29). 
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positiv, negativ oder auch — 0 sein können. Bildet man nun 
wieder zwei Classen und nimmt von den m Permutationen 7, 
%y...7% alle diejenigen in die erste Classe auf, denen positive 
Werthe D,, D, ... D„ entsprechen, also jedenfalls die Permu- 
tation m, während die übrigen und die Permutationen Au+ı... 7, 
also jedenfalls ,, in die zweite Ulasse fallen, so giebt es nach 
dem obigen Satze IV eine Einheit z„, für welche I, m positiv oder 
negativ ausfällt, je nachdem x, zu der ersten oder zweiten Classe 
gehört; mithin wird die Summe EZ,„+,, da sie mindestens ein 
positives Glied D,„LI.m und kein einziges negatives Glied enthält, 
gewiss positiv, was zu zeigen war. Auf diese Weise kann man 
offenbar von nu —= 2 bis m = v — 1 fortschliessen, wodurch man 
zuletzt ein System S von v — 1 Einheiten erhält, dessen Re- 
gulator S’ von Null verschieden ist, w. z. b. w. 

7. Ein solches, aus v—1 unabhängigen Einheiten &, &...&-ı 
bestehendes System S, dessen Regulator 8’ von Null verschieden 
ist, nennen wir ein vollständiges System, und wir bilden aus 
dieser Basis S, indem wir die Exponenten m, m, ...m,_ı alle 
ganzen rationalen Zahlen von — © bis + » durchlaufen lassen, 
eine zugehörige Gruppe ($) von unendlich vielen Einheiten 
Inne, (25) 


vr—ı 


Li 


OST 


8° 
welche sich durch Multiplication und Division reproduciren *); 
dass je zwei verschiedenen Systemen von Exponenten m}, #3 .. . My—ı 
auch zwei verschiedene Einheiten 6 entsprechen, dass also nur 
dann 6 = 1 wird, wenn alle diese Exponenten verschwinden, wird 
sich aus dem Folgenden beiläufig ergeben. 

Ist « irgend eine von Null verschiedene Zahl des Körpers 2, 
so bezeichnen wir mit a(S) den Complex aller Producte «6, 
welche den sämmtlichen Einheiten o der Gruppe (5) entsprechen, 
und es leuchtet ein, dass zwei solche Complexe «(S), B(S) ent- 
weder keine einzige gemeinsame Zahl besitzen oder vollständig 
‚dentisch sind; jede in &(S) enthaltene Zahl kann an Stelle von 
« treten und als Repräsentant dieses Complexes angesehen 
werden. Um nun von allen diesen Zahlen «6 eine einzige durch 
besondere Bedingungen herauszuheben, verfahren wir auf folgende 


*) Die jetzt folgenden‘ Betrachtungen bieten eine vollständige und auf 


leicht ersichtlichen Gründen beruhende Analogie mit der Theorie der 
endlichen Moduln dar ($. 172) 
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Weise (vergl. $. 87). Da die Determinante (21), wenn man die 
Grössen u, durch die in (16), (17) eingeführten Zahlen ec, ersetzt, 
den von Null verschiedenen Werth n S’ annimmt, so entspricht 
jeder von Null verschiedenen Zahl & des Körpers & ein voll- 
ständig bestimmtes System von v reellen Grössen ec, (a), & (a)... 
e,-ı(@) und f(«), welche den v linearen Gleichungen 

1 &ı («) +: + La = (0) + af) =h (@) 

N large. re (94) 

l, 1 &ı (@) +... + kLyrıa-1(e) + flo) = 1, (0): 


genügen und zufolge (19) die Eigenschaften 


e(aß) = &(a) + es(P), fa Pß) = f(®) + f(B) (25) 
besitzen. Die (v — 1) Grössen e,(«) wollen wir die Eixrponenten 
der Zahl « in Bezug auf die Basis $ nennen, und « soll eine 
in Bezug auf S redueirte Zahl heissen, wenn ihre Exponenten 
sämmtlich < 1 und nicht negativ sind. Die Bedeutung der 
Grösse f(«) ergiebt sich unmittelbar durch Addition der Glei- 
chungen (24), woraus mit Rücksicht auf (17), (18), (20) 

nf(a) = log N ((«)) (26) 
folgt; ist & irgend eine Einheit, so ist f(e) —= 0. Da ferner zu- 
folge (19) und (23) 

1, (6) —— l;,ı mt l,, Mare He U M,—ı 
und ausserdem f(6) — 0 ist, so lehrt die Vergleichung mit (24), 
dass die in (23) dargestellte Einheit 6 der Gruppe ($) die ganzen 
rationalen Exponenten 
6 (6) —— Mg (27) 
besitzt; hieraus folgt zugleich, dass 6 wirklich nur auf eine einzige 
Weise in der Form (23) darstellbar ist, und dass die einzige in 
(S) enthaltene reducirte Einheit = 1 ist, weil ihre Exponenten 
m, sämmtlich verschwinden müssen, Betrachtet man nun irgend 
eine in dem Complex &(S) enthaltene Zahl «6, so sind zufolge 
(25) und (27) ihre Exponenten e,(@6) = &(«) + m,, und da die 
ganzen rationalen Zahlen m, immer und nur auf eine einzige 
Weise so gewählt werden können, dass die Exponenten &,(@6)<1 
und nicht negativ werden, so ergiebt sich der Satz: 
VI. In jedem Complex «($) giebt es eine und auch nur eine 
einzige redueirte Zahl. 
Die wichtigste Grundlage für alles Folgende ergiebt sich 
aber aus den Gleichungen (24), wenn man alle diejenigen redu- 
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cirten Zahlen & betrachtet, deren absolute Norm einen gegebenen 
positiven Werth t nicht überschreitet; da nämlich dev—]1 
Exponenten e,(@) zwischen O und 1 liegen, und zufolge (26) im 
algebraischen Sinne nf(e) = logt ist, so sind die v Grössen l,(@) 
algebraisch kleiner als eine endliche, nur von t£ und der Basis 8 
abhängige Grösse, und folglich sind auch die Moduln aller mit 
einer solchen Zahl « conjugirten Zahlen kleiner als eine endliche 
positive Grösse (, welche ebenfalls nur von t und $ abhängt. 
Fügt man jetzt noch die Bedingung hinzu, dass « eine ganze 
Zahl sein soll, so ergiebt sich hieraus mit Rücksicht auf I. der 
Satz: 

VI Ist t eine gegebene positive Grösse, so giebt es nur eine 
endliche Anzahl solcher ganzen Zahlen, welche in Bezug auf 8 
reducirt, und deren absolute Normen < t sind. 


Mithin ist auch die Anzahl aller redueirten Einheieu @ 
endlich, und das System aller Einheiten & des Körpers besteht 
(zufolge VI) aus ebenso vielen verschiedenen Complexen von 
der Form e(S). Hieraus folgt leicht der Satz: 

VII Bedeutet r die Anzahl aller in Bezug auf S redueirten 
Einheiten o, und & irgend eine Einheit, so ist € in der Gruppe 
(S) enthalten. 


Denn wenn @,, @&... 0, die r reducirten Einheiten sind, 
so kann man die Einheiten 


E91 = m, ER = MG...Er —NOr (28) 
setzen, WO 6,, 6, ... 6, der Gruppe (S) angehören, während 
N,» N... N, reducirte Einheiten sind; wäre nın z.B. n, = n,, 


also auch 90,6, — 0,6,, so gehörten die beiden verschiedenen 
Einheiten g,, 9, einem und demselben Complex 9, (5) = 0($) 
an, was (nach VI) unmöglich ist; mithin sind die r reducirten 
Einheiten 7 sämnitlich von einander verschieden, und sie fallen 
daher in ihrer Gesammmtheit, wenn auch in anderer Ordnung, mit 
den r Einheiten g zusammen; multiplicirt man nun die obigen 
r Gleichungen (28) und dividirt durch das Product der reducirten 
Einheiten @ oder n, so ergiebt sich &© — 66... 6,, w. z. b. w. 

8. Die Exponenten von &” sind daher zufolge (27) immer 
ganze rationale Zahlen, und da zufolge (25) diese Exponenten 
es(E’) = re,(E) sind, so ergiebt sich, dass die Exponenten e, (E) 
einer jeden Einheit s rationale Zahlen mit dem gemeinsamen 
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Nenner r sind. Ist nun X irgend ein System von v — 1 Ein- 
heiten x, und setzt man dieselben in (24) für & ein, so ergiebt 
sich, nn J(%) = 0 ist, aus der Definition (22) der dat 
Rrza.k8% (29) 
wo k die aus den Exponenten der Einheiten x gebildete Deter- 
minante, also eine rationale Zahl mit dem Nenner r*-1 bedeutet; 
mithin ist X dann und nur dann ein vollständiges System, wenn 
k, also auch die ganze Zahl kr’! von Null verschieden ist. 
Hieraus folgt zugleich, dass es unter allen vollständigen Systemen 
auch ein sogenanntes Fundamentalsystem, d. h. ein System von 
absolut kleinstem Regulator geben muss, und wir wollen jetzt 
annehmen, unser obiges System S sei selbst ein solches Funda- 
mentalsystem. Dann folgt zunächst, dass die Exponenten einer 
jeden reducirten Einheit e sämmtlich verschwinden; denn ersetzt, 
man eine der in $ enthaltenen Einheiten, z. B. &, durch e, 
während man die übrigen beibehält, so entsteht aus S ein System 
K, welches zufolge (29) den Regulator K’ — e,(e) $’ besitzt; 
wäre nun der Exponent e,(e) von Null verschieden und folglich 
ein positiver echter Bruch, so wäre X ein vollständiges System, 
und sein Regulator X’ absolut kleiner als 5’, was unmöglich 
ist; mithin ist e,(o) = 0. Aus dieser Eigenschaft, welche, wie 
man leicht zeigen könnte, für jedes Fundamentalsystem 5 auch 
charakteristisch ist, folgt zunächst, dass die Exponenten einer 
jeden Einheit z, weil sie in einem Ucmplexe o(S5) enthalten ist, 
sämmtlich ganze rationale Zahlen sind. Ferner folgt hieraus, 
dass jedes Product aus zwei reducirten Einheiten g, weil seine 
Fxponenten zufolge (25) sämmtlich verschwinden, ebenfalls eine 
reducirte Einheit ist; behält daher r die obige Bedeutung, so 
ist 0” eine reducirte Einheit, welche (nach VIII) der Gruppe (S) 
angehört, und hieraus folgt nach einer früheren Bemerkung 


Dr 'L (30) 


Da umgekehrt jede in o enthaltene Einheitswurzel & = Y1 immer 
eine reducirte Einheit ist, weil die Grössen !,(e) und e,(e) 
sämmtlich verschwinden, so fallen die 7 reducirten Einheiten @ 
mit allen in o enthaltenen Einheitswurzeln zusammen; unter 
diesen befinden sich immer die beiden Zahlen + 1, und hieraus 
folgt offenbar, dass r stets eine gerade Zahl ist, die aber, wie 
man leicht erkennt, nur dann > 2 sein kann, wenn » — 2v ist. 
Da endlich das System aller Einheiten e aus den r Complexen 
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e(5) besteht, so haben wir hiermit den folgenden grossen Satz 
von Dirichlet”) bewiesen: 


IX. Bezeichnet v die Gesammtanzahl der reellen, sowie der 
Paare von imaginären Permutationen des Körpers 2, so giebt es 
in » immer v— 1 Fundamentaleinheiten von solcher Deschaffenheit, 
dass, wenn man dieselben beliebig oft in einander multiplieirt und 
dividirt und dem so gebildeten allgemeinen Product die sämmtlichen 
in o enthaltenen Einheitswurzeln o, deren Anzahl r stets endlich 
ist, einzeln als Fuctor zugesellt, ulle Einheiten in v und zwar jede 
nur einmal dargestellt werden. 


Wir fügen diesem Resultate noch einige Bemerkungen hinzu. 
Es leuchtet ein, dass allen Fundamentalsystemen S nicht bloss 
derselbe absolute Minimai-Regulator 5’, sondern auch dieselbe 
Anzahl r der reducirten Einheiten entspricht; bei den meisten 
Untersuchungen tritt der aus beiden gebildete Quotient 


E=— (31) 
auf**), und diese Grösse besitzt für den Körper 2 eine Bedeutung 
von ähnlicher Wichtigkeit wie seine Grundzahl D. Durch Be- 
trachtungen, welche den in der Theorie der endlichen Moduln 
angewendeten analog sind ($. 172), kann man leicht beweisen, 
dass dieser Quotient auch denselben Werth E besitzt, wenn S 
ein beliebiges vollständiges System, und r die Anzahl der in 
Bezug auf $ reducirten Einheiten bedeutet; dasselbe wird sich 
aber auch beiläufig aus der im folgenden Paragraphen enthaltenen 
Untersuchung ergeben. 

Ganz ähnliche Resultate erhält man, wenn man nicht alle 
Einheiten betrachtet, sondern nur diejenigen, deren Norm 
positiv”) ist, oder gar nur diejenigen, welche durch alle reellen 
Permutationen in positive Werthe übergehen; man kann dieselbe 
Untersuchung entweder von vornherein mit Rücksicht auf solche 


*) Mouatsbericht der Berliner Akademie vom 30. März 1846, oder 
Dirichlet’s Werke, Bd. 1, S. 642. 

**) Im Falle v = 1 ist S’= 1], und r gleich der Anzahl aller Ein- 
heiten in 9 zu setzen. 

“**) Vergl. die dritte Auflage S. 561; bei dem dortigen Ausspruche des 
Schlusssatzes (S. 567) hätte aber ausdrücklich bemerkt werden sollen, dass 
im Falle eines ungeraden n von den beiden einzigen reducirten Einheiten 
+1 und — 1 nur die erstere beizubehalten ist. 
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Nebenbedingungen führen, oder man kann auch nachträglich die 
etwaigen Modificationen des obigen Resultates leicht ableiten, 
wenn ıan bedenkt, dass jedes Quadrat einer Einheit diesen Be- 
dingungen genügt. 

Die obige Untersuchung ist ferner so dargestellt, dass sie 
auch dann gültig bleibt, wenn das Gebiet o aller in 2 ent- 
haltenen ganzen Zahlen überall durch irgend eine endliche Ord- 
nung n ersetzt wird, deren Basis zugleich eine Basis von 8 ist*); 
aber auch für diesen Fall kann man die eintretenden Modificationen 
leicht nachträglich ableiten, wenn man den Führer der Ordnung, 
d. h. das Idealt=n: o betrachtet und bedenkt, dass jede Ein- 
heit durch Potenzirung mit dem Exponenten 9(f) in eine Einheit 
dieser Ordnung verwandelt wird ($. 180, IV). 


8. 184. 


Der eben bewiesene Satz bildet neben der Theorie der Ideale 
die wichtigste Grundlage für das tiefere Studium der ganzen 
Zahlen des Körpers 2, und er ist unentbehrlich für die wirkliche 
Bestimmung der Anzahl der Idealclassen nach Dirichlet’s Prin- 
cipien. Die vollständige und allgemeine Lösung dieser grossen 
Aufgabe, von welcher die Bestimmung der Classenanzahl der 
binären quadratischen Formen nur den einfachsten Fall bildet, 
scheint nach dem heutigen Stande der Wissenschaft noch in 
weiter Ferne zu liegen, allein mit Hülfe des genannten Satzes 
gelingt es doch, einen wesentlichen Theil derselben allgemein zu 
erledigen und die Classenanzahl als Grenzwerth einer unendlichen 
Reihe darzustellen. Da die entsprechenden Sätze über die qua- 
dratischen Formen (88. 95, 96, 98) hierdurch ‚abermals in ein 
helleres Licht gesetzt werden, so wollen wir diese Untersuchung 
im Folgenden ausführen; hierbei kommt es vorzüglich darauf an, 
den folgenden Hauptsatz zu beweisen, in welchem die Bezeich- 
nungen des vorigen Paragraphen beibehalten sind: 


L. Ist m ein gegebenes Ideal, und bezeichnet man, wernm t ein 
beliebiger positiver Werth ist, mit T die zugehörige Anzahl aller 


*) Vergl. die zweite Auflage ($. 166) und meine auf S. 580 eitirte 
Festschrift: Ueber die Anzahl der Ideal- Classen in den verschiedenen Ord- 
nungen eines endlichen Körpers (1877). 

(1) 
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derjenigen verschiedenen, durch m theilbaren Hauptideale, deren 
Normen nicht grösser als t sind, so wird für unendlich grosse 
Werthe von t 
ah ”n»—E 1 
im -— — oo: (1) 
t N (m) v(D) 

Wir bemerken zunächst, dass wir hier den Begriff des Häaupt- 
ideals in seiner ursprünglichen Bedeutung nehmen ($. 177), also 
unter einem Hauptideal jeden Modul von der Form o« verstehen, 
wo & jede von Null verschiedene Zahl in o bedeutet, mag ihre 
Norm positiv oder negativ sein. Um unseren Satz zu beweisen, 
wählen wir nach Belieben eine bestimmte Basis des Ideals 


m= [ı, U2.- Un]; (2) 
ebenso irgend ein vollständiges System S von v — 1 Einheiten 
&, &2 2... &-15 (3) 


und behalten für dasselbe alle im vorigen Paragraphen benutzten 
Bezeichnungen bei. Wir erhalten nun gewiss alle durch m theil- 
baren Hauptideale m’, deren Normen den Werth ? nicht über- 
schreiten, wenn wir m’ = o« und 


“= MM + Ale + --- + nn (4) 
setzen, wo die n Coordinaten «,, a4, .. . @„ alle diejenigen ganzen 
rationalen Zahlen durchlaufen, welche der Bedingung 

0 <N((o)) <t (5) 
genügen. Auf diese Weise würde aber (abgesehen von dem Falle 
v — 1) jedes solche Ideal m’ durch unendlich viele verschiedene 
Zahlen « —= eu, (und nur durch diese) erzeugt werden, wo & 
eine bestimmte solche Zahl ist, & aber alle Einheiten durchläuft. 
Bedeutet nun r wieder die Anzahl der in Bezug auf $ reducirten 
Einheiten oe, so besteht das System aller dieser Zahlen « aus r 
verschiedenen Complexen e% (5), und da es in jedem solchen 
Complex eine und nur eine reducirte Zahl & giebt, so wird, wenn 
wir zu (4) und (5) noch die v — 1 Bedingungen 

EAN | (6) 
hinzufügen, jedes Ideal m’ genau r-mal erzeugt werden; mithin 
ist die Anzahl aller derjenigen Zahlen &, welche diesen Be- 
dingungen (4), (5), (6) genügen, =rT, wo T die im Satze an- 
gegebene Bedeutung hat. 

Hierauf wenden wir uns zur Betrachtung des stetigen, n-fach 
ausgedehnten arithmetischen Raumes R; unter einem Puncte 


$. 184, Allgemeine Zahlentheorie. 605 


desselben verstehen wir jede Folge & von n reellen Werthen 
%, % ...%%, welche umgekehrt die Coordinaten des Punctes x 
heissen sollen*). Aus diesem unendlichen Raume R wollen wir 
durch gewisse Bedingungen, welche den obigen nachgebildet sind, 
ein durch endliche ae eingeschlossenes Gebiet A ausscheiden. 
Zunächst bilden wir die, allen » Permutationen entsprechenden 
Functionen 
m +% w +... + En in 
IE Bus ; (7) 
RO) — 1, ul” N wo ei Km u (m 
und unterwerfen den er <, indem wir mit % den absoluten 
Werth des reellen Productes 


ee eu (8) 
bezeichnen, der ersten Bedingung 
Gew —L (9) 


Ist ferner =, eine der v Permutationen (15) in $. 183, so be- 
zeichnen wir mit y, den reellen Theil von c, log&® und bestimmen 
aus %ı, Ya... % abermals v reelle Grössen 2, 2... %&-ı und 
v durch die v linearen Gleichungen 


et Erkan REP ABE 
. . . . (10) 
ERERN Sn, ıi%4—1: + GV =Yı, 
aus welchen durch Addition offenbar 
n=yt at" +%=lou (11) 
folgt. Hiernach verstehen wir unter dem Gebiete A den Inbegriff 
aller derjenigen Puncte x, welche der Bedingung (9) und ausser- 
dem den v — 1 Bedingungen 
ER (12) 
genügen; mit Rücksicht auf (10) und (11) folgt hieraus, dass 
die v Grössen y, algebraisch kleiner, also die Moduln der » Grössen 
&£© absolut kleiner als eine nur von $ abhängige Constante sind, 
und aus (7) ergiebt sich weiter, dass auch die Coordinaten x, 
aller in W gelegenen Puncte x absolut kleiner sind, als eine 
*) Nach der Ausdrucksweise meiner in $. 161 eitirten Schrift ist jeder 
Punct x eine bestimmte Abbildung des Systems Zn der ersten n natür- 
lichen Zahlen im Körper aller reellen Zahlen, und der Raum ®R ist der 
Inbegriff aller dieser Abbildungen .. 
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Constante, welche theils von 5, theils von der obigen Basis des 
Ideals m abhängt. 

Zwischen diesem Gebiete X und den vorher betrachteten 
Grössen t und 7 besteht nun folgende Beziehung. Setzen wir 
zur Abkürzung die positive Grösse 

1 
Ben! (13) 
so erzeugt jede Zuhl &, welche den Bedingungen (4), (5), (6) 
genügt, einen Punct x, dessen Coordinaten 
Rh Re = (14) 


aus den ganzen Üoordinaten a, Ay . ... d„n der Zahl & durch 
Multiplication mit ö entstehen, also dem Modul [ö] angehören 
da nun zufolge (7), (8), (10), (11) gleichzeitig mit (14) auch 
ga — da®, Y — cs, logd + 1,(e), (15) 
“—d"N ((e));, —JgI I Fo, — ale 
wird, so folgt aus (5) und (6) auch (9) und (12), mithin liegt 
der Punct & im Gebiete X; und umgekehrt leuchtet ein, dass 
jeder Punct x des Gebietes WU, dessen Coordinaten in [ö] ent- 
halten sind, auf diese Weise (14) durch eine und nur eine solche 
Zahl & erzeugt wird, welche den Bedingungen (4), (5), (6) genügt. . 
Mithin ist die Anzahl r 7 dieser Zahlen « zugleich die Anzahl 7’ 
dieser Puncte x. 

Um nun hieraus den gesuchten Grenzwerth abzuleiten, be- 
rufen wir uns auf das folgende allgemeine Princip*), welches 
seinen unmittelbaren Grund in dem Begriffe eines vielfachen 
Integrals findet und deshalb keines besonderen Beweises bedarf: 

Setzt man das über ein reelles, in endliche Grenzen ein- 


geschlossenes Gebiet A ausgedehnte, aus lauter positiven Elemen- 
ten gebildete »-fache Integral 


fe een (16) 


und bezeichnet man, wenn ö eine beliebig kleine positive Grösse 
ist, mit 7’. die zugehörige Anzahl aller derjenigen verschiedenen 
in W liegenden Puncte x, deren Coordinaten &, & .:. In ganze 
rationale Vielfache von ö sind, so wird für unendlich kleine 
Werthe von ö 


ER er im (do) =. (17) 


*) Für den Fall n = 2 fällt dasselbe mit dem in $. 120 besprochenen 
geometrischen Satze zusammen. 
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Da in unserem Falle 7’ —= r T und dr — t-' ist, so erhalten 


wir 
lim (7 7) = u (18) 


und es kommt nur noch darauf an, den Werth des Integrals (X) 
zu ermitteln. Zu diesem Zweck führen wir an Stelle der Coor- 
dinaten &,, & .... &„ ein neues System von n unabhängigen 
reellen Variabelen ein, und zwar erwählen wir als solche die 
schon oben definirten v Grössen «, 21, 23... 2,_ı und ausserdem 
noch (n — v) Grössen @,41, Pr432 ... @,, welche dadurch voll- 
ständig bestimmt sind, dass sie, mit © multiplieirt, die imaginären 
Bestandtheile der Logarithmen von &0+9, £0+2,,, ® bilden 
und zugleich den Bedingungen 
<= pm <2r (19) 
genügen, wo m jede der Zahlen v + 1,v + 2...n bedeutet. 
Zu jedem Puncte x des Gebietes X gehört offenbar ein 
einziges, den Bedingungen (9), (12), (19) genügendes System der 
neuen Variabelen u, 2, 9m. Umgekehrt leuchtet ein, dass durch 
ein solches Werthsystem u, 2, 9m die unter den n Grössen 
&, &"...&£@® befindlichen imaginären Paare vollständig bestimmt 
sind, während für die übrigen &®%, welche den (2v — n) reellen 
Permutationen z, entsprechen, nur die absoluten Werthe ge- 
. geben werden. Aus diesem Grunde zerfällt unser Gebiet A 
offenbar in 2?” Stücke ®, deren jedes aus allen denjenigen 
Puncten & besteht, für welche jede der letztgenannten Grössen &@ 
ein unveränderliches Vorzeichen besitzt; betrachtet man daher 
ein bestimmtes solches Stück ®, so entspricht zufolge (7) jedem 
Werthsystem %, 2, 9m ein und nur ein bestimmter Punct & 
in 8. Das Integral (X) ist die Summe aller, den einzelnen 
Stücken B entsprechenden Integrale (®), und um für ein be- 
stimmtes solches Stück ® die Transformation des Integrals (B) 
auszuführen, müssen wir bekanntlich den absoluten Werth der mit 
N) 
d(& - . - 27-1, %, Prtı--- Pn) 
zu bezeichnenden Functional -Determinante der alten Variabelen 
in Bezug auf die neuen bestimmen. Dies führen wir nach be- 
kannten Sätzen so aus, dass wir bei dem Uebergange von jenen 
zu diesen noch andere Systeme von Variabelen, und zwar zunächst 
das der n Grössen #, &’... &® einschalten; da zufolge (7) das 
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Quadrat der Funcetional-Determinante der Grössen & in Bezug 
auf die Grössen x die Discriminante des Ideals m, also = (m) 
— DN (m)? ist, so folgt 
IE ie 1 
4@...E@)  N(m)vD 
Hierauf führen wir die v Grössen y, und die (n— v) Grössen Pm 
ein; ist z, eine reelle Permutation, so ist y, = log(+ $®), wo + 
das in diesem Stück 3 herrschende Vorzeichen von 5@ be- 
deutet, mithin 
dE9 — Odys; 
bilden aber x, und x, ein imaginäres Paar, so ist 
log E09 — Y/y Ya — Pmt, log Em — Yys + Pmt; 
also | | 
ae, 5) &”) — iEe) Em) 
d(Ys, Pm) ; 
und hieraus folgt mit Rücksicht auf (8) 
AG 0 EEE ne) ae 
Alyı » - - Yor Prtı. - Pn) u 
Führt man endlich statt der Grössen y, die Grössen 2, und u 
ein, so folgt aus (10) und (11) mit Rücksicht auf die Gleichungen 
(17) und (21) des vorigen Paragraphen 
dlyı + Yızız Yr) u, ur 


a ee ee 'y' u 


Durch Verbindung dieser Uebergänge erhält man 
am an nat.) % Ss’ 
dar 2. Br %, Prrı cr) Nm)VlDd)’ 


mithin 
I: ; R 
(B) ee an SA 08 ou6 pH EN O.Pn: | 


oder wenn man die Integrationen in den durch (9), (12), (19) 
angegebenen Grenzen ausführt. 

(8) — (2a) S’ 

Nm)veDy’ 

wo der Regulator 5’ und Y(D) absolut zu nehmen sind. Da 
jedem der 2?’—r Stücke ®, aus welchen X besteht, ein und der- 
selbe Integralwerth (B) entspricht, so folgt 

a A re: 

= FmvoD) 


und zufolge (18) ergiebt sich hieraus der gesuchte Grenzwerth 


8. 184. Allgemeine Zahlentheorie. 609 


1; T A a 

a) rmn r 

Da dieser Grenzwerth seiner Bedeutung nach von der Auswahl 
des bei unserem Beweise benutzten vollständigen Einheits- 
Systems $ gänzlich unabhängig ist, so ergiebt sich beiläufig der 
auch auf elementare Weise leicht zu beweisende Satz, dass der 
Quotient $’:r für alle vollständigen Systeme $ einen und den- 
selben absoluten Werth hat; bezeichnet man denselben mit E, so 
nimmt die letzte Gleichung die Form (1) an, w. z. b. w. 

Mit Hülfe dieses Fundamentes lassen sich die nachfolgenden 
Sätze ohne jede Schwierigkeit ableiten; wir bemerken vorher, 
dass wir den Begriff der Idealclasse ($. 181) im ursprünglichen 
Sinne nehmen, also zwei Ideale a, a’ äquivalent nennen und der- 
selben Classe zutheilen, wenn es eine Zahl n (von positiver oder 
negativer Norm) giebt, welche der Bedingung an — a’ genügt. 
Dann gilt folgender Satz: 


II. Ist A irgend eine Idealclasse, und bezeichnet man, wenn 
t ein beliebiger positiver Werth ist, mit 1’ die Anzahl aller der- 
jenigen in A enthaltenen Ideale, deren Normen nicht grösser als t 
sind, so wird für unendlich grosse Werthe von t 

A VYan—v 
lim . = ap —g. (20) 

Um dies zu beweisen, wählen wir aus der inversen Ulasse 
A! nach Belieben ein bestimmtes Ideal m; ist nun a ein be- 
liebiges Ideal in A, so ist am ein durch m theilbares Haupt- 
ideal ın’, und umgekehrt ist jedes solches Hauptideal m’ von der 
Form an, wo a der Classe A angehört; da ferner je zweı ver- 
schiedenen Idealen a auch zwei verschiedene Ideale am ent- 
sprechen und umgekehrt, so folgt aus N(anm) = N(a) N (m), dass 
T zugleich die Anzahl aller derjenigen verschiedenen, durch m 
theilbaren Hauptideale am ist, deren Normen nicht grösser als 
t N(m) sind; ersetzt man daher t in dem Satze I durch £ N (m), 
so geht die Gleichung (1) in (20) über, w. z. b. w. wi 

Da dieser Grenzwerth von der Classe A gänzlich unabhängig 
ist, und da jedes Ideal einer und nur einer Ülasse angehört, so 
folgt hieraus ohne Weiteres der nachstehende Satz: 

II. Bedeutet h die Anzahl aller Idealclassen, und bezeichnet 
man, wenn t ein beliebiger positiver Werth ist, mit T die Anzahl 

Dirichlet, Zahlentheorie. 39 


610 Supplement XI. $. 184. 


aller derjenigen verschiedenen Ideale, deren Normen nicht grösser 
als t sind, so wird für umendlich grosse Werthe von t 
lim = == me 37 
t v(D) 

Verbindet man hiermit das allgemeine, in $. 118 aufgestellte 
Princip, so ergiebt sich Folgendes: 

IV. Bedeutet s eine Variabele, und setzt man die über alle 
Ideale a ausgedehnte unendliche Reihe 


2 20) (22) 


so converyirt dieselbe für alle Werthe s > 1, und für unendlich 
kleine Werthe von (s — 1) wird 


lim ( — 1)2(s) = gh. (23) 


Hiermit ist, wenn die Werthe von D und E schon gefunden 
sind, die Classenanzahl % als Grenzwerth einer unendlichen Reihe 
dargestellt. Gelingt es, denselben Grenzwerth noch auf eine 
andere Weise, nämlich unmittelbar aus der Beschaffenheit der 
im Körper 2 auftretenden Ideale a zu bestimmen, so ist damit 
auch die Classenanzahl % gefunden; dies ist aber bis. jetzt nur 
in sehr wenigen Fällen geglückt, von denen wir einige in den 
folgenden Paragraphen betrachten wollen, und vermuthlich be- 
finden wir uns noch sehr weit von einer allgemeinen Lösung 
dieses grossen Problems. Hier wollen wir nur noch die folgenden 
"Bemerkungen hinzufügen. 

Aus den Gesetzen, nach welchen alle Ideale a aus den sämmt- 
lichen Primidealen p durch Multiplication gebildet werden ($. 179), 
ergiebt sich als unmittelbare Folgerung die Identität 


1 


— gh. . (21) 


b Fe Ahee 
wenn die Function dv» die Eigenschaft 
Y(ab) = Y(a)v (b) (25) 


besitzt, und wenn ausserdem die Summe linker Hand einen von 
der Anordnung ihrer Glieder unabhängigen endlichen Werth 
besitzt; der Beweis für diese Identität zwischen der Summe und 
dem unendlichen Producte stimmt vollständig mit demjenigen 
überein, welchen wir früher ($. 132) für den speciellen Fall n—1ı 
gegeben haben, und kann deshalb hier unterdrückt werden. Für 
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unsere, in (22) definirte Function &(s) ergiebt sich hieraus die 
folgende zweite Darstellung 


1 
URAN - (26) 
1— See 
N(p)° 
bedeuten nun, wenn » eine beliebige natürliche Primzahl ist, 
Pı, Pa... P. die von einander verschiedenen, in p aufgehenden 
Primideale, und n,, n,...n, deren Grade ($. 179), so nimmt 
diese Glashabe die Ilse Gestalt an 
1 1 
2(s) = I pen Top m) (27) 


wo das Product über alle Primzahlen p zu erstrecken ist. Be- 
zeichnet man ferner, wenn m eine beliebige natürliche Zahl ist, 
mit F(m) die Anzahl aller derjenigen verschiedenen Ideale, deren 
Norm = m ist, so ist offenbar 


s£ 2 


2(s) = (28) 
und man erkennt leicht, dass Ar je zwei relative Primzahlen 
m’, m’ stets 

F(m'm’’) = F(m’) F(m”) (29) 
ist, während die unendliche Reihe 
EP SEP) Ep) 
en EN Eu 30 
am p: + 28% Sm 988 a: ( ) 


mit dem allgemeinen Factor des Productes (27) übereinstimmt. 
Ausserdem geht aus (21) hervor, dass für unendlich grosse Werthe 


von m n At n 
a AL I rt m) - ER me 7, (31) 
ist. 
Tiefere Untersuchungen, zu denen z. B. die über die Ge- 
schlechter der quadratischen Formen (Supplement IV) und die 
über die Vertheilung der Primideale auf die verschiedenen Ideal- 
classen gehören *), knüpfen sich an die Betrachtung allgemeinerer 
Reihen und Producte, welche aus (24) hervorgehen, wenn man 


ee en 


*) Vergl. die schon in $. 137 citirte Abhandlung von Derichlet (Crelle’s 


Journal, Bd. 21, S. 98). 
39* 
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setzt, wo die Function y(a) ausser der Eigenschaft (25) noch die 
andere besitzt, für alle derselben Classe A angehörenden Ideale a 
denselben Werth anzunehmen, welcher mithin zweckmässig durch 
4(A) bezeichnet wird und offenbar immer eine A‘ Wurzel der 
Einheit ist. Solche Functionen y, die man im erweiterten Sinne 
Charaktere nennen kann, existiren immer, und zwar geht aus den 
am Schlusse des &. 149 erwähnten Sätzen leicht hervor, dass die 
Classenanzahl h zugleich die Anzahl aller verschiedenen Charak- 
tere Xı» a. - An ist, und dass jede Classe A durch die ihr 
entsprechenden A Werthe 4,(A), %(A) - - - 1 (A) vollständig 
charakterisirt, d. h. von allen anderen Classen unterschieden 
wird. Setzt man noch die über alle Ideale a der Classe A aus- 
gedehnte Summe 

1 | 

22 N (a)® — A (8), 

und bezeichnet mit A,, Az... Ar alle verschiedenen Ülassen, 
so nimmt für den Charakter y die Gleichung (24) die Form 


EHE KO E EE ae Te DE OEL HOF IOR 


an; auf die Folgerungen, welche sich aus der Betrachtung dieser 
h Ausdrücke und deren Logarithmen ergeben, können wir aber 
hier nicht mehr eingehen. 


$. 183. 


Um den Nutzen und die Bedeutung unserer bisherigen Unter- 
suchungen erkennen zu lassen, deren Resultate nur die ersten 
Elemente einer allgemeinen Zahlentheorie bilden, wollen wir die- 
selben auf zwei bestimmte Beispiele anwenden, die zugleich in 
unmittelbarem Zusammenhange mit dem Hauptgegenstande dieses 
Werkes stehen. Als erstes Beispiel wählen wir den classischen 
Fall der Kreistheilung, an welchem Kummer zuerst seine 
Schöpfung der idealen Zahlen mit dem schönsten Erfolge durch- 
geführt hat *). 


*) Die bezüglichen, zuerst in Crelle’s Journal (Bdde. 35, 40) veröffent- 
lichten Untersuchungen sind zusammengestellt in der Abhandlung: Sur la 
theorie des nombres complexes composes de racines de l’unite et de nombres 
entiers (Liouville’s Journal, Bd. 16, 1851), und eine Ergänzung derselben 
findet sich in der Abhandlung: Ueber die den Gaussischen Perioden der 
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Es sei m eine natürliche ungerade Primzahl, 6 eine primitive 
Wurzel der Gleichung 
Heil; (1) 
- und » der Grad des Körpers &, der aus allen durch 4 rational 
darstellbaren Zahlen besteht. Setzen wir (nach $. 139) 


SO = TI =lt-90-9...d-0), © 


wo t eine Variabele bedeutet, so ist f(9) — 0, und da die Coeffi- 
cienten dieser Gleichung rational sind, so ist n<m-— 1. Um 
n genau zu bestimmen, setzen wir = 1, wodurch wir 

m—=(1—6) (1-- 9)...(1 — 9") (3) 
erhalten; da 0 eine ganze Zahl ist, so gilt dasselbe von den 
(m — 1) Factoren 1 — 9”, und man erkennt leicht, dass die- 
selben mit einander assocürt sind; denn wählt man die positive 
ganze Zahl s so, dass rs= 1 (mod. m), also 1—#—=1 — Hr: 
wird, so ist gleichzeitig 


ei or er ung gn 
und 

Ed Ri 

ee te - or + 9?2r +... + 0% Jr: 


mithin ist jede der beiden Zahlen 1 — 6 und 1 — 9” durch die 
andere theilbar. Setzt man daher 


1-9-u, (4) 
so geht die Gleichung (3) in 
m — Eu"! (5) 


über, wo & eine Einheit bedeutet, woraus zugleich hervorgeht, 
dass u keine Einheit, und folglich jede durch u theilbare rationale 
Zahl auch durch die Primzahl m theilbar ist. Da alle mit & 
conjugirten Körper zufolge (2) imaginär, und folglich alle Normen 
positiv sind, so folgt hieraus 
m” — Nu)”, 

mithin ist die natürliche Zahl N(u) selbst eine Potenz der Prim- 
zahl m; setzt man nun N(u) = m, so folgt n = a(m — }), 


Kreistheilung entsprechenden Oongruenzwurzeln (Crelle’s Journal, Bd. 53). — 
Vergl. Bachmann: Die Lehre von der Kreistheilung (Vorl. 17, 18) und 
meine Anzeige dieses Werkes in Schlömilch’s Zeitschrift für Math. u. Phys., 
Jahrgang 18 (1873), Literaturzeituug 8. 14 bis 24, 48. 
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und da, wie oben bemerkt, »n < m — 1 ıst, so ergiebt sich a— 1, 
mithin n=m-—1, Nm. (6) 
Die in (2) definirte Function /(f) ist daher irreducibel p) also 
bilden die m — 1 Potenzen 1,0, 6°... 4”? eine Basis des 
Körpers 2, und wir wollen jetzt zeigen, dass 
= 11, 0,2 20m Are (7) 
ist, wo o wieder das System aller ganzen Zahlen des Körpers & 
bedeutet. Zunächst leuchtet aus (4) ein, dass die Potenzen von 
% und diejenigen der Zahl u jedenfalls Basen eines und desselben 
ganzen Moduls bilden, den wir vorläufig mit a bezeichnen wollen; 
um seine Discriminante /(a) zu bestimmen, multiplieiren wir 
(2) mit t — 1, differentiiren nach ? und setzen t=#, f’(#)—6*, 
wodurch wir (d — 1)0*—= m"! erhalten; dN6 — I))= m, 
und 4 zufolge (1) eine Einheit ist, so ergiebt sich N (#*) = m"? 
und hieraus (nach $. 167, (27)) 


m—1 

A()=(—- 1)? mm (8) 
Sodann bemerken wir, dass jede durch m theilbare Zahl des 
Moduls a auch in ma enthalten ist; denn wenn die in a ent- 
haltene Zahl 

tr mu tu... + Am. ur7? 

durch m, also durch u, u?... a”! theilbar sein soll, so ergiebt 
sich schrittweise, dass die ganzen rationalen Zahlen a,, &,, @y... 
d,-. durch u, also auch durch »» theilbar sein müssen. Hieraus 
folgt unmittelbar, dass der kleinste natürliche Factor k, durch 
welchen irgend eine ganze Zahl ® in eine Zahl k® des Moduls 
a verwandelt wird, nicht durch m theilbar sein kann; denn wäre 
k == mh, so wäre die in a enthaltene Zahl ko —= mho zugleich 
theilbar durch m, also in ma enthalten, mithin wäre das Product 
ho in a enthalten, was der Bedeutung von % widerspricht, weil 
h < k wäre. Da nun andererseits k? (nach dem Satze I in 
Ss. 175) in der Diseriminante (a) aufgehen muss, so folgt aus 
(8), dass stets k— 1, also jede ganze Zahl ® in a enthalten, 


mithin 0 = a ist, w. z. b. w. Zugleich ergiebt sich aus (8) die 
Grundzahl 
m—1 


D= 4(0) —- (— 1) 3 mm-a (9) 


*) Gauss: D. A. art. 341. 
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Aus (6) folgt ferner, dass u eine Primzahl, ou ein Primideal 
ersten Grades ist; bedeutet nämlich a irgend ein in u aufgehen- 
des Primideal, so ist ou = ab, also N(a)N(b) — N(u) = m; 
da aber m eine natürliche Primzahl, und N(a) > 1 ist, so muss 
N (a) = m, N(b) = 1, mithin 6 — o, und a — ou sein, wie be- 
hauptet war. Zufolge (5) ist ferner 

Bm pu)n (10) 


und hiermit ist die Zerlegung von om in Primfactoren gefunden. 

Die mit # conjugirten Zahlen sind zufolge (2) de m — 1 
Potenzen 6, 62... 0=-1, d.h. alle primitiven Wurzeln der Glei- 
chung (1); da dieselben ebenfalls dem Körper 2 angehören, so 
sind alle mit & conjugirten Körper identisch mit 2, d.h. & ist 
ein Normalkörper (8. 166); seine Permutationen lassen sich mit 
einander zusammensetzen und bilden daher eine Gruppe; geht 
ferner 9 durch die Permutationen e, 6 resp. in 4”, 4° über, so 
geht 9 sowohl durch 06, als auch durch oe in Y”® über, und 
folglich ist g6 — 60; Normalkörper, deren Permutationen diese 
Eigenschaft besitzen, werden zweckmässig Abel’sche Körper ge- 
nannt*). Um eine für das Folgende geeignete Bezeichnung dieser 
Permutationen zu gewinnen, wählen wir nach -Belieben eine be- 
stimmte primitive Wurzel c der Primzahl m als Basis eines 
Systems von Indices (8. 30); ist r eine durch m nicht theilbare 
ganze rationale Zahl, so setzen wir der Kürze halber 


Ind. r=r', also r = er’ (mod. m) (11) 


und bezeichnen mit x,, diejenige Permutation, durch welche # in 
6r übergeht; hierbei darf der Index r’, den wir auch den Index 
dieser Permutation nennen, durch jede beliebige Zahl ersetzt 
werden, welche = r’ (mod. m — 1) ist. Gleichzeitig soll die 
Zahl, in welche eine beliebige Zahl & des Körpers durch x, über- 
geht, durch o,, bezeichnet werden; bedeutet daher p(t) irgend 
eine ganze Function von t# mit rationalen Üoefficienten, so ist 


gleichzeitig 
oa —9Y(0) und o. = Y(Hr); (12) 


*) Memoire sur une classe partieuliere d’equations resolubles algebrique- 
ment (OEuvres completes de Abel, t. 1, oder Orelle’s Journal, Bd. 4). Der 
wichtige Satz von Kronecker (Monatsber. der Berliner Akademie 1555), dass 
jeder Abel’sche Körper auf rationale Weise aus Einheitswurzeln entsteht, 
ist vollständig bewiesen von A. Weber (Theorie der Abel’schen Zahlkörper, 


Acta Mathematica, Bd. 8 und 9). 
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ofenbar ist r, die identische Permutation, also & = ®, und 
der obige Satz über die Zusammensetzung der Permutationen 


wird durch zy 24 — Ay Ay — Ars — Ars, also durch die 
Gleichung 
(Dr), = (Bs)r = Os — Or + (13) 
ausgedrückt; zugleich leuchtet ein, dass alle Permutationen durch 
Wiederholung aus der einzigen Permutation z,, — x, entstehen. 
Setzen wir ferner 
n—=m—1l= 2», (14) 
so ist 
=» (—-r)=r'+ v (mod. 2v), (15) 


und es bilden je zwei Permutationen x, und z,.+,, durch welche 
6 in 9” und 9-" übergeht, ein imaginäres Paar ($. 183, 3). 
Wir gehen jetzt zur Bestimmung aller von ow verschiedenen 
Primideale p über und bemerken zunächst, dass aus 
6" = 6* (mod. p) stets r = s (mod. m), (16) 
also Or — 9: folgt, weil sonst die Zahl Or — 6° — 0" (1 — 6°") 
associirt mit u und folglich nicht theilbar durch p wäre; es sind 
daher die m Potenzen 
RB 
oder, was dasselbe sagt, die Zahlen 
L, R, O3 ... Om-—ı 
sämmtlich @ncongruent nach p. Bezeichnen wir nun mit p die 
durch p theilbare natürliche Primzahl ($. 179, VII), so ist p ver- 
schieden von m, weil m nur durch das einzige Primideal ou 
theilbar ist; es sei ferner / der Exponent, zu welchem p nach 


dem Modul m gehört (8. 28), d. h. es sei f die kleinste natür- 
liche Zahl, welche der Congruenz 


pf = 1 (mod. m), (17) 
also auch der Congruenz 
€ pP =0 (mod. 2») (18) 
genügt, so st 
2ur Ze m Tr ener (19) 


und e ist der grösste gemeinschaftliche Theiler von p’ und 2» 
(8$-. 29, 30). 
Sind nun &, ß, 9... beliebige ganze Zahlen, so folgt aus 


einer bekannten Eigenschaft der Binomialeoefficienten ($. 20), 
dass immer 
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+ß+y+--J=ar + fr + yPr 4... (mod. p) 


ist; bezeichnet man daher mit (f) eine beliebige ganze Function 
der Variabelen t mit ganzen rationalen Coefficienten a und be- 
denkt, dass nach dem Fermat’schen Satze ($. 19) immer ar = a 
(mod. p) ist, so erhält man den für jede ganze Zahl « gültigen 
Satz 

P(@)? = Y(ar) (mod. p). (20) 
Wenden wir denselben auf den Fall & — 0 an, so ergiebt sich 
mit Rücksicht auf (7) und (12), dass für jede in unserem Ge- 
biete o enthaltene Zahl & die Congruenz 

oa? = @„ (mod. p) (21) 

gilt, aus welcher durch fortgesetzte Erhebung zur pten Potenz 
nach (13) die allgemeinere Congruenz 


or" = @,„ (mod. p) (22) 


folgt; da nun fp’ zufolge (18) durch 2v theilbar, also @,» — ® 
ist, so erhält man das Resultat 
ar’ © (mod. p). (23) 
Hieraus schliessen wir zunächst, dass op entweder ein Prim- 
ideal oder ein Product von lauter verschiedenen Primidealen ist; 
nehmen wir nämlich im Gegentheil an, es sei p durch das Quadrat 
eines Primideals p tleilbar, so ist op = p2q, und da pg ein echter 
Theiler von op ist, so giebt es eine Zahl ®, welche durch pq, 
aber nicht durch p theilbar ist; dann ist ©? und folglich auch 
©? theilbar durch p2q? = pq, also auch durch p; allein dies 
widerspricht der Congruenz (23), weil © nicht durch p theilbar 
ist. Unsere Annahme ist daher unzulässig. 
Da ferner p in p aufgeht, so genügt jede ganze Zahl @ auch 
der Congruenz 
or/= @ (mod. p), (24) 
d. h. die Anzahl der incongruenten Wurzeln ® dieser Congruenz 
vom Grade pf ist — (0, pP) = N (p), und folglich ist 
Np)sr, (25) 
weil in Bezug auf ein Primideal eine Congruenz rt" Grades 


niemals mehr als r incongruente Wurzeln haben kann (vergl. 
88. 26, 180). Nach dem verallgemeinerten Fermat’schen Satze 


. 180, V) ist ferner 
($ ) HN = # (mod. p), 
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woraus wir nach (16) folgern, dass 

N(p) = 1 (mod. m) (26) 
ist. Nun wissen wir (nach $. 180, (12)), dass N(p) eine Potenz 
von p mit positivem Exponenten ist, und da unter allen solchen 
Potenzen, welche durch m dividirt den Rest 1 lassen, p/ die 
kleinste ist, so muss N(p) > p/ sein, woraus mit Rücksicht auf 


25) folgt, dass 
Som NW» 27) 


ist, Mithin ist der Exponent f, zu welchem die Primzahl p nach 
dem Modul m gehört, zugleich der Grad eines jeden in p auf- 
gehenden Primideals p; da ferner 


NM)=pon=pT 
ist, so erhalten wir die Zerlegung 


0P—=PıPa -:. Pe (28) 
wo P}, Ps... . p. von einander verschiedene Primideale vom Grade 
F bedeuten *). 

Hiermit ist die Natur aller in unserem Körper 2 auftreten- 
den Primideale erkannt, und dies Resultat reicht aus für die 


*) Ist m eine beliebige natürliche Zahl, so hat der aus einer primitiven 
Wurzel 8 der Gleichung (1) entspringende Körper 2 den Grad g (m); ist p 
eine Primzahl, p’ die höchste in m= p’ m’ aufgehende Potenz von p, und 
gehört p zum Exponenten f (mod. m’), so ist g(m’) = ef ($. 28), und 


op = (Pı Pa. +. Per), 


wo Pı, Pa - - . Pe von einander verschiedene Primideale vom Grade f be- 
deuten; ist ferner p’ > 1, so ist 


o(1— 0m) = Pp,P5.. . De 

Vergl. Kummer: Theorie der idealen Primfactoren der complexen Zahlen, 
welche aus den Wurzeln der Gleichung on — 1 gebildet sind, wenn n eine 
zusammengesetzte Zahl ist (Abh. d. Berliner Ak. 1856). — Für alle in einem 
solchen Körper 2 als Divisoren enthaltenen Körper, zu denen auch die 
quadratischen Körper gehören, habe ich die Bestimmung der Primideale 
als Resultat einer allgemeinen Untersuchung mitgetheilt, welche ich dem- 
nächst zu veröffentlichen gedenke (Sur la theorie des nombres entiers ul- 
gebriques, 8. 27, und Compte rendu der Pariser Ak. vom 24. Mai 1880) ; 
über specielle Fälle solcher Divisoren vergl. Eisenstein: Allgemeine Unter- 
suchungen über die Formen dritten Grades mit drei Variabeln, welche der 
Kreistheilung ihre Entstehung verdanken (Crelle’s Journ. Bd. 28); Fuchs: 
Ueher die aus Einheitswurzeln gebildeten complexen Zahlen von periodischen: 
Verhalten, insbesondere die Bestimmung der Klassenanzahl derselben (Crelle’s 
Journ. Bd. 65); Bachmann: Die Theorie der complexen Zahlen, welche aus 
zwei Quadratwurzeln zusammengesetzt sind (Berlin 1867). 
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Bestimmung der Anzahl der Idealclassen; bevor wir aber zu 
dieser Untersuchung übergehen, wollen wir im Anschluss an 
$. 180 noch einige Bemerkungen über die Zerlegungen (10) und 
(28) hinzufügen, aus welchen sich die Zerlegung der Function (2) 
in rationale Primfunctionen nach den Moduln m und p ergiebt. 
Da die Zahl 6 und alle ihre Potenzen=1 (mod. u) sind, und 
da jede auf u bezügliche Congruenz zwischen rationalen Zahlen 
auch für den Modul m gilt, so folgt aus (2) die ohnehin evidente 
identische Congruenz 
et = (t — 1)"! (mod. m). (29) 
Für jede andere natürliche Primzahl p und deren Prim- 
factoren p folgt zunächst aus (16), dass der Grad f von p zugleich 
die Höhe jeder mit Ö conjugirten Zahl 9, ist, und dass folglich 
die f Zahlen 9,47, Or+ap - » . Or+yp, deren Complex mit dem 
der Zahlen 0,4. Or +2... . Or+ye zusammenfällt, eine Periode in 
Bezug auf p bilden (S. 571). Setzt man daher 
F,(d = Fr.) =(t — 9,+.) (te — Or+2e) - - » (E — Or +re), (30) 
so wird 
F,() = P,(t) (mod. p), (31) 
wo P,(t) eine mit ganzen rationalen Coefficienten behaftete 
Primfunction in Bezug auf den Modul p bedeutet. Zufolge (2) 


ist nun 
I = HHWRBl)-.: 0), (32) 
und da jede auf p bezügliche Congruenz zwischen rationalen 
Zahlen auch für den Modul » gilt, so ergiebt sich die identische 
Congruenz *) 
$ = P.ı(t)P,(t).... P.(t) (mod. p); (33) 
zugleich folgt aus (16), dass diese e Primfunctionen wesentlich 
verschieden sind. Man findet auch leicht, dass p der grösste ge- 
meinsame Theiler der durch die Zahlen p und P,(0) erzeugten 
Hauptideale ist. 
Mit dieser Zerlegung hängt die folgende algebraische Be- 
trachtung nahe zusammen. Die f Permutationen 
| We, Nge.. - Mer (34) 


*) Schönemann: Grundzüge einer allgemeinen Theorie der höheren 
Congruenzen, deren Modul eine reelle Primzahl ist. $. 50. (Crelle’s Journal, 
Bd. 31). — Gauss: Disquisitiones generales de congruentuis, artt. 360 — 367 
(Werke, Bd. II, 1863). 
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deren Indices durch e theilbar sind, und welche alle durch 
Wiederholung der einzigen Permutation z, entstehen, bilden eine 
Gruppe (8. 166), und der zugehörige Körper H besteht aus 
allen denjenigen in 2 enthaltenen Zahlen @, welche der Be- 
dingung ©, — ® genügen; zugleich ist (H, R)= e, (2, H) =. 
Die Darstellung aller dieser Zahlen & ergiebt sich sehr leicht, 
wenn man bedenkt, dass auch die n Potenzen 6, 02... 0"m—1, 
d. h. alle mit % conjugirten Zahlen 6,, 6... 6, eine Basis von 
2,ja auch eine Basis von o bilden, weil 9 eine Einheit, also 
00 = » ist. Jede Zahl & des Körpers 2 ist daher von der 
Form 
oao—=ıWm9, + 226, + ...4 0@ 0, 

wo die Coordinaten z” willkürliche rationale Zahlen bedeuten, 
deren Zeiger r auch durch jede nach n congruente Zahl ersetzt 
werden darf. Soll nun &© dem Körper H angehören, also der 
Bedingung @, = ® genügen, so folgt 2 — x"*9, also 


0 — FARM — PAOE/F 4 ...4 20 Ye; (35) 
wo die e conjugirten Zahlen 
Nr — Nrte Orte ES Poke  —ıe Or +fe h (36) 


die sogenannten f-gliedrigen Perioden bedeuten *). Zugleich er- 
giebt sich, dass der Modul 


e= [my ng +. . Ne] (37) 
der Inbegriff aller ganzen Zahlen des Körpers H ist, und hieraus 
folgt nach später zu erwähnenden Sätzen **), dass seine Grund- 
zahl I(e) = + m°-! ist, wo das untere Zeichen gilt, wenn f 
ungerade und e= 2 (mod. 4) ist. Bedeutet y eine Variabele, 
so ist 

ey=W—- m) — m)... WR) (38) 
eine irreducibele Function mit ganzen rationalen Coefficienten, 
und die Coefficienten der in (30) definirten e Functionen 

FOÖ=UV—nUi4.- (89) 

sind ganze Zahlen des Körpers H, also in e enthalten Sg 
Hieraus ergiebt sich durch Vergleichung mit der Congruenz 
(31), dass jede der e Perioden n, und folglich jede in e ent- 


*) Gauss: D. A. artt. 343, 348. 
**) Vergl. unten (59) und die Anmerkung auf $. 631. 
*+#) Gauss: D. A. artt. 348, 351. 
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haltene Zahl in Bezug auf p einer rationalen Zahl congruent ist; 
setzen wir die Primfunction 


Pk) Et — nt +... (mod. p), (40) 
wo nr = n?+. rational, so wird 
N=nr (mod. p), (41) 


und da jede auf p bezügliche Congruenz zwischen rationalen 
Zahlen auch für den Modul p gilt, so ergiebt sich aus (38) die 
identische Congruenz 


C)=EUW— mM) W—n):..(y—n2) (mod. p), (42) 
auf welche Kummer seine Theorie der idealen Zahlen gegrün- 
det hat. 

Um endlich noch den inneren Zusammenhang zwischen den 
e verschiedenen, in p» aufgehenden Primidealen p zu ergründen, 
schalten wir folgende allgemeine Bemerkungen ein. Ist & ein 
beliebiger endlicher Körper, welcher durch die Permutation x in 
2% übergeht, und ist a ein beliebiges Ideal in 2, so geht aus 
den Begriffen des Körpers und des Ideals unmittelbar hervor, 
dass das System a’ aller Zahlen, in welche die sämmtlichen 
Zahlen des Ideals a durch x übergehen, ein Ideal in 2 ist, und 
dass a’ durch die inverse Permutation in a übergeht; zwei solche 
Ideale a, a’ nennen wir conjugirte Ideale. Dann leuchtet ferner 
ein, dass (ab)' — a’b’ ist, dass folglich ein Primideal p in ein 
Primideal p’ übergeht, und dass, wenn p die durch p theilbare 
natürliche Primzahl bedeutet, p auch durch p’ theilbar ist. Wenden 
wir dies auf unseren Kreiskörper & an, der durch alle seine 
Permutationen x, in sich selbst übergeht, so folgt, dass jedes der 
e Primideale p durch eine solche Permutation =, immer wieder 
in eins von diesen Idealen übergehen muss. Nun ergiebt sich 
zunächst aus (21), dass jede durch p theilbare Zahl @ durch 
die Permutation 7, in eine ebenfalls durch p theilbare Zahl o, 
übergeht; mithin geht p durch z,, und folglich durch jede der 
f Permutationen (34) in ein Primideal über, welches durch p 
theilbar, also auch mit p identisch ist. Umgekehrt, wenn p durch 
die Permutation x, in sich selbst übergeht, so muss, weil P,(0) 
durch p theilbar ist, anch P,(6,) = 0 (mod. p) sein; da aber die 
Congruenz P,(«) = 0 (mod. p) nur die Wurzeln ®., Ose « - - Ofe 
hat, so muss eine von ihnen mit 4, congruent, also zufolge (16) 
auch mit 4, identisch sein, woraus sich ergiebt, dass die oben 
genannten. f Permutationen die einzigen sind, durch welche p in 
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sich selbst übergeht. Sodann leuchtet ein, dass p dureh je f 
Permutationen, deren Indices nach e congruent sind, in ein und 
dasselbe Primideal übergeht; umgekehrt, wenn p durch x, und 
x, in dasselbe Primideal übergeht, so geht p durch ,a!=n,_; 
offenbar in sich selbst über, und folglich ist r = s (mod. e). 
Hieraus folgt, dass die e Ideale p sämmtlich mit einander con- 
jugirt sind, und dass jedes von ihnen in jedes durch f bestimmte 
Permutationen übergeht; durch die e Permutationen 7,025... 
geht jedes dieser Ideale in e verschiedene Ideale über, und wir 
werden daher am zweckmässigsten mit p, dasjenige Ideal be- 
zeichnen, in welches pdurch z, übergeht; demgemäss ist p,4+.=P, 

zu setzen, und aus (31) und (41) folgen die Congruenzen 
F,+.(t) = P,(t) (mod. p,) (43) 
Nr+s = nr (mod. p,). (44) 
Es wird gut sein, die vorstehenden Sätze an einem be- 
stimmten Zahlenbeispiele *) zu bestätigen; wählen wir zu diesem 
Zweck m = 13, p = 3, so ist f—= 3, e= 4. Legen wir ferner 
die primitive Wurzel ce —= 2 zu Grunde, so wird 
6,=40, Ar dA, hit 05 un u 0; —y 
da =. 02, dr. —= 021-0, =0%, 0, I =, di =, 

also 
n=0 +8 40, m=R +0 +08, 
12 = 6* + 012 + 910, 13 = 0% + gu +97, 


Ft — nt + npat—1. 
Man findet ferner leicht die Gleichungen **) 
nn =nm +2 


und 


mat tm=-—1l—n 
n=—372 — 2m —3n -2n =e3tnt+t% 
HH tn tn = —-1l—n 


und hieraus 

EEE EN 
Die Wurzeln der Congruenz G(y) = 0 (mod. 3) ergeben sich 
am kürzesten durch Versuche, und man findet auf diese Weise 
in Uebereinstimmung mit (42) die identische Congruenz 


*) Ein überaus reiches Material findet man in dem Werke von Reuschle: 


Tafeln complexer Primzahlen, welche aus Wurzeln der Einheit gebildet 
sind. 1875. 


**) Gauss: D. A. art. 345, 
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GYW)=yW— 1) (y + 1)? (mod. 3). 
Da eine der Wurzeln = 0 (mod. 3) ist, so dürfen wir das in 3 
aufgehende Primideal p durch die Congrıenz „ = 0 (mod. p) 
definiren*), woraus durch Substitution in die vorstehenden Aus- 


drücke für 7, 7, 7,» 75 shyn=—-L, =—1, s=l 
(mod. p) ergiebt; zufolge (41) wird daher 
nz), M=—-lLhı W=-—1, M=+ 1 (mod. 3). 


Ersetzt man ferner die in F,(t) auftretenden Coefficienten 7, 
Nr+3 resp. durch die nach p congruenten rationalen Zahlen 7%, 
Nr+2, 80 folgt aus (31) 

P,e) =? — nfi? 4 mist — 1 (mod. 3), 
und durch wirkliche Ausführung der Multiplication bestätigt sich 
die Congruenz (33). Setzt man endlich 


e=0—9—1= P,(0) (mod. 3), 


so ist p der grösste gemeinschaftliche Theiler von 3 und 09; 
allein in unserem Falle erkennt man leicht (nach $. 180), dass 
p = on, also auch p, = on, ist, weil 7 durch p theilbar, und 
ausserdem 77,232 — 3, mithin N(n) = 33 = N(p) ist. Es 
muss folglich oe durch n theilbar sein; in der That findet man 
0.20.04 1) (W241), 

woraus sich sogar ergiebt, dass zufällig e mit n assocürt, also 
auch og — p ist. — 

Nach dieser Abschweifung kehren wir zu unserem obigen, in 
den Gleichungen (6), (10), (27), (28) enthaltenen Hauptresultate 
zurück, welches ausreicht, um mit Hülfe der im vorigen Para- 
graphen entwickelten Principien einen geschlossenen Ausdruck 
für die Anzahl h der Idealclassen zu gewinnen. Diese Unter- 
suchung ist ebenfalls von Kummer zuerst durchgeführt **), und 


*) Ebenso folgt aus der Annahme n = 1 (mod. p) mit Bestimmtheit 


nz=0, mE — 1, 9% = — 1 (mod. p). Dagegen entsprechen der Annahme 
n= — 1 (mod. p) zwei verschiedene Systeme, wie au 9 =—-1—7=0 
(mod. p) hervorgeht; entweder ist „=1, =0, = — 1, oder es ist 
H1=-hm=—1h%= 0 (mod p). 


**) Das auch Dirichlet dieselbe Aufgabe, aber in anderer Einkleidung 
gelöst hat, berichtet Kummer in seiner ausgezeichneten Gedächtnissrede 
auf Gustav Peter Lejeune-Dirichlet (1860, 3. 21 bis 22) mit den Worten: 
„Für diejenigen zerlegbaren Formen höherer Grade, deren lineäre Factoren 
keine anderen Irrationalitäten, als Einheitswurzeln für einen Primzah]- 
Exponenten, enthalten, hat Dirichlet während seines Aufenthalts in Italien 


624 Supplement XI. $. 185. 


sie bietet die überraschendsten Beziehungen zu dem Satze über 
die arithmetische Progression dar (Supplement VI). Wir setzen, 
wie im vorigen Paragraphen, 


2.@.3.N (0 IE Ni (45) 
und untersuchen das Verhalten dieser Function für unendlich 
kleine positive Werthe der Variabelen s — 1. Da m nur durch 


ein einziges Primideal ersten Grades, und jede andere Primzahl 

p, wenn sie zum Exponenten f gehört, durch e verschiedene Prim- 

ideale vom Grade f theilbar ist, wo ef—= m — 1, so erhalten wir 
2) = (1 — mtl — PN) 

wo das Product auf alle von m verschiedenen Primzahlen p zu 

erstrecken ist. Der allgemeine Factor dieses Productes lässt sich 


in folgender Weise umformen. Bezeichnet man, wenn m — 1 
wieder — 2v gesetzt wird, mit « alle Wurzeln der Gleichung 
War, (46) 


ferner mit p eine primitive Wurzel derselben Gleichung, so ist 
u 

da nun der Index p’ mit 2v den grössten gemeinschaftlichen 
Theiler e hat, so ist 7?’ eine Wurzel ö der Gleichung d/—= 1, 
und zwar eine primitive; mithin tritt jede Wurzel ö dieser Glei- 
chung unter den 2v Zahlen 

ER 1 PR a Zee 
genau e mal auf, und hieraus folgt unmittelbar, dass 

(1 pe Te 
ist, wo das Productzeichen sich auf alle « bezieht. Man erhält 
daher 

LE m TR Rn 

und dieses Product, in welchem « und p alle ihre Werthe durch- 
laufen müssen, hat, so lange s > 1 ist, einen von der Anordnung 
der Factoren unabhängigen Werth. Bezeichnet man mit L(«) 
das Product aller derjenigen Factoren, welche allen Werthen 


von p, aber einem bestimmten Werthe & entsprechen, so ist 
folglich 


AO) — (ie nm) Tre), (47) 


die Klassenanzahl bestimmt, aber er hat von dieser Arbeit leider nichts 
veröftentlicht.“ 
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wo das Productzeichen sich auf alle & bezieht, und hierin ist 
nach früheren Sätzen ($$. 132, 133) 
L(0) = II(l — ar'p=2)-1—= Zora, (48) 
wo z alle natürlichen Zahlen durchläuft, die nicht durch m 
theilbar sind, und wo z’ wieder den Index von z bedeutet. 
Wenn nun die Variabele s abnehmend sich dem Grenzwerthe 
1 nähert, so wächst die Function L(1) über alle Grenzen und 
zwar so, dass 
lim (s — 1) 1 —m-)-Ll)=1 (49) 
wird ($. 117). Ist aber « verschieden von 1, also eine Wurzel 
der Gleichung 
ar — | 
FEINE rg) (50) 
so nähert sich, wie wir früher (8. 134) gesehen haben, die Func- 
tion L(&) einem endlichen Grenzwerth; da nämlich, wenn die 
Glieder der Reihe (48) nach wachsenden z geordnet werden, die 
Summe von je 2v auf einander folgenden Coefficienten «*’ zufolge 
(50) verschwindet, so convergirt (nach $. 101) diese Reihe für 
alle positiven Werthe von s, und sie ist zugleich eine stetige 
Function von s; setzt man daher bei dieser Anordnung der Glieder 
L’(0) = Dar gm. (51) 
so ist L’{«) endlich und zugleich der Grenzwerth von L(«). 
Bis zu diesem Puncte war es leicht, das Verhalten der Reihen 
L(«) an der Stelle s—1 zu ergründen; bei dem Beweise des 
Satzes über die arithmetische Progression musste aber ausserdem 
gezeigt werden, dass der Grenzwerth L°(«) stets von Null ver- 
schieden ist, und dies verursachte damals erhebliche Schwierig- 
keiten. Es ist daher von hohem Interesse, dass dieseibe That- 
sache jetzt als eine unmittelbare Folge unserer Untersuchung 
über die Anzahl A der Idealclassen erscheint*). In der That, 
da im vorigen Paragraphen allgemein gezeigt ist, dass 
lim (6 — 1)2(s) = yh 
ist, wo g einen bestimmten, von Null verschiedenen Werth be- 
deutet, so erhalten wir zufolge (47) und (49) für unseren Fall 
gh = II L' (a), (52) 


*) Genau dasselbe gilt auch, wenn die Differenz m der arithmetischen 


Progression eine zusammengesetzte Zahl ist, 


Dirichlet, Zuhlentheorie. 40 
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und da A immer eine positive ganze Zahl, niemals — 6 ist, so 
kann auch keiner der endlichen Factoren L°(x) verschwinden, 
w.*2..b. W. 

Nachdem wir auf diesen Zusammenhang unserer Untersuchung 
mit dem Beweise des Satzes über die arithmetische Progression 
aufmerksam gemacht haben, wollen wir, was für den letzteren 
kein weiteres Interesse darbot, die Werthe 7, («) in geschlossener 
Form darstellen. Setzt man, wenn x eine Variabele bedeutet, 
zur Abkürzung 

(RR UNE (53) 
wo r die Werthe 1, 2, 3... m — 1 durchlaufen soll, und ver- 
führt man wie damals ($. 134 oder $. 105), indem man in (51) 
die Grössen 27! durch bestimmte Integrale ersetzt und die mit 
(50) übereinstimmende Gleichung 


(x,1) =0 (54) 
berücksichtigt, so erhält man zunächst 
1 
(x,x) dz 
0 — ne 5 
1 - [ELSE (55) 
0 


Da nun 

= — 1=(z — 1)[I(@ — 9,) 
ist, wo s ein vollständiges Restsystem nach dem Modul 2» durch- 
läuft, so ergiebt sich mit Rücksicht auf (54) durch Zerlegung in 
Partialbrüche 

Lee 

2 am) en Ei Se 
Hierin lassen sich die Zähler sämmtlich auf («, #) zurückführen ; 
da nämlich 9, = A,4» ist, so folgt 


(8, #,) = Nat SEO} 


wo r' ein beliebiges Restsystem nach dem Modul ?2v zu durch- 
laufen hat; man darf daher r’ durch r’ — s ersetzen, und erhält 
so die in der Theorie der Kreistheilung wohlbekannte Relation 


(&, ®,) == Ga zen = ns(a. N. 
Mithin ist : (&, 0) (56) 
8) MS ae 
zii en cm) 77) er er 6, ° 


und hierdurch geht die (tleichung (55) in die folgende über 
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1 
L%(e) =. — ey f dx ° 


2— 0, 


1) 
es ist ferner 


1 
dx 19, u 
Hr ee ) =log(1 — 05°) = log p4,, 


und dieser Logarithme ist (nach 8. 103, 3.262) dadurch vollständig 
bestimmt, dass sein imaginärer Bestandtheil zwischen den Grenzen 
+ Yyni liegt. Setzen wir daher zur Abkürzung 


va) = — Na-logur,, (57) 


wo s ein vollständiges Restsystem nach dem Modul 2» durch- 
läuft, so erhalten wir das Resultat 


ZV(o) — = (a, 0) % (@). (58) 


Um nun, wie es die Gleichung (52) verlangt, das Product 
der Grössen L’(a) für alle Wurzeln & der Gleichung (50) zu 
bilden, beginnen wir mit dem Factor (x, 0) und benutzen hierbei 
den Hültssatz 

(2, 6) (u=1,0)= ma’ = + m; (59) 
derselbe ergiebt sich leicht aus (56), wenn man mit 0, multiplieirt, 
$ ein Restsystem nach dem Modul 2» durchlaufen lässt und die 
Summe bildet; man erhält auf diese Weise zunächst 

(o, Ö) (a=}, 0) —92 (®, 9.) 0, = 20m Osru 2 (6 Du)s; 
wo u ebenfalis ein solches Restsystem durchläuft; je nachdem 
nun « mit v congruent ist oder nicht, ist 96, = 1 oder conjugirt 
mit 6, und folglich ist die nach s genommene Summe %(96,)s 
im ersten Falle = 2v —=m — 1, in allen übrigen Fällen aber 
— S4,= — 1, woraus mit Rücksicht auf (50) der zu beweisende 
Satz (59) unmittelbar folgt. Für « = — 1 ergiebt sich 

(-L,NM=m(— 1’, 
also Eu 
(— 1, #) =, (— nr = a ==” Ym, (60) 


und hierin ist (nach $. 115) die Quadratwurzel positiv, wenn, 
was wir von jetzt ab festsetzen wollen, 


2ri 
5 = er (61) 
40* 
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genommen wird. Da nun die Wurzeln « der Gleichung (50) aus 
der Zahl — 1 und (v — 1) Paaren von der Form «, a! be- 
stehen, so folgt aus (59) und (60) bei gehöriger Beachtung der 
Factoren &” das Resultat 
[1 («, 6) = ir m’! Vm. (62) 
Wir wenden uns jetzt zu der näheren Betrachtung des ın 
(58) ferner auftretenden Factors %»(«), welcher einen wesentlich 
verschiedenen Charakter besitzt, je nachdkem «= + 1 oder 
— — 1 ist; wir behandeln zuerst den Fall 


e——1. (63) 


Ersetzt man in (57) den Summations-Buchstaben s durch s — v 
und nimmt das Mittel aus dem so entstehenden und dem ur- 
sprünglichen Ausdruck, so erhält man 
Tours Us 

% («) == 52 % "log( ), 
wo zufolge der obigen Bemerkung die Logarithmen so zu nehmen 
sind, dass ihr imaginärer Theil zwischen den Grenzen + xt 
liegt; setzt man nun wieder s= r’ und unterwirft r der Be- 
dingung 0 <r <m, so ist 
ERS Le ee?) 
Us+v 1 077 


log ( Hr )=="@ == 1): 
Usty M 


Setzt man daher zur Abkürzung 
Pla) = — Vrar, (64) 


wo r die Werthe 1, 2,3...(m — 1) zu durchlaufen hat, so 
erhält man mit Rücksicht auf (50) das Resultat 


mithin 


vo) = — T pm). (65) 


Offenbar ist p(«&) eine ganze algebraische Zahl; bezieht man 
daher das Productzeichen []’ auf alle Wurzeln & der Gleichung 
(63), so ist [['p(«) als symmetrische Function dieser Wurzeln 7 


*) Will man sich hierauf nicht berufen, so leuchtet doch ein, dass das 
fragliche Product rational ist, weil man es als sine Norm oder als ein 


Product mehrerer Normen in denjenigen Körpern ansehen kann, welche 
den Wurzeln der Gleichung (63) entsprechen. 
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eine ganze rationale Zahl, und wir wollen zeigen, dass dieselbe 
positiv und ausserdem durch (2m)”=! theilbar ist. Das Erstere 
leuchtet sofort ein, wenn v gerade ist, weil in diesem Falle die 
Wurzeln der Gleichung (63) aus imaginären Paaren von der Form 
% &' bestehen; ist ferner ® ungerade, also m = 3 (mod. 4), so 
tritt ausser solchen Paaren noch die reelle Wurzel@e — — 1 auf, 
also auch der reelle Factor 


9—- dH=—- Ir )r=—y 2(A)r, 


welcher aber nach einer früheren Untersuchung (8. 104, 8. 264) 
einen positiven Werth hat. Um auch die zweite Behauptung zu 
erweisen, bilden wir das Product 


ey) = — aXlerjunen, 
wo c wieder die Basis unseres Index-Systems bedeutet; reducirt 
man hierin die Produete er auf ihre kleinsten positiven Reste 
nach m, so stimmen dieselben im Complex wieder mit den 
Zahlen r überein, woraus offenbar folgt, dass (ce — «)@(o) durch 
m theilbar, mithin 

I!’ (e — ©). II’ p(o) = 0 (mod. m”) 
ist; hierin ist der erste Factor 

II’(e— o)= er + 1=0 (mod. m); 
wählt man aber die Zahl c so, dass sie eine primitive Wurzel 
auch von m2 wird (8. 128), so ist c2”— 1 und folglich auch 
ce” 4 1 nicht durch m? theilbar, und hieraus folgt, dass ]]’$(«) 
durch m”! theilbar ist*). Ganz ähnlich ergiebt sich die Theil- 
barkeit durch 2”-1; durchläuft nämlich « diejenigen v Werthe r, 
deren Indices w == 0, — 1, — 2: — (v — 1) (mod. 2v) sind, 
so durchläuft die Zahl (m — u), deren Index =w' + v (mod. 2v), 
die übrigen Werthe r, und man erhält 


p(a) = — L(2u — ma"; 
da aber 
— (6 # 
Sa W=Ita+-..- tar ee 
also 
p(e) = m — 13ua* 


1 — 


*) Natürlich ist dies Resultat von der bei dem Beweise gemachten 
speciellen Annahme über e gänzlich unabhängig. 


630 Supplement XI. $. 168, 


ist, so folgt, dass (i — «)y(w) durch 2 iheilbar ist, und hieraus 
ergiebt sich, dass |I’@ («) durch 2” theılbar ist, weil [’(1—o) 
— 171-2 ist. Nachdem Liermit unsere obigen Behauptungen 
bewiesen sind, können wir i 

Ip (u) = (am)r-1a (66) 
setzen, wo a eine natürliche Zahl*) bedeutet, und hiermit ergiebt 
sich zugleich 
(— 2z1)’a 


NS re 
II» (a) = m 


(67) 
Wir haben jetzt den Ausdruck Y(@) für den zweiten Fall 
zu untersuchen, in welchem &”== + 1 oder vielmehr 


— — lt @e +0... Ber) (68) 


ist (im Falle m = 3, v —1 giebt es keine solche Zahl «, also 
auch keinen solchen Factor Y(o)), Lässt man u ein vollständiges 
Restsystein nach dem Modul » durchlaufen, so bilden diese 
Zahlen « in Verbindung mit den Zahlen u+ v ein vollständiges 
System von incongruenten Zahlen s in Bezug auf den Modul 2», 
und aus der Definition (57) folgt daher in unserem Falle 


d(a) = — %o-"log(uukurr): (69) 
wo die imaginären Theile der Logarithmen wieder zwischen den 
Grenzen + xt liegen; da aber die Producte w,„u,+, positiv sind, 
so folgt hieraus, dass die Logarithmen reell sind. Bezieht sich 
nun das Productzeichen |” auf alle Wurzeln « der Gleichung 
(68), so ergiebt sich zunächst, dass I]”Y (x) positiv ist; dies 
leuchtet sofort ein, wenn v» ungerade ist, weil in diesem Falle 
die genannten Wurzeli aus imaginären Paaren von der Form «, 
«=! bestehen; ist ferner v gerade, also m = 1 (mod. 4), so tritt 


ausser solchen Paaren noch die reelle Wurzel &—= — 1 auf, 
also auch der reelle Factor 
NEE REN een er Era, Ee 
ud) —a Helge — 2 (7)1ed u 


welcher aber nach einer früheren Untersuchung (8. 104, S. 267) 
einen positiven Werth hat. Setzt man nun nach Belieben 


pr | 
2 oder — “ —. (70) 


*) Dieselbe ist von Kummer mit P’(m) bezeichnet. 


Besen 
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welcher letztere Werth der Bedingung r,— r genügt, also reell 
ist, so ist z eine Einheit in 2, weil u und u, associirt sind, und 
wir wollen beweisen, dass das positive Product 


| "3 = T’ (m) 
ist, wo 7’ den Regulator des aus den v—1 conjugirten Einheiten 
To, T, a er Ty—2 (72) 


bestehenden Systems 7 bedeutet (S. 597). 
Hierzu setzen wir im Anschluss an die in 8. 183 (S. 596) 
eingeführte Bezeichnung den reellen Logarithmus 
log (@, @u+,) = 4 (®), (73) 


wo « auch durch jede nach v congruente Zahl ersetzt werden 
darf; dann ist allgemein 


14 (@,) —— bare (®), 
und wenn man zur Abkürzung 


Midi 
setzt, so folgt aus (70) 


In (T,) = It (2) — Ayro+ı — Auto. 


Multiplicirt man nun das Product der v—1 Factoren 


Y() = — IA," 
noch mit dem von Null verschiedenen Factor 
y()=—(h+ht+t: + A,_1) = — logN(u) = — logm, 


so wird nach einem sehr bekannten Satze”*) der Determinanten- 


Theorie das Product | 
An; Leehya Ava 


Ay-ı) Ag Bang Ay» Ay—ı 


2) ur n = zZ y dee hy iR . Ag 1; | 
ar 


>> 
8 
>> 
‘= 
) 
- 
> 
o 


kı SER Ay, Ag Em A, Eur Ay-ı Pre Ay--2, EI Ay-ı 
Ay 2 Ay, A, 7 Ay Re Ay, a Ay 9 Ay 
en De Ra er isn. 
eh Ahnen | 


*) Vergl. Baltzer : Theorie und Anwendung der Determinanten, $. 11, 2. 
(vierte Auflage, 1875). 
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lo (7%) y [R (7,) ..r I; (zu. 3): =. Aut 
l,—ı (70), G-ıliherr ln ia: — k,_2 | 
— . . . . . . . . . . . . . . . = 
| I, (%,); lg (t,) Hin” (Fr), — A | 
h (%), I, (r,) ee L, (tea) — A, | 


und da diese Determinante (nach 8. 183, S. 597) gleich v(1)T’ 
ist, so ergiebt sich hieraus die zu beweisende Gleichung (71). 

Bezeichnet man nun wieder mit S ein System von v— 1 
Fundamentaleinheiten, und mit 6 die in der entsprechenden 
Gruppe (8) enthaltenen Einheiten, so lässt sich jede Einheit To 
T)...Ty_g in die Form 06 setzen, wo g eine der r reducirten 
Einheiten bedeutet und eine Wurzel der Gleichung oe" —=1 ist; 
män kann folglich die positive Grösse 

T'—bS' (74) 
setzen, wo $’ den positiven Regulator des Systems S, und 5 eine 
natürliche Zahl*) bedeutet ($. 183, 8). Unter den r reducirten 
Einheiten e befinden sich jedenfalls die 2m Einheiten 
DEE EIERN 

weil ihre in Bezug auf $ genommenen Exponenten sämmtlich 
verschwinden, und da (— 6)" —= 1 sein muss, so ist r jedenfalls 
theilbar durch 2m. Wir wollen nun zeigen, dass x — 2m ist, 
dass also ausser den genannten keine andere Einheitswurzel o 
in & existirt. Dies ist eigentlich eine unmittelbare Folge der 
allgemeinen Gesetze, welche die algebraische Verwandtschaft der 
Körper beherrschen, auf die wir uns hier jedoch nicht berufen 
wollen. Zu demselben Ziele gelangt man leicht, wenn man gemäss 
(7) die ganze Zahl e — F(#) setzt, woraus o-? — F(#-:) folgt, 
und die Gleichung F'(#) F(A) = 1 nach Ausführung der Multi- 
plication näher untersucht. Wir ziehen hier aber folgenden Weg 
vor, bei welchem wir uns auf die Theorie der Ideale stützen. 
Ist p irgend eine in r aufgehende Primzahl, und py die höchste 
Potenz von p, welche in r aufgeht, so befinden sich unter den 
Wurzeln g der Gleichung 0” — 1 auch die primitiven Wur- 
zeln eg der Gleichung g?? = 1; bezeichnet man eine bestimmte 
von ihnen mit o, so sind alle in der Form 9° enthalten, wo .s alle 


*) Zur Bestimmung dieser Zahl nach (74) ist die Kenntniss eines 
Fundamentalsystems $ erforderlich, welches aber bis jetzt, selbst in den 


einfachsten Fällen, nur durch äusserst beschwerliche Rechnungen zu er- 
langen ist. 
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durch p nicht theilbaren Zahlen durchläuft, die nach dem Modul 
pg incongruent sind, und wenn t eine Variabele bedeutet, so ist 
(nach $. 139) 


Setzt man hierin t— 1, so ergiebt sich, wie im Anfange dieses 
Paragraphen, dass 
Er I ei 
ist, wo ö eine Einheit bedeutet; ist daher p ein in p aufgehendes 
Primideal, so geht p auch in 1—e auf, und folglich ist p durch 
p(?—D? theilbar. Wenn nun p von m verschieden ist, so ist p, 
wie wir oben gesehen haben, durch kein Quadrat eines Primideals 
theilbar, und folglich muss p— D)g=1l,aop=2, q=1 
sein; mithin ist r durch keine von m verschiedene ungerade 
Primzahl, und auch nicht durch 4 theilbar; und ebenso ergiebt 
sich für den Fall p = m, dass q —1 ist, also r nicht durch m? 
theilbar sein kann, weil om die (m — 1)° Potenz eines Primideals 
ist. Da nun r, wie oben bemerkt, durch 2m theilbar ist, so folgt 
hieraus offenbar, dass 
N (75) 
ist, wie behauptet war. Behält daher E dieselbe Bedeutung, wie 
in den beiden vorhergehenden Paragraphen, so ist 
Ss —2mE, (76) 
und folglich *) 
II" v(e) = 2mbE. (77) 
Durch Zusammensetzung der in (58), (62), (67) und (77) 
erhaltenen Resultate ergiebt sich nun leicht der Werth des auf 
alle Wurzeln & der Gleichung (50) ausgedehnten Productes 


LLC) = 11 DIT") 


und hierdurch nimmt die Gleichung (52) mit Rücksicht auf (9) 
folgende Form an 


_(@x)’Eab _(2a)’Eab, = 
An mr-ıym VD) (78) 
da ferner (nach $. 184, II) 
v@) 


*) Offenbar ist 2mb die Anzahl der in Bezug auf das System T re- 
ducirten Einheiten. 
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ist, so erhalten wir das von Kummer refundene Endresultat 
Rz: (80) 


wo a, b natürliche Zahlen bedeuten, die durch die Gleichungen 
(66) und (74) definirt sind. 


$. 186. 


Als zweites und letztes Beispiel, auf welches wir unsere all- 
gemeine Idealtheorie anwenden wollen, wählen wir das der qua- 
dratischen Körper, weil dasselbe mit dem Hauptgegenstande 
dieses Werkes, der Theorie der binären quadratischen Formen, 
im engsten Zusammenhange steht. Wir haben schon früher 
($. 175) die Grundzahl D eines solehen Körpers & bestimmt und 
gezeigt, dass, wenn 

D+YVD 

u Tue, == 11,0 (1) 
gesetzt wird, o das System aller in & enthaltenen ganzen Zahlen 
ist. Um nun alle Primideale dieses Körpers zu finden, erinnern 
wir wieder daran, dass zu jedem solchen Ideal p eine bestimmte, 
durch p theilbare natürliche Primzahl p gehört, welche von allen 
durch p theilbaren natürlichen Zahlen die kleinste ist, woraus 
unmittelbar fulgt, dass die p Zahlen 0, 1,2...(» — 1) jeden- 
falls incougruent nach p sind; da ferner N(p) eın Divisor von 
p?: = N(p), also entweder — p oder — p? ist, so ist p ein Ideal 
ersten oder zweiten Grades, und es leuchtet ein, dass im ersten 
Falle o» = pp’, also ein Product von zwei Primidealen ersten 
Grades, im zweiten Falle aber op = p ein Primideal zweiten 
Grades ist, also p auch im Körper X den Charakter einer Prim- 
zahl behält. Wir wollen nun beweisen, dass der erste oder 
zweite Fall eintritt, je nachdem D quadratischer Rest oder Nicht- 
rest von &p Ist. 

In der That, nehmen wir an, es finde der erste Fall op —=pp’ 
statt, so bilden, weil (o, p) = N(p) = p ist, die Zahlen 0,1, 
2...(p — 1) ein vollständiges Restsystem nach », und. folglich 
giebt es eine rationale Zahl t, welche der Bedingung 


t== 4 (mod. p) (2) 


genügt; setzt man daher, indem man (wie in $. 175) die zu einer 
Zahl @ conjugirte Zahl mit w’ bezeichnet, 
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BEE PILTERTACHE UL AB ERNE r— VD 
tt =—=h0 t= 5 N er y (3) 
} 2?) 
Ale) ran (4) 
wo 
we I) ed (5) 


ebenfalls eine ganze rationale Zahl bedeutet, so ist x durch p, 
mithin N(z) durch N(p), also durch » theilbar, und hieraus 
folgt, dass 

r?= D (mod. 4p), (6) 


also D quadratischer Rest von 4p ist. Umgekehrt, wenn die 
vorstehende Congruenz durch eine ganze rationale Zahl r be- 
friedigt wird, so ist r = D (mod. 2), und folglich sind die obigen, 
aus r oder £ gebildeten Zahlen #, x’ ganze Zahlen, deren Product 
durch p theilbar ist; da aber zufolge (1) keiner der beiden Fac- 
toren a, x’ durch p theilbar ist, so kann op kein Primideal sein, 
und folglich ist op gewiss ein Product von zwei Primidealen 
ersten Grades, womit unser Satz vollständig bewiesen ist. 

Wir können noch hinzufügen, dass, wenn wir für den Fall 
dp = dp’ die vorstehenden Bezeichnungen beibehalten, die Zahl 
z’ immer durch p’ theilbar ist. Da nämlich x durch p, aber 
nieht durch p theilbar ist, so kann man ox —pq setzen, wo 
das Ideal q nicht durch p’ theilbar ist; da ferner zz’ durch p, 
also pgqx’ durch pp’, mithin qr’ durch p’ theilbar ist, so muss 
rz' durch das Primideal p’ theilbar sein, wie behauptet war*). 

Es ist nun noch von Wichtigkeit zu untersuchen, unter 
welcher Bedingung die in diesem Falle auftretenden Factoren 
p, p’ mit einander identisch sind, also op — p2 wird; da unter 
dieser Annahme beide Zahlen x, m’ durch » theilbar sind, so 
gilt dasselbe von der Zahl r—=r + a’, und da r rutional ist, 
so muss r auch durch p theilbar sein, woraus mit Rücksicht auf 
(6) folgt, dass p in D aufyeht. Umgekehrt, wenn p eine in der 
Grundzahl D aufgehende Primzahl ist, so folgt zunächst, dass D 
auch quadratischer Rest von 4p ist; ist nämlich » = 2, so ist 


*) Man findet auch leicht, dass p = [p, ”], p = [p, '] ist, und wir 
empfehlen dem Leser, die Gleichung pp’ = op durch wirkliche Ausführung 
der Multiplication zu verificiren, wobei es darauf ankomınt, den vierglie- 
drigen Modul [p?, pr, pr’, n n'] nach $. 172 auf einen zweigliedrigen zu 
redueiren (vergl. $. 187). 
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D (nach $. 175) durch 4 theilbar, und folglich wird die Con- 
gruenz (6) durch r — 0 oder durch r — 2 befriedigt; ist aber p 
ungerade, so geschieht dasselbe durch r—0 oder r = p, je 
nachdem D=0 oder =1 (mod. 4) ist. Mithin ist op ein Product 
von zwei Primidealen ersten Grades p, p’; behält man die obigen 
Bezeichnungen bei und berücksichtigt, dass r jedenfalls durch » 
theilbar ist, so folgt, dass die durch p theilbare Zahl a—=r — x’ 
auch durch p’ theilbar ist; wäre nun p’ verschieden von p, so 
müsste = durch pp’, also auch durch p theilbar sein, was nicht 
der Fall ist; mithin ist pP —=p, und folglich op —= p2. Wir 
können daher das Resultat unserer bisherigen Untersuchung so 
aussprechen: - 

Bedeutet p eine natürliche Primzahl, so ist op stets und nur 
dann das Quadrat eines Primideals vom ersten Grade, wenn p 
in der Grundzahl D aufgeht; ist aber D nicht theilbar durch p, 
so ist op ein Product von zwei verschiedenen Primadealen ersten 
Grades, oder op ist selbst ein Primideal zweiten Grades, je nach- 
dem D quudratischer Rest oder Nichtrest von 4 p ist”). 


Die Zahl » — 2 bietet den ersten, zweiten oder dritten Fall 
dar, je nachdem D=0 (mod. 4), =1 (mod. 8), oder =5 (mod. 3) 
ist, und hieraus erklärt sich das eigenthümliche Verhalten der 
Zahl 2 in der Theorie der quadratischen Reste ($. 36). Ist p 
ungerade, so koaınmt, weil stets D2== D (mod. 4) ist, die Be- 
dingung (6) darauf hinaus, dass D quadratischer Rest von » ist, 
und folglich wird der erste, zweite oder dritte Fall eintreten, je 
nachdem 


D 
(5)=% =-+1l ode=—1 


*) Hierzu bemerken wir Folgendes. Sind die Primideale eines Normal- 
körpers bekannt, so gilt dasselbe, wie demnächst an einem anderen Orte 
gezeigt werden soll, auch für jeden Divisor dieses Körpers. Nun ist, wie 
wir schon in der Schlussbemerkung zu $. 175 gesagt haben, unser quadra- 
fischer Körper 2 ein Divisor desjenigen Normalkörpers, welcher aus einer 
primitiven Dten Wurzel der Einheit entspringt, und da die Ideale dieses 
Kreistheilungs-Körpers nach den in $. 185 (8. 618) angegebenen Sätzen 
bekannt sind, so folgt daraus auch die Bestimmung der Ideale des qua- 
dratischen Körpers 2, aber in einer anderen als der obigen Form, nämlich 
eo, dass die Zerlegung von op in Primideale sich unmittelbar aus der 
Zahlelasse ergiebt, welcher die Zahl p nach dem Modul 2 angehört. 


Aus der Vergleichung beider Formen ergiebt sich abermais ein Beweis 
des Reciprocitätssatzes. 
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ist. Um aber alle Fälle zusammenzufassen, wollen wir ein anderes 
Symbol einführen und 

(D,r)=0, +1, ode = — 1 (7) 
setzen, je nachdem die Primzahl » den ersten, zweiten oder dritten 
Fall darbietet; für jede ungerade Primzahl p ist daher 


Wir definiren ferner 


D,Y)=1, (8) 
und wenn 
m=»rY" ... 
ein Product von beliebig vielen Primzahlen p, p', p" ... ist, so 
setzen wir entsprechend 
(D, m) = (D, p) (D, p') (D, pP")... -, (9) 
woraus der allgemeine Satz 
(D, m’ m’) = (DD, m’) (D, m”) 10 
folgt *). A > 


Indem wir die bei der allgemeinen Untersuchung über die 
Anzahl A der Idenlclassen benutzten Bezeichnungen beibehalten 
(8. 184), setzen wir 

2()= LEN) >=1Ill — Xp); (11) 
fassen wir die Factoren des Productes zusammen, welche von den 
verschiedenen in einer und derselben natürlichen Primzahl p auf- 
gehenden Primidealen p herrühren, so ist dieser Beitrag gleich 

ee ae 
je nachdem der erste, zweite oder dritte der obigen Fälle ein- 
tritt; mit Benutzung des eben eingeführten Symbols (7) kann 
man aber diese drei Ausdrücke in der gemeinschaftlichen Form 
des Productes 

en Al dup)n 7) 

zusammenfassen, und hieraus folgt mit Rücksicht auf (10), dass 

Rs) = IA — Pe) IA — D, PP) 
1 „(D,m) 


m® m? 


(12) 


En 


*) Eine erfolgreiche Verallgemeinerung dieses Symbols iindet sich in 
der Abhandlung von H. Weber: Ziuhlentheoretische Untersuchungen aus 
dem Gebiete der elliptischen F'unctionen (Nachr. v. d. Göttinger Ges. d. W., 
18. Januar 1893). 
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ist, wo m in jeder der beiden Summen alle natürlichen Zahlen 
durchlaufen muss. Multiplicirt man mit der positiven Grösse 
s—1 und lässt dieselbe unendlich klein werden, so ergiebt sich 
hieraus 
’» m) 
re en (13) 


er 
wo g die frühere Bedeutung hat; erinet man die Glieder der 
Reihe nach wachsenden m. so folgt aus dem Reciprocitätssatze 
(vergl. 8. 52). dass die Summe von je (D) auf einander folgenden 
Coefficienten (D, »i) verschwindet; mithin convergirt die Reihe 
für alle positiven Werthe s, und da sie zugleich eine stetige 
Function von s ist ($. 101), so erhalten wir 


„@Dm) 


oh= 5 (14) 


E22 


Den Werth von 4 haben wir früher allgemein bestimmt 
(8. 184), aber er nimmt je nach dem Vorzeichen der Grundzahl 
D verschiedene Formen an. Ist D negativ, so ist v— 1, und E 
ist der umgekehrte Werth der Anzahl r aller in 2 enthaltenen 
Einheiten, welche =6 fr J=-—3, —=4 für D=—4, und 
== 2 ın allen anderen Fällen ist: es wird daher 


mithin 
== a ee I —— un (15) 


Ist aber D positiv, so ist v—= 2; die Anzahl r der redu- 
citten Einheiten + 1 ist = 2, SEN 


EL nero 
E= Zloge — - SE 


ii 


wo x die Fundamentaleinheit bedeutet, also 7, U die kleinsten 
natürlichen Zahlen sind, welche der Peil’schen Gleichung 


T—- DW —+4 
genügen; es wird daher 


und folglich 
ei: 71 Et DE; 2. (16) 
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Nimmt man aber für diesen Fall die auf S. 578 beschriebene 
feinere Eintheilung in Idealelassen an. nach welcher zwei Ideale 
a, a, nur dann derselben Olasse zugetheilt werden, wenn es eine 
Zahl n von positiver Norm giebt, welche der Bedingung on 
genügt, so bestimmt sich die Anzahl A, dieser Idealclassen auf 
folgende Weise. Bedeuten T,, T, die kleinsten natürlichen 
Zahlen, welche der Bedingung 


R—- DV- +4 


T, + U,VD 

ae 
die kleinste unter allen denjenigen Einheiten von positiver Norm, 
welche positiv und > 1 sind. Ist nun N(e)=—1, also 4.2, 
so stimmt die jetzige Eintlieilung in Idealclassen mit der früheren 
völlig überein, also ist h, —h; ist aber N(e)— -+ 1, also 4 =, 
so giebt es gar keine Einheit von negativer Norra, und folglich 
ist hh — ?2h, weil z. B. die Zahl VD eine negative Norm besitzt. 
Für beide Fälle ergiebt sich daher aus (16) die gemeinsame Be- 
stimmung 


genügen, so ist 


&ı = 


YD _(D, m) 
15 Tea vr (17) 


Vergleicht man die so gewonnenen Resultate (15) und (17) 
mit denen des fünften Abschnitts (88. 97. 49), so wird man sich 
bei genauer Berücksichtigung der damals und jetzt angewendeten 
Bezeichnungen leicht überzeugen, dass, je nachdem die Grund- 
zahl D=0 oder = 1 (mod. 4) ist, die Anzahl unserer Ideal- 
classen vollständig übereinstimmt mit der Ülassenanzahl der 
(positiven) ursprünglichen Formen erster Art für die Determinante 
ı/, D, oder mit derjenigen der (positiven) urspringlichen Formen 
zweiter Art für die Determinante D. Diese Uebereinstimmung 
ist eine nothwendige Folge des Umstandes, dass in unserem 
Falle der quadratischen Körper, wie man leicht finden wird, jede 
bestimmte Classe von eigentlich äquivalenten Former der Dis- 
eriminante D auch nur einer einzigen Idealelasse entspricht 
(vergl. 8. 182, S. 584 bis 585 und den Schluss von $. 137). 

Die Eintheilung der binären quadratischen Formen in Ge- 
schlechter (Supplement IV} lässt sich ebenfalls leicht auf die 
Ideale übertragen. und sowohl diese Ustersuchung wie der auf 
die Abzählune der zweiseitigen C’assen gestüizte Beweis des 
Reciprocitätssatzes (&$. 152 bis 154) gewinnt in der neuen kun- 
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kleidung eine weit einfachere Gestalt, deren Herstellung wir 
jedoch dem Leser überlassen müssen. Dagegen wollen wir ım 
Foigenden noch die allgemeine Theorie der Moduln für qua- 
dratische Körper hinrufügen, weil dieselbe die Composition der 
binären quadratischen Formen in sich schliesst und für viele 
andere Untersuchungen, z. B. für die Theorie der complexen 
Multiplication der elliptischen Functionen*) von grosser Bedeu- 
tung ist. 


8. 187. 


Jeder endliche Modul, dessen Zahlen sämmtlich dem qua- 
dratischen Körper & angehören, lässt sich (nach $. 172, VI) 
immer auf eine Basis zurückführen, welche aus höchstens zwes 
Zaklen besteht, und wir wollen im Folgenden unter einem Modul, 
falls das Gegentheil nicht ausdrücklich bemerkt wird, immer 
einen solchen zweigliedrigen Modul 

m —= [e, ß] () 
verstehen, dessen Basiszahlen &, 8 wirklich von einander unab- 
hängig sind und folglich zugleich eine Basis des Körpers & bilden. 
Es ist nun zweckmässig, jede solche beliebig gegebene Basis so 
umzuformen, dass die eine der beiden Basiszahlen eine positive 
rationale Zahl m wird. Um die Möglichkeit dieser Umformung 
darzuthun, bemerken wir, dass, weil die Zahl 1 in 2 enthalten 
ist, es immer zwei bestimmte rationale Zahlen x, y giebt, welche 
der Bedingung x& + yß —= 1 genügen; stellt man dieselben als 
Brüche mit demselben Nenner dar und sondert aus den Zählern 
den grössten gemeinschaftlichen Theiler ab, so nımmt diese 
Gleichung die Form 

m—=p& + qß 
an, wo », q relative Primzahlen bedeuten, und m eine positive, 
ganze oder gebrochene rationale Zahl ist; bestimmt man ferner 
zwei ganze rationale Zahlen r, s so, dass 


*) Dieselbe ist im Wesentlichen von Kronecker geschaffen und in zahl- 
reichen Schriften behandelt, deren Sammlung bevorsteht. Vergl. die Ab- 
handlung von Hermite: Sur la theorie des öquations modulaires et la reso- 
lution de Pequation du cinquieme degre (1859), ferner die Werke von 
H. Weber: Elliptische Frumnctionen und algebraische Zahlen (1890) und von 
F. Klein und R. Fricke: Vorlesungen über die Theorie der elliptischen 
Modulfunctionen (1890 bis 1892). 
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% But 
wird, und setzt hierauf 
mao—=ra-+sß, 
so leuchtet ein, dass die Zahlen m, mo ebenfalls eine irredu- 
cibele Basis von m bilden und dass folglich 
mn = |m, mo] = m|l, o] (2) 
ist. Da ® gewiss irrational ist, so ist [m] der Inbegriff aller in 
in enthaltenen rationalen Zahlen, und m ist als die Kleinste posi- 
tive unter ihnen vollständig bestimmt. 
Die Zahl & ist die eine Wurzel einer irreducibelen quadra- 
tischen Gleichung 
aa — bo +c=—=(, (3) 
wo a, b, c ganze rationale Zahlen ohne gemeinschaftlichen Theiler 
bedeuten, und diese sind durch @ vollständig bestimmt, wenn 
wir festsetzen, dass a immer positiv sein soll, Bedeutet D wieder 
die Grundzahl des Körpers 2, und setzen wir, wie im vorigen 


Paragraphen, 
D+YD 
Be 


so ist aw als ganze Zahl von der Form 


8 o—= [1,0], (4) 


Bu ee a) (5) 

wo h, k ganze rationale Zahlen bedeuten, und 
d—=b2 —4ac=A(l,ao) = DR: (6) 
ist. Da ® ohne Aenderung von m durch — w ersetzt werden 


kann, so wollen wir für die Folge immer festsetzen, dass k positiv 
sein soll. Man sieht leicht, dass hierdurch, wenn ein gegebener 
Modul m vorliegt, die Zahl » so weit und nur so weit bestimmt 
ist, dass sie durch &) —= ® + 2 ersetzt werden kann, wo z jede 
beliebige ganze rationale Zahl bedeutet; dies hat aber keinen 
Einfluss auf die Zahlen «a, k und d, die mithin vollständig be- 
stimmt sind, während bin u —=2az2+b.unden =a2?+bz+c 
übergeht; da mithin 2, alle Individuen einer bestimmten rationalen 
Zahlelasse nach dem Modul 2« durchläuft, so kann man, wenn 
man will, @, durch die Bedingung vollständig bestimmen, dass 
0<b <2n sein soll, was aber keinen wesentlichen Nutzen 
gewährt. Dagegen ist es bisweilen vortheilhaft, @&, so zu wählen, 
dass c, relative Primzahl zu a wird; um dies zu erreichen, kann 
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man, wenn r das Product aller gleichzeitig in «a und in ce auf- 
gehenden Primzahlen, und s das Product aller übrigen in a auf- 
gehenden Primzahlen bedeutet, z so wählen, das z= 1 (mod. r) 
und zugleich z = 0 (mod. s) wird, was (nach $. 25) stets mög- 
lich ist. 

Unter der Ordnung m® des Moduls m, die wir kürzer mit n 
bezeichnen wollen, verstehen wir, wie früher ($. 170), den Inbe- 
griff aller Zahlen v, für welche m» durch m theilbar wird. Aus 
dieser Definition folgt offenbar, dass, wenn n eine beliebige von 
Null verschiedene Zahl bedeutet, n zugleich die Ordnung des 
Moduls nm ist; behalten wir daher die vorhergehenden Bezeich- 
nungen bei, so sind die gesuchten Zahlen v alle diejenigen, für 
welche [v, v@] durch [1, ®] theilbar wird, und hierzu ist er- 
forderlich und hinreichend, dass die beiden Zahlen v» und vo in 
[1, ©] enthalten sind. Es muss daher zunächst v—= x + yo 
sein, wo z, y ganze rationale Zahlen bedeuten; dann ist vo — 
20 +9yo?, und da zo in [l, ®©] enthalten ist, so muss dasselbe 
auch von yo? gelten; zufolge (3) ist aber 

ya: WEN 
a 

mithin müssen die beiden Producte by, ey durch a theilbar sein; 
da aber die Zahlen a,b,c keinen gemeinschaftlichen Theiler haben, 
so folgt hieraus, dass y durch «a theilbar, also y=az, v— 
x +zaw sein muss, wo 2 ebenfalls eine ganze rationale Zahl 
bedeutet; und da umgekehrt jede solche Zahl z+zaw die ge- 
forderte Eigenschaft besitzt, so erhalten wir das Resultat 

r=[1, ao] = [1,k60) =ok+[1]. (7) 

Jede Ordnung n ist daher ein Modul, welcher nur ganze 
Zahlen und unter diesen auch die Zahl 1, mithin alle ganzen 
rationalen Zahlen enthält (vergl. $. 173, III); umgekehrt leuchtet 
ein, dass ein jeder solche Modul n (in unserem Falle der qua- 
dratischen Körper) auch gewiss eine Ordnung, nämlich die Ord- 
nung von n selbst ist. Für die Diseriminante, den Index und 
Führer der Ordnung n (S. 590) ergeben sich ferner aus (4). (6) 
und (7) leicht die Ausdrücke 


Am) eerde % ne Te! 
M=d (,n)=k, = ok, (8) 


und es leuchtet ein, dass jede Ordnung n durch ihren Index k 
vollständig bestimmt ist. 
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Offenbar ist der Modul m stets und nur dann ein Ideal, 
wenn er durch o theilbar, und n — o, also k— 1, und m eine 
ganze, durch a theilbare Zahl ist. Dies führt dazu, den Begriff 
der Norm auch auf beliebige Moduln m zu übertragen, und zwar 
wollen wir bier”) darunter den Quotienten 
(n,m) 

(m, n) (9) 
verstehen, welcher sich in der That, wenn m ein Ideal ist, auf 
den der früheren Definition entsprechenden Werth (vo, m) reducirt 


($. 180). Da die Basiszahlen von m mit denen von n durch die 
linearen Gleichungen 


Nm) == 


m—=m\1-40.ao, ma—0.1+ uw 


verbunden sind, so ergiebt sich (nach $. 175, (10)) das Resultat 


m, 0 


m 
0, — 
a 


m? 


-n. (10) 


N(m) = 


Bezeichnet man allgemein, wenn « eine beliebige Zahl des 
Körpers 2 ist, mit «' die conjugirte Zahl, in welche « durch die 
nicht identische Permutation des Körpers übergeht, so ist 

aa +0) —=b, ann — c; (11) 
durchläuft u alle Zahlen des Moduls m, so bilden die Zahlen uw’ 
einen mit m conjugirten Modul m[l, ®'], den wir mit m’ be- 
zeichnen wollen; halten wir aber an der obigen Vorschrift für 
die Wahl der Basiszahlen fest, so haben wir 

m’ = m|1,— o'] (12) 
zu setzen, und da 

al-— a)? — (—b)(-a)+c=0 

ist, so geschieht der Uebergang von m zu m’ lediglich dadurch, 
dass 5 durch — b ersetzt wird, während m, a, c, k, d unverändert 
bleiben. Ebenso ist natürlich m conjugirt mit m’, und beide 
Moduln haben dieselbe Ordnung n = n’ und dieselbe Norm; sie 
sind aber nur dann mit einander identisch, wenn b durch «a theil- 
bar, also b= 0 oder =a« (mod. 2a) ist, und in diesem 4 alle 
kann m ein zweiseitiger Modul genannt werden (vergl. $. 58 ) 

Jede in dem Modul m enthaltene Zahl u ist von der Form 

u = m(x -+- yo), (13) 


*) Vergl. die beiden folgenden Anmerkungen, 


a® 
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wo x, y ganze rationale Zahlen bedeuten; hieraus folgt 
N(u) = uw = m?(x + yo)(z + yo), 

und wenn man die Multiplication ausführt, so ergiebt sich 

Ne) — Nm) (aa? + bay + ey); (14) 
jedem Modul m entspricht daher, wenn man die obigen Regeln 
für die Wahl der Basis festhält, eine ursprüngliche binäre qua- 
dratische Form (a, 3b, c) oder vielmehr eine bestimmte Schaar 
von unendlich vielen solchen parallelen Formen, in welchen 5 
alle Individuen einer bestimmten Zahlcelasse nach dem positiven 
Modul 2a durchläuft, und deren Discriminante 5? —4ac zugleich 
die Discriminante d der Ordnung n ist; dem conjugirten Modul 
m’ entspricht die enfgegengesetzte Schaar (a,— %b, ce). Offenbar 
entspricht dieselbe Schaar (a, 45, c) allen und nur allen Moduln 
von der Form mn, wo n jede von Null verschiedene rationale 
Zahl bedeutet. Da ferner die Zahlen 1,a® eine Basis der Ord- 
nung n bilden, und 


awau — m(— cy + (ac + by)o) 
%, Y A 3 
Aa a — ar? +bzy+ ey 
ist, so stimmt diese Form (a, 55, c) genau mit derjenigen über- 
ein, welche nach der auf S. 590 gegebenen Vorschrift dem Modul 
m entspricht. 
Indem wir uns jetzt zur Multiplication der Moduln wenden, 
erinnern wir zunächst an die beiden allgemeinen, in $. 170 
(S. 505) bewiesenen Sätze 
mn = timIer (15) 
welche sich auch leicht durch die wirkliche Multiplication aus (2) 
und (7) ergeben. Von besonderer Wichtigkeit ist die Bildung 
des Productes mm’ aus zwei conjugirten Moduln; durch Multi- 
plication von (2) und (12) erhält man zunächst 


mm = m?[l, ®o, @', © o’]; 
addırt man die zweite Basiszahl zur dritten, so folgt aus (11): 


m? 
mm — gr [a, ao, b, ce), 


und da [a, db, ec] = [1] ist, so erhalten wir das Resultat *) 


5) Es ist wohl von Nutzen, hier za bemerken, dass schon bei Körpern 
dritten Grades ein ähnlicher Satz nicht in voller Allgemeinheit gilt, und 
dasselbe ist von mehreren der nachfolzenden Sätze zu sagen. 
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mn hi yenyin): 
=- „ao (m); (16) 


mithin ist m (nach $. 170, V) ein eigentlicher Modul, und zugleich 
ergiebt sich 
mim =iN (m): (17) 


Wir betrachten jetzt ein Product aus zwei beliebigen Moduln 

m, m, und setzen 
mm = Mm; (18) 
da m; aus allen Zahlen u, von der Form Zuu, besteht, so besteht 
der conjugirte Modul m’, aus Allen Zahlen w, von der Form 
Zu’w',, und folglich ist 
mm, == nm, = (mm)- 

Durch Multiplication dieser beiden Gleichungen erhält man zu- 
folge (16) | 
un N(m)N(m,) = n,N(m,), 
wo 1, fg die Ordnungen von m,, m, bedeuten; da nun das Pro- 
duct nn, nur ganze Zahlen und offenbar auch die Zahl 1 enthält, 
so ist es nach dem Obigen wieder eine Ordnung; die vorstehende 
Gleichung liefert daher, wenn man auf die beiderseits auftreten- 
den rationalen Zahlen achtet, zunächst den Satz*) 
N(m)A(m,) = N(m,) = N(mm,), (19) 


*) Will man auch bei Körpern höheren Grades den Begriff der Norm 
N(m) jedes endlichen Moduls nı, dessen Basis zugleich eine Basis des 
Körpers ist, so fassen, dass der Satz (19) allgemein gilt, und dass, falls m 
ein Ideal ist, NM(m) die alte Bedeutung (o,nı) behält, so muss man, weil 
N(o) = 1 und om ein Idealbruch ist, die obige Definition (9) durch 
(0, om) 

(om, o) 


Nm) = N(om) = 


ersetzen (vergl. die Anm. auf S. 564—565). Dass schon bei Körpern dritten 
Grades diese beiden Definitionen nicht übereinstimmen, lehrt folgendes ein- 
fache Beispiel, Ist «? = 2, so ist o = [l,«,«a?] der Inbegriff alier gauzen 
Zahlen des aus « gebildeten Körpers K(«); ist nun m eine ungerade Zahl 


andererseits ist die Ordnung m? = [1, ma, me?], also m + m? —= o, (m, ın) =- 
(0, m) = m, (m, m) = (0, m?) = m?, woraus unsere Behauptung einleuchtet; 
die dem Modul m entsprechende zerlegbare Form (3. 590) ist auch nicht 
ursprünglich, sondern sie besitzt den Theiler m. Man findet ferner ı-1 = 
mm—1= m!:p = om, also ist m ein uneigentlicher Modul (8. 506). Da 
zugleich m? — o, also (mm)® nicht = ın’m® —= ım®, sondern = 0 ist, so 
gilt auch der obige Satz (20) nicht allgemein für Körper höheren Grades. 
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mithin auch den folgenden 

nn = 1; (20) 
die Norm eines Productes ist daher gleich dem Producte aus 
den Normen der Factoren, und ebenso ist die Ordnung eines 
Productes gleich dem Producte aus den Ordnungen der Factoren 
(vergl. $. 170, VIID. 

Da die Zahl 1 in jeder Ordnung enthalten ist, so ist das 
Product nn, ein gemeinschaftlicher Theiler von n und n, und 
zwar, wie wir jetzt zeigen wollen, ihr grösster gemeinschaftlicher 
Theiler. Bedeuten %, k,, /, die Indices der Ordnungen n, n,, I, 
so ist n = [1,%6], n, = [1,%k,#}, und folglich 

nn = [1,%6,k,0,kk,6?]; 

da aber 94 — DW—D, ist, wo D, eine ganze rationale Zahl, so 
kann die letzte Basiszahl kk,#2, weil sie eine Summe von Viel- 
fachen der beiden ersten ist, weggelassen werden, und man erhält 

nn, —= f1,%0,k,6]) = n+ m, (21) 
wie behauptet war. Da nun dasselbe Product zufolge (20) auch 
= [1,%,0] ist, so folgt, dass der Index A, des Productes der 
grösste gemeinschaftliche Theiler der Indices k, k, der Factoren 
ist. Bedeuten ferner d, d,, d, die Discriminanten von n,n,, Ns, 
so ist d—= Dk2, d, = DK, d, —= DK, und folglich ist die Dis- 
criminante des Productes auch der grösste gemeinschaftliche 
Theiler von den Discriminanten der Factoren. 

Die letzten Sätze ergeben sich auch auf folgende Weise, 
wobei wir den Buchstaben m,,@,,41,d,,Cı und 2%, @3,4, d3,C, die- 
selbe Bedeutung für die Moduln m, und m, beilegen, welche 
m,@,a,b,c für m haben. Dann ist zufolge (20) 

11,9%] = [1,ao] |[1,a,®,] = [1,ao, a, ®,,aa; ®w;], 

und es gelten daher (nach $. 172) vier Gleichungen von der Form 
1=1.1+0.09 

2 ER i ee . 4905 (22) 
u a 
4400, —= fa .1+E,.ca,@, 

wo die acht Coefficienten rechts solche ganze rationale Zahlen 

sind, dass die sechs aus ihnen gebildeten Determinanten 
0, Je ef, Fa — ef ia — eu fa 
keinen gemeinschaftlichen Theiler haben; da aber jeder gemein- 
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schaftliche Theiler der drei ersten auch in den folgenden auf- 
geht, so folgt, dass e, e,, e&, keinen gemeinschaftlichen Theiler 
haben. Zufolge (22) ist ferner 
(Ftrea@)(fı + em 0,) = fa + %0,0@,, 
also 
ee, (0)? — fe — ef, — eaf)(ao) + fh —f = I; 
vergleicht man dies mit der Gleichung 


(4,05)? — b>(a,@;) + asC, — 0, 
so ergiebt sich 
& =eh tafteab, h =Sh-ea a6; (23) 
aus der ersten dieser beiden Gleichungen folgt, dass jeder ge- 
meinschaftliche Theiler von e,e, auch in e, aufgeht; da aber oben 
gezeigt ist, dass diese drei Zahlen keinen gemeinschaftlichen 
Theiler haben, so sind e,e, relative Primzahlen. Ersetzt man nun 
in (22) die Grössen ao, a, @,, 4,0, gemäss (5) durch 
b+kYD b,+khVD B%,+k,VD 
92 7 2 9 2 I 
so ergiebt sich 
k= ek;, kı — key, (n,,n) a) (n,n,) — 03 (24) 
also auch 


d = d,e?, d, == d, Ei (25) 
und ausserdem 
Ä BE % e De bee 
“4 er - fh = a (26) 


ebenso erhält man aus = letzten der Gleichungen (22), oder 
indem man die vorstehenden Ausdrücke in (23) substituirt, 
a be, = bie u bb, -- ee — 2b2& (27) 
Aus (24) und (25) en abermals, dass Ä, der grösste gemein- 
schaftliche Theiler von %,%k,, und ebenso d, derjenige von d,d, ist. 
Sind also die beiden Moduln m,m, gegeben, so findet man 
die Zahlen e,e,,%., d, aus (24) und (25) durch die Bedingung, 
dass e,e, relative Primzahlen sein müssen, und hiermit ist auch 
e, zufolge (27) gefunden. Wir wollen nun dazu übergehen, den 
Modul m, vollständig zu bestimmen, indem wir auch die Zahlen 
Mg, @a,b,,c, aus den Daten ableiten. Da das Product mm, in m, 
und folglich auch in [m,] enthalten ist, so kann man zunächst 


648 Supplement XI $. 187. 


mm, 
mm, = pm, Ms = BT (28) 


setzen, wo p eine natürliche Zahl bedeutet; ersetzt man nun die 
in Satze (19) auftretenden Normen durch ihre Ausdrücke gemäss 
(10), so erhält man 


acı 
aa, = Play, = pi” (29) 


mitbin ist die Bestimmung von m, und «, auf diejenige von p 
zurückgeführt. Ersetzt man ferner die Moduln m, un, nz durch 
ihre Ausdrücke gemäss (2), so nimmt die Gleichung m, = mm, 
die Form 
1.0] = p[1,0][1,®,] = p[1.0,.0,@0;] (30) 
an; man kann daher (nach $. 172) 
BE PIE EN 
a0 —=Pp „»ItY (31) 
pa—=p".1-+q4 .® 
pyao, =p".1+gq4"”".© 
setzen, wo die acht Coefficienten rechter Hand solche ganze 
rationale Zahlen sind, dass die sechs aus ilınen gebildeten Deter- 
minanten 


A iu} 


2», PP, Pr, Pi — ar", Fi — dp", 
also jedenfalls auch die drei Zahlen g’,q”,q’”’ keinen gemein- 
schaftlichen Theiler haben*). Substituirt man nun in (31) für 
0,0,,0@, die aus (22) folgenden Ausdrücke, so erhält man die 
Gleichungen 

pl(f + 4% @) = (pP + d’o,) 
»(F + emo) =alp"+ q"’o,) 
ve + 920) —= aa, (p”" + d"R,), 
welche, weil @, irrational ist, in die folgenden zerfallen 
Pam —=ad, pew=ag, Pay —=aagq” (32) 
ph =up, Ppf=ap" : ph =aap" (33) 
Substituirt man in (32) für a, den im (29) angegebenen Aus- 
druck, so erhält man 


*) 


Hieraus folgt in Verbindung mit der aus (31) leicht abzuleitenden 
Gleichung Yo+gy’wı = q" —= g’w+g"o, ein für die Theorie der com- 
plexen Multiplication der elliptischen Functionen sehr wichtiger Satz (vergl. 


meinen Aufsatz ($. 7) über die Theorie der elliptischen Modul-Functionen 
in Crelle’s Journal, Bd. 83). 
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va=pgd, wme—=pgd", 8—=pgq", (34) 
und da g', q”, q’"", wie oben bemerkt, keinen gemeinschaftlichen 
Theiler haben, so ist » offenbar als grösster (positiver) gemein- 
schaftlicher Theiler der drei bekannten Zahlen ae, a, e, & voll- 
ständig bestimmt, und dasselbe gilt mithin von den drei Zahlen 
d', q', q’, sowie von den beiden Zahlen m,, ads, welche sich aus 
(28) und (29) ergeben. Multiplieirt man ferner die Gleichungen 
(33) mit 2a, 2a,, 2, und ersetzt aa, durch p?a,, so erhält man 
mit Rücksicht auf (34), wenn man für fi, f, fs die in (26) und 
(27) angegebenen Ausdrücke substituirt, die Gleichungen 


a,b 
ne m mei, — 1b, = 20; P", 


pP 
en ine ag" 


2» 
also die Congruenzen 
| a abı 
1 = » 
db= - (mod. 243), (35) 
"db, = bb, + dee, 
k Bere ea 


2p 

durch welche die Zahl 5, nach dem Modul 2a, vollständig be- 
stimmt ist, weil g’, q’, q'"’ keinen gemeinschaftlichen Theiler haben 
(vergl. 8. 145); und hieraus ergiebt sich endlich auch & durch 
die Gleichung 


3 -—.d. Nr 

Co 5 2, (36) 
4 dig 

Hiermit ist die Bestimmung des Productes ın, aus den beiden 
Factoren m, m, vollendet, und wir haben nur noch die folgende 
Bemerkung hinzuzufügen. Da die Existenz des Moduls 1, = mm, 
von vornherein gewiss ist, so müssen wir schliessen, dass die in 
(26), (27), (29), (35) und (36) in Form von Brüchen auftretenden 
Zahlen in Wahrheit yanze Zahlen, dass ferner die drei Con- 
gruenzen (35) wirklich mit einander vereinbar sind, und dass 
die so erhaltenen Zahlen a,, b,, €, keinen gemeinschaftlichen 
Theiler haben; dies Alles würde sich auch auf directem Wege leicht 
beweisen lassen, was wir jedoch dem Leser itberlassen wollen ”). 


) Vergl. Arndt: Auflösung einer Aufgabe in der Composition der qua- 
dratischen Formen (Crelle’s Journal, Bd, 56). 
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Wir bezeichnen nun mit x. y und &,, yı zwei Systeme von 
unabhängigen Variabelen und bilden die bilinearen Functionen 
x, = paa, + pPayı + Pyaı +Pyy (57) 
y% = gayı + ya + Ey; 
setzt man ferner 
u=m(z +yo), y=m(a + Yı 9), 4 — m; (03 + Ya @), 
so folgt aus (28) und (31), dass w — um, also für rationale 
Werthe der Variabelen auch N(n,) = N(w) N(u,) ist; ersetzt 
man diese Normen durch ihre Ausdrücke gemäss (14) und be- 
rücksichtigt (19), so ergiebt sich 
3 + bmYpH+ GW (38) 
= (a2? +bzy+cy) (X + bay + aYyı); 
man sagt daher, die Form («a,, 4b,, c,) gehe durch die bilineare 
Substitution (37) in das Product der beiden Formen (u, 3b, e) 
und (a,, +b,, c,) über, und nennt die erste Form zusammengesetzt 
aus den beiden letzteren *); offenbar ist (38) in Folge von (37) 
eine Identität, welche für beliebige Werthe der unabhängigen 
Variabelen gilt. — 

Die vorstehende Darstellung der Multiplication der Moduln 
bildet zugleich die Grundlage für die Behandlung der umgekehr- 
ten Aufgabe, alle Moduln m zu finden, welche der Bedingung 
nm, = m, genügen, wo m, und m, gegebene Moduln bedeuten, 
Wir beschränken uns aber hier darauf, einige Hauptpuncte dieser 
äusserst wichtigen Untersuchung hervorzuheben, und überlassen 
die weitere Ausführung dem Leser. Aus (20) folgt, dass, wenn die 
Aufgabe lösbar 'sein soll, die Ordnung n, des Moduls m, durch 
die Ordnung n, des Moduls m, theilbar sein muss; diese erforder- 
liche Bedingung, welche im Folgenden stets als erfüllt voraus- 
gesetzt wird und auch durch 1,» — n, oder k, = ek, aus- 
gedrückt werden kann, ist aber auch hinreichend, und es giebt 
dann immer unendlich viele Moduln m, welche die Bedingung 


*) Vergl. $. 146. Die allgemeinste Art der Composition der binären 
quadratischen Formen, wie sie von Gauss dargestellt ist (D. A. artt. 235, 
236), erhält man, wenn man statt der speciellen Darstellungsform (2) der 
Moduln die allgemeinere Form (1) zu Grunde legt; dies ist in $. 170 der 
zweiten Auflage dieses Werkes (1871) geschehen, wo ich anch für die qua- 
dratischen Formen schon den Ausdruck (a, Y,b, ce) statt (a, b, e) gewählt 
habe (vergl. die Anmerkung auf 8.388 und eine Mittheilung von Kronecker 
im Sitzungsbericht der Berliner Akademie vom 30, Juli 1885) 


8. 187. Allgemeine Zahlentheorie. 651 


mm = un erfüllen. Zunächst findet man nach (16) oder (17) 
durch Multiplication mit m/ oder mr leicht den Hauptsatz, dass 
es immer einen und nur einen solchen Modul m giebt, dessen 
Ordnung —n, ist; bezeichnet man diesen gegebenen Modul 
m; mr! der Kürze halber wieder mit m,, so wird zugleich die 
allgemeine Aufgabe auf den speciellen Fall zurückgeführt, in 
welchem m, — n, ist, und man braucht sich nur noch mit der 
Lösung der Gleichung mı, — m, zu beschäftigen. Die Ordnung n 
des Moduls ın muss so beschaffen sein, dass n, — nn, der grösste 
gemeinschaftliche Theiler von n und n,, also k—= ek, wird, wo e 
relative Primzahl zu e, ist; nachdem man für den Modul m eine 
solche Ordnung n, also auch eine solche Zahl e willkürlich ge- 
wählt hat, leuchtet ein, dass stets mn, = mn; ist, und es kommt 
daher nur darauf an, alle Moduln m von dieser Ordnung n zu 
finden, welche der Bedingung mn, —= ın, genügen. Um nach- 
zuweisen, dass mindestens ein solcher Modul m existirt, wähle 
man die in m, = m,[l, ®,] auftretende Zahl ®, so, dass c, rela- 
tive Primzahl zu a, wird, was nach einer früheren Bemerkung 
stets möglich ist; setzt man alsdann die vorher gewählte Zahl 
e=pgq', wo g" den grössten Divisor von e bedeutet, welcher 
relative Primzahl zu «a, ist, so findet man leicht, dass der Modul 
m —= m;|p, q’@,] der Bedingung mn, = m, genügt, und dass n 
seine Ordnung ist. Um aus diesem einen Modul m alle anderen 
zu finden, benutze man den schon vorher bewiesenen Satz, dass, 
wenn 5b, c zwei beliebige Moduln von gleicher Ordnung n sind, 
es immer einen und nur einen Modul a — ch! von derselben 
Ordnung n giebt, welcher der Bedingung ab = c genügt; hier- 
durch wird die vollständige Lösung unserer Gleichung m, — m, 
auf den speciellen Fall m, —= ı,, also auf die Aufgabe zurück- 
geführt, alle Moduln m von der Ordnung n zu finden, welche 
der Bedingung 

nn, —1 (39) 


genügen. Da nun, wenn o die frühere Bedeutung hat, immer 
on, — 0 ist, so genügt ein solcher Modul m gewiss auch der 


Bedingung 
mo =D; (40) 
diese Moduln, zu welchen offenbar n selbst gehört, sind von be- 


sonderer Wichtigkeit, und wir wollen jeden Modul m von der 
Ordnung n, welcher diese letzte Bedingung erfüllt, aus einem 
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sogleich anzugebenden Grunde eine Wurzel der Ordnung n nennen; 
es ist zweckmässig, zunächst alle diese Wurzeln von n zu be- 
stimmen, worauf es keine Schwierigkeit haben wird, diejenigen 
von ihnen auszusondern, welche auch die Bedingung (39) erfüllen. 
Da die Zahl 1 in o enthalten, also immer m > mo ist 

($. 170, (22)), so folgt aus (40) zuuächst 

m > 9, (41) 
also besteht jede Wurzel ın aus lauter ganzen Zahlen. Da ferner 
n=m:m, und allgemein (c:a):b—=c:ab ist ($. 170, (17)), so 
folgt aus (8) und (40) auch ok=n:oo = (mm) po = m: w—m:ß, 
also 

m 


— —ok, (42) 

D 
mithin (nach $. 170, (14)) auch 

ok>m. (43) 
Da ausserdem (p, ok) —= N(k) = k?>0 ist, so folgt aus (41) 
und (43), dass die Anzahl der Wurzeln m der Ordnung n endlich 
ist ($. 171, ID); diese Anzahl wollen wir mit Z bezeichnen. Aus 
der Definition (40) folgt ferner unmittelbar, dass diese ! Wurzeln 
insofern eine Gruppe bilden, als jedes Product aus zwei solchen 
Wurzeln wieder eine Wurzel derselben Ordnung n ist, und 
hieraus ergiebt sich durch die schon oft angewendete Schluss- 
weise (vergl. $. 149), dass für jede Wurzel m der Ordnung n 
der Satz 

ini (44) 
gilt. Umgekehrt, sobald unter den Potenzen m, m2, m3... eines 
Moduls m sich eine Ordnung n — mr vorfindet, so ist n zufolge 
(20) auch die Ordnung von m; da ferner die rte Potenz einer 
jeden in m enthaltenen Zahl auch in n enthalten, also eine 
ganze Zahl ist, so besteht m (nach $. 173, V) aus lauter ganzen 
Zahlen; mithin ist mo ein Ideal, und da (monate 
so folgt auch mo — o, also ist m eine Wurzel der Ordnung n, 
womit zugleich die eingeführte Benennung gerechtfertigt ist. 

Der oben aus der allgemeinen Modultheorie (8. 170) ab- 

geleitete Satz (43) bestätigt sich auch durch die Rechnung, wenn 
man für m die in (2), (3), (5) eingeführten Bezeichnungen bei- 
behält. Setzt man noch mo == «, so sind die Basiszahlen des 


Moduls 
m = m, «] (45) 
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zufolge (41) ganze Zahlen, und aus (40), (19) und (10) ergiebt 
sich N(m) = 1, also a = m?; hieraus folgt weiter, dass b durch 
m theilbar, mithin c relative Primzahl zu m ist; da aber 
e = aN(o) = N(e) = ou ist, so sind die Basiszahlen m, « 
ebenfalls relative Primzahlen, was auch unmittelbar aus (40), 
nämlich aus 


om va =D (46) 
folgt; da nach (7) ausserdem 
== tl, mo] (47) 
ist, so geht m in dem Index %k auf, und wenn 
ae—=t+u0 (48) 
gesetzt wird, so ist k —= um, kO = — tm + ma, woraus wirklich 
(43) und zugleich 
e,m) = (mok)=k (49) 


folgt. Umgekehrt, wenn eine natürliche Zahl m relative Primzahl 
zu der irrationalen Zahl « (also auch zu deren Norm c) ist, so 
hat, wie man leicht findet, der Modul (45) die Ordnung (47), 
und aus (46) folgt (40), mithin ist m eine Wurzel von n*). 

Um nun die Anzahl ! zu bestimmen, ist es zweckmässig, die 
Darstellung (45) in eine andere Form zu bringen, aus welcher 
man die wahre Natur und die gegenseitigen Beziehungen der 
Wurzeln m noch deutlicher erkennen wird. Hierzu bemerke 
man, dass unter den in m enthaltenen Zahlen sich auch solche 
finden, die relative Primzahlen zu k sind; denn weil «—t-+u0 
schon relative Primzahl zu m ist, und folglich mn, t, w keinen 
gemeinschaftlichen Theiler haben, so kann man die ganze ra- 
tionale Zahl z so wählen, dass t + mz relative Primzahl zu « 
wird, und hieraus folgt, dass die Zahl « + nz (welche auch 
statt & als zweite Basiszahi von m dienen könnte) relative Prim- 
zahl zu m und u, also auch zu k — mu ist. Wählt man nun 
aus. m nach Belieben eine Zahl o, welche relative Primzahl zu k 
ist, so sind auch die k Zahlen 0, 20,30...ko mm enthalten, 
und da sie incongruent nach k sind, so bilden sie zufolge (49) 
ein Restsystem von m nach ok, und hieraus folgt mit Rücksicht 
auf (43) die neue Darstellung 


*) Zugleich ist m[1, «] = [l, e], und damit m auch der Bedingung 
(39) genüge, ist erforderlich und hinreichend, dass die Ördnung|l,«] durch 
die Ordnung n, theilbar sei. 
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Umgekehrt, wenn eo — r + sd eine beliebige relative Primzahl 
zu k ist, so findet man durch Reduction des vorstehenden Moduls 
m auf eine zweigliedrige Basis m, «, dass k—=mu. und e=t+ u 
relative Primzahl zu m ist, woraus nach dem Obigen folgt, dass 
m eine Wurzel der Ordnung n —= |[1, k6] ist. Jede Wurzel m 
der Ordnung n ist also durch eine beliebige in ihr enthaltene 
Zabl o vollständig bestimmt, welche relative Primzahl zum 
Index k ist, und man kann daher diese Wurzel m zweckmässig 
durch das Symbol n, bezeichnen; ist o ebenfalls relative Prim- 
zahl zu k, so gilt dasselbe von 06, und da dieses Product in 
dem Producte n,n, enthalten ist, so ergiebt sich 


N, = Ilgo; (51) 
worin das Gesetz der Multiplication der Wurzeln von n seinen 
einfachsten Ausdruck findet. Sollen ferner die beiden Zahlen o 
und 6 eine und dieselbe Wurzel 1, —= n, erzeugen, so ist er- 
forderlich und hinreichend, dass o=re,0o=s6 (mod. k) sei, 
wo r, s ganze rationale Zahlen bedeuten; hieraus folgt aber 
rs = 1 (mod. k), also muss r relative Primzahl zu k sein; und 
umgekehrt, wenn 6 = rg (mod. k) ist, wo r eine ganze rationale 
Zahl bedeutet, welche relative Primzahl zu k ist, so ist gewiss 
ns =n. Es giebt mithin (nach $. 18) in Bezug auf k immer 
genau 9 (k) verschiedene Z: ahlclassen, welche aus lauter Zahlen e 
bestehen, die relative Primzahlen zu k sind und alle eine und 
dieselbe Wurzel n, der Ordnung n erzeugen; bezeichnet man 
daher (nach $. 180) mit (ok) die Anzahl aller nach k in- 
congruenten Zahlen @ in o, welche relative Primzahlen zu % 
sind, so ergiebt sich für die Anzahl 7 aller verschiedenen Wur- 
zeln n, der Ordnung ıı der Ausdruck 

(ok 
= u: ) (52) 


Hierin ist nun 
p(k) = kıı(ı = —) 
> »27' 


wo das Product über alle verschiedenen, in k aufgehenden ratio- 
nalen Primzahlen » auszudehnen ist; andererseits ist (nach 
$. 180, (26)) 

1 


p(ok) = keir(ı N) 
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wo das Productzeichen sich auf alle verschiedenen, in %k auf- 
gehenden Primideale p bezieht; ordnet man die Factoren nach 
den rationalen Primzahlen p», in denen diese Primideale aufgehen, 
und legt dem Symbol (D, p) die im vorigen Paragraphen fest- 
gesetzte Bedeutung bei, so erhält man 


ph) keıı(1 2 —) (1 = u 
p pP 
und folglich 


= (1 2). (53) 


Nachdem hiermit die Anzahl aller Wurzeln m der Ordnung n 
bestimmt ist, findet man leicht die Anzahl aller derjenigen unter 
ihnen, welche der obigen Bedingung (39) genügen, wo n, eine 
gegebene, in n aufgehende Ordnung bedeutet; multiplieirt man 
nämlich alle ? Wurzeln der Ordnung n mit n,, so werden alle 
l, Wurzeln von n,, und zwar jede gleich oft erzeugt; mithin ist 
die gesuchte Anzahl —= !:l,, und nach der obigen Untersuchung 
ist dies zugleich die Anzahl aller verschiedenen Moduln m von 
der Ordnung n, welche der ursprünglich vorgelegten Bedingung 
mm = m, genügen. 

Die binären Formen (a, 3b, c) — (m?, 4mb,, c), welche nach 
(14) den Wurzeln m—[m, &] der Ordnung n entsprechen, stimmen 
offenbar mit denjenigen überein, auf welche wir früher (8$. 150, 
151) bei der Bestimmung der Anzahl der Formen-Classen von 
beliebiger Ordnung geführt sind. Den Grund dieser Ueberein- 
stimmung erkennt man leicht, wenn man nach $. 181 (8. 579) 
die Moduln, ebenso wie die Ideale, in Olassen eintheilt und die 
feinere Bestimmung hinzufügt, dass zwei Moduln m, mn, nur dann 
äquivalent heissen und in dieselbe Classe aufgenommen werden 
sollen, wenn es eine Zahl n von positiver Norm giebt, welche der 
Bedingung mn — m, genügt. Denn wenn man die oben fest- 
gesetzten Bezeichnungen und Regeln für die Wahl der Basis 
eines Moduls m—m[l, ®], sowie für die Bildung der zugehörigen 
Form (a, tb, c) beibehält, so entsprechen je zwei äquivalenten 
Moduln auch zwei eigentlich äquivalente Formen ($. 56), und 
umgekehrt; beides ergiebt sich leicht daraus, dass die Aequivalenz 
der Moduln m = m[1, o], m, = m, |1l, ®,] in der Existenz einer 
Zahl n von positiver Norm besteht, weiche der Bedingung 
[n, n@] = [1, ®,] genügt, und dass sowohl diese Bedinrung wie 
die eigentliche Aequivalenz der zugehörigen Formen (a, tb, c), 
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(a,, 4b,, c,) mit der Existenz von vier ganzen rationalen Zahlen 
pP, q, r, s zusammenfällt, welche die Gleichungen 
R PER} + s@, 
n=p+go, ne=r+ so, Wer: (54) 
yss— r=+]| 

befriedigen *). Mithin entsprechen die Modul- und Formen-Qlassen 
sich gegenseitig und eindeutig. Bezeichnet man nun, wie früher, 
mit O die Hauptelasse der Ideale, so erzeugt jede Modulelasse M 
eine Idealelasse MO; umgekehrt, wenn A eine beliebige Ideal- 
lasse, und n eine beliebige Ordnung ist, so folgt aus unserer 
obigen Untersuchung über die umgekehrte Aufgabe der Multi- 
plication der Moduln, dass es immer mindestens eine Classe M 
von der Ordnung n giebt, welche diese Idealclasse A erzeugt, 
und zwar findet man leicht, dass jede Idealclasse A durch gleich 
viele Modulclassen M von der Ordnung n erzeugt wird. Be- 
zeichnet: man daher mit W die Anzahl der verschiedenen Modul- 
classen M für die Ordnung n, mit k die Anzahl der Idealclassen, 
so ist ’ = rh, wo r die Anzahl derjenigen Classen M bedeutet, 
welche der Bedingung MO —- O genügen und folglich durch 
Wurzeln der Ordnung n repräsentirt werden. Bezeichnet man nun 
mit A die Anzahl aller derjenigen von diesen ! Wurzeln, welche der 
Hauptclasse der Ordnung n angehören, also mit n Äquivalent sind, 
so findet man ebenso leicht, dass jede solche Classe M durch A 
verschiedene Wurzeln repräsentirt wird, dass also = rA, mithin 


a (D, p)\ » 
Bert ee 65) 


ist (vergl. $. 151). Bedeutet aber nı — [m, «| eine solche mit n 
äquivalente Wurzel von n, so ist m—= nn, woraus folgt, dass y 
in m enthalten, also eine ganze Zahl und zwar eine Einheit (von 
positiver Norm) ist, weil sie in den beiden relativen Primzahlen 
m, « aufgehen muss; und da umgekehrt einleuchtet, dass jeder 
Einheit 7 ein mit n äquivalenter Modul nn entspricht, welcher 
eine Wurzel von n ist, so ist A die Anzahl aller derjenigen Ein- 
heiten n, denen verschiedene Moduln nn entsprechen. Da nun 
alle Einheiten 7, mag ihre Anzahl endlich oder unendlich, also 
die Grundzahl D negativ oder positiv sein, in der Form + ss 
enthalten sind, wo z eine bestimmte Einheit. und s jede ganze 


*) Vergl. meine auf $. 648 eitirte Schrift (8. 1). 
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rationale Zahl bedeutet, so ergiebt sich leicht, dass A der kleinste 
positive Exponent ist, welcher bewirkt, dass die Potenz &* eine 
in der Ordnung n enthaltene Zahl wird. Hiermit ist vermöge 
(55) für jede Ordnung n das Verhältniss der Classenanzahl " zu 
der Anzahl % der Idealclassen gefunden, und man überzeugt sich 
leicht, dass die früher (in 88. 97, 99, 100, 151) gewonnenen 
Resultate mit dem jetzigen vollständig übereinstimmen *). 


*) Dieselbe Aufgabe habe ich für beliebige Körper in der auf S. 580 
eitirten Festschrift behandelt. 
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Professor der Mathematik an der technischen Hochschule zu Braunschweig. 
Zweite unveränderte Auflage. 
gr. 8. geh. Preis 1 M. 


Was sind und was sollen die Zahlen? 
Von Richard Dedekind, 


Professor der Mathematik an der technischen Hochschule zu Braunschweig. 
Zweite unveränderte Auflage. 8. geh. Preis 14.603 


Compendium der höheren Analysis. 
Von Dr. Oskar Schlömilch, 


K. S. Geheimrath a. D., Mitglied der Königl. Sächsischen Gesellschaft der Wissen- 
schaften zu Leipzig, der Königlich Schwedischen Akademie zu Stockholm, der Kaiserlich 
Leopoldinischen Akademie etc. 


In zwei Bänden. Mit Holzstichen. gr. 8, geh. 
Erster Band. Fünfte verbesserte Auflage. Preis 9 #M. 
Zweiter Band. Dritte Auflage Preis 9 M. 


Fünfstellige 
logarithmische und trigonometrische Tafeln. 


Herausgegeben von 


DIE0RSCHRLOMLION, 


K. S. Geheimerath a. D., 
Mitglied der Königl. Sächsischen Gesellschaft der Wissenschaften zu Leipzig, der Königl, 
Schwedischen Akademie zu Stockholm, der Kaiserl. Leopoldinischen Akademie etc, 


Galvanoplestische Stereotypie. Wohlfeile Schulausgabe. 
Elfte Auflage. 8. geh. Preis 1 M. 


Partielle Differentialgleichungen 


Vorlesungen von 


und deren Anwendung auf physikalische Fragen. 
Bernhard Riemann. 


Für den Druck bearbeitet und herausgegeben von 
Karl Hattendorff. 


Mit Holzstichen. gr. 8. geh. Preis 8 M. 


Dritte Auflage. 
Elliptische Functionen 


und 


algebraische Zahlen. 


Academische Vorlesungen 
von 


H. Weber, 
Professor der Mathematik an der Universität Marburg. 
geh. Preis 18 #. 


PTID, 


Verlag von Friedrich Vieweg & Sohn in Braunschweig, 


Siebenstellige gemeine Logarithmen 


der Zahlen von 1 bis 108000 und der Sinus, Cosinus, Tangenten und 
Cotangenten aller. Winkel des Quadranten von 10 zu 10 Secunden nebst 
einer Interpolationstafel zur Berechnung der Proportionaltheile 
von Dr. Ludwig Schrön, 


Director der Sternwarte und Professor zu Jena, Mitgliede der Kaiserlich Leopold. Carolin. 
deutschen Akademie der Naturforscher und der gelehrten Gesellschaften zu Breslau, 
Frankfurt a. M., Halle und Jena. 


Einundzwanzigste revidirte Stereotyp-Ausgabe. Imperial-Octav. geh. 
Tafel I. und II. (Logarithmen der Zahlen und der trigonometrischen Functionen.) 
Preis 4 Mb. 20 8 
Tafel III. Interpolationstafel (Suppl. zu allen Logarithmentafeln). Preis 1 AM. 80 9 


Tafel I. Die Logarithmen der Zahlen. (Für Solche, welche Tafeln für trigonome- 
trische Rechnungen nicht nöthig haben.) Preis 2 #. 40 ei) 


Lehrbuch 
der 


Differential-Gleichungen 
von‘ Dr. Andrew Russell Forsyth, 


Professor am Trinity College zu Cambridge. 
Mit einem Anhange: Die Resultate der im Lehrbuche angeführten 
Uebungsaufgaben enthaltend, 
herausgegeben von H. Maser. 
Autorisirte VDebersetzung. gr. 38. geh. Preis 14 HH. 


Sammlung von Formeln 
der reinen und angewandten 
Mxa.:6*hre mvastaeK 


von Dr. W. Läska. 
gr. 8. geh. 1. bis 3. Lieferung, I. Abtheilung. 
Preis zus. 18 #. 50 5 


Grundriss der Variationsrechnune. 
Von Prof. Dr. J. Dienger. 
Mit Holzstichen. gr. 8. geh. Preis 3 M. 


Elemente der Geometrie. 
Streng systematisch dargestellt von 
Dr. Eduard Müller. 
In zwei Theilen, gr. &. geh. 


Erster Theil. Grundvorstellunee i i 
n der - 
stichen. Preis 1 E mr 


Zweiter Theil. Geometrische Formenlehr ©& Mit Holzstichen. 
Preis 1 I. 50 69) 
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